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摘要：应用Ｃｈｅｎ等提出的研究线性分组码校验矩阵与Ｔａｎｎｅｒ图中圈的关系的方法，证明了围长为２犽

的校验矩阵中满足一定条件的犽行组合与其Ｔａｎｎｅｒ图中最短圈的一一对应关系．由这一结论，对Ｃｈｅｎ

等提出的计算Ｔａｎｎｅｒ图中最短圈数量的算法加以改进，减少一个运算步骤，而仍然得到同样准确的

结果．
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Ｇａｌｌａｇｅｒ于１９６２年首次提出了低密度校验码（ＬＤＰＣ码）
［１］，但是，这一卓越的创造在当时并没有得到

应有的重视．１９８１年，Ｔａｎｎｅｒ从图的角度研究了低密度校验码
［２］．Ｔａｎｎｅｒ的工作同样没有引起编码学界的

关注．直到１９９６年，Ｍａｃｋａｙ和 Ｎｅａｌ证实了低密度校验码可以获得接近香农限的误码性能
［３］，低密度校验

码被编码学界忽视的状况才得以改变．自此以后，低密度校验码成为编码学界研究的热点
［４～６］，而Ｔａｎｎｅｒ图

也成为研究低密度校验码不可或缺的重要工具．编码研究者对研究Ｔａｎｎｅｒ图中的圈表现出了极大的兴趣．

普遍认为：好的低密度校验码的Ｔａｎｎｅｒ图不应具有过多的短圈
［７，８］．Ｔａｎｎｅｒ图中最短圈的长度称为围长．好

的低密度校验码构造应尽量避免其Ｔａｎｎｅｒ图中有短圈出现，使其围长不至于很小．然而，大的围长仍然不

足以保证低密度校验码具有好的性能．文献［９］的研究结果表明，具有相同围长、其他条件相似的两个低密度

校验码，如果它们Ｔａｎｎｅｒ图中短圈的数量不同，则可能导致很大的性能差异：Ｔａｎｎｅｒ图中短圈数量少的低

密度校验码性能优于Ｔａｎｎｅｒ图中短圈数量多的低密度校验码．Ｔａｎｎｅｒ图中短圈的分布也对低密度校验码

的性能有所影响：Ｔａｎｎｅｒ图中短圈分布较不均匀的低密度校验码性能优于Ｔａｎｎｅｒ图中短圈分布较均匀的
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低密度校验码．

在文献［１０］中，研究了校验矩阵与Ｔａｎｎｅｒ图中圈的关系，其中给出了一个最短圈计数的算法．笔者在

文献［１０］的基础上给出了关于校验矩阵与Ｔａｎｎｅｒ图中最短圈的进一步结果，改进和简化了文献［１０］中给

出的计算Ｔａｎｎｅｒ图中最短圈数量的算法．

１　校验矩阵与犜犪狀狀犲狉图中的最短圈

设犎犿狀 是一个犿×狀校验矩阵，犌是犎犿狀
的Ｔａｎｎｅｒ图，并且犌的围长犵＝２犽（犽＞２）．

引理１　若犎犿狀 中犽个行狉１，狉２，…，狉犽 的和（在这里，若干个向量的和并不指它们在ＧＦ（２）上的向量和，

而只是把它们看作一般整数按对应位置相加．）犛至少有犽个分量不小于２，则可以肯定犛中没有大于２的分

量，且犛中只有犽个分量等于２．

证明　记与狉１，狉２，…，狉犽 相对应的Ｔａｎｎｅｒ图犌中的校验节点分别为狆１，狆２，…，狆犽．

假设犛有一个分量大于２．不失一般性，假设这一分量对应着犎犿狀中的第犮１列．记犎犿狀中对应着犛中另外

犽－１个不小于２的分量的列分别为犮２，犮３，…，犮犽，记对应于犮１，犮２，…，犮犽 的Ｔａｎｎｅｒ图犌中的变量节点分别为

狏１，狏２，…，狏犽，记位于以上犽行犽列交叉点上的犎犿狀
的子矩阵为犕′．由于犕′中的犮１列至少有３个“１”，至少有

３种不同的选择来使犕′中的一些“１”转变为“０”，以使转变后的矩阵的每一列中只有２个“１”．由文献［１０］定

理３．３中“（ｃ）（ｂ）”的证明，可以知道以上每一种不同的选择结果得到一个不同的２犽圈矩阵．不同的２犽

圈矩阵对应着Ｔａｎｎｅｒ图犌中不同的最短圈（圈长为２犽）．因此，犌中至少有３个不同的最短圈皆以狆１，狆２，…，

狆犽 和狏１，狏２，…，狏犽 为圈上的所有节点．这显然是不可能的．因此，犛不可能有大于２的分量．

下面证明犛中只有犽个等于２的分量．否则，假设犛中至少有犽＋１个等于２的分量．记对应于犛中犽＋１

个等于２的分量的犎犿狀 中列分别为犮１，犮２，…，犮犽，犮犽＋１，记位于狉１，狉２，…，狉犽与犮２，…，犮犽，犮犽＋１交叉点上的犎犿狀 的

子矩阵为犕１，记位于狉１，狉２，…，狉犽与犮１，犮３，…，犮犽，犮犽＋１交叉点上的犎犿狀 的子矩阵为犕２．由上面的证明及文献

［１０］定理３．３中“（ｃ）（ｂ）”的证明，可以知道犕１和犕２都是２犽圈矩阵．犕１和犕２有犽－１个共同的列．由文

献［１０］中２犽圈矩阵的定义，容易知道在犕１中对应于犮２的列等于在犕２中对应于犮１的列，并且这２列都有２

个“１”．因此，犎犿狀 中的犮１列与犮２列有２对对应的“１”在相同的位置上．由此可知，Ｔａｎｎｅｒ图犌的围长是４．这

与设定的条件“犌的围长犵＝２犽（犽＞２）”矛盾．因此，犛中不可能有超过犽个等于２的分量，而只能恰好有犽个

等于２的分量．

容易看出，若将引理１中的“行”改为“列”，引理１依然成立．

下面的引理是引理１的直接结果：

引理２　 若狆１，狆２，…，狆犽 是Ｔａｎｎｅｒ图犌中一个最短圈上的犽个校验节点，则犌中只有一个最短圈以

狆１，狆２，…，狆犽 为圈上的全部校验节点．

同样，如果将引理２中的“校验节点”改为“变量节点”，引理２依然成立．

２　犜犪狀狀犲狉图中最短圈的计数

在文献［１０］中，给出了一个直接由校验矩阵犎犿狀 计算其Ｔａｎｎｅｒ图犌中最短圈数量的算法．现将这一算

法的步骤叙述如下：

（１）逐个从校验矩阵犎犿狀 中取出所有可能的犽行组合．

（２）将在第（１）步得到的每一个犽行组合里的犽行相加，记所得的和为犛．犛中不小于２的分量的个数记

为狌．若狌＜犽，则Ｔａｎｎｅｒ图犌中没有最短圈以这犽行对应的犽个校验节点为圈上的全部校验节点；若狌≥犽，

则Ｔａｎｎｅｒ图犌中有（）狌犽 ＝
狌（狌－１）…（狌－犽＋１）

犽（犽－１）…２·１
个最短圈以这犽行对应的犽个校验节点为圈上的全部校

验节点．

（３）逐个把第（２）步计算出的对应于每个犽行组合的最短圈的个数相加，得到Ｔａｎｎｅｒ图犌中最短圈的
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总数．

由引理２，知道对于犎犿狀 中每个犽行组合，Ｔａｎｎｅｒ图犌中最多只有一个最短圈以这犽行对应的犽个校验

节点为圈上的全部校验节点．利用这一结论，文献［１０］给出的计算Ｔａｎｎｅｒ图中最短圈数量的算法可以被简

化．简化后的算法可以叙述为以下定理：

定理１　Ｔａｎｎｅｒ图犌中最短圈的数量等于具有以下性质的犎犿狀
中的犽行组合的数量：这些犽行组合每

一个组合中的犽行相加的和犛有且仅有犽个分量等于２．

定理１实际上给出了一种从校验矩阵犎犿狀 计算其Ｔａｎｎｅｒ图中最短圈数量的算法：要计算Ｔａｎｎｅｒ图犌

中最短圈数量，可以逐个从校验矩阵犎犿狀 中取出所有可能的犽行组合，计算满足定理２条件的犽行组合的总

数．这一算法明显比文献［１０］中给出的算法有所改进．容易证明，若将定理１中的“行”改为“列”，定理１依然

成立．

３　结 束 语

应用了Ｃｈｅｎ等在文献［１０］中提出的研究线性分组码校验矩阵与Ｔａｎｎｅｒ图中圈的关系的方法，探讨了

线性分组码校验矩阵与 Ｔａｎｎｅｒ图中最短圈的关系，改进和简化了 Ｃｈｅｎ等在文献［１０］中给出的计算

Ｔａｎｎｅｒ图中最短圈数量的算法．
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