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引入反比相关双曲余弦平方势描述
超晶格量子阱的电子跃迁
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　　摘　要 :　鉴于“方形”势阱过于简单和理想 ,引入了反比相关双曲余弦平方势描述超晶格量子阱中的电子

运动行为。在量子力学框架内 ,把电子的 SchrÊdinger方程化为了超几何方程 , 并以 Ga1 - x Al x As2GaAs2 Ga1 - x

Al x As量子阱为例计算了电子的带内跃迁和带间跃迁。结果表明 ,能级数目和跃迁能量与阱深、阱宽等系统参

数有关 ,只需适当调节这些参数就可望实现对超晶格量子阱光电特征的调节与控制。

　　关键词 : 　超晶格 ;　量子阱 ; 　双曲余弦平方势 ;　电子跃迁 ;　超几何方程 ;　单粒子能级
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　　从 20世纪中后期开始 ,超晶格和量子阱就一直是半导体物理学最活跃的前沿领域之一[127 ]。所谓超晶格

就是将两种晶格常数 (略微)不同的材料交替生长而形成的多层薄膜结构。随着薄膜技术的发展 ,人们已经可

以根据需要人为地改变半导体材料的能隙特征 ,制造出与均匀半导体材料性能不同的量子阱和超晶格 ,这就是

所谓能带 (或能隙)工程。事实上 ,只需控制材料的厚度就可以调整阱宽 ,控制组分就可以调整阱深 ,从而改变

材料的光电性质。

　　当多量子阱或超晶格势垒层足够厚 ,以致于量子阱之间的相互作用可以忽略时 ,我们就可以把超晶格视为

单量子阱的周期重复 ,超晶格的整体行为就可视为单量子阱的线性叠加 ,而多量子阱问题就简化为单量子阱问

题。人们讨论得最多的量子阱是一个理想的“方形”势阱 ,并从这种势阱出发计算了电子能级和波函数 ,定性描

述了超晶格的光电特征。与大块材料不同的是 ,在讨论量子阱的光学性质时 ,既要考虑带内跃迁 ,也要考虑粒

子带间跃迁。而相应的跃迁强度、选择定则等都由超晶格的能带结构决定。

　　鉴于“方形”势阱过于简单和理想 ,我们引入反比相关的双曲余弦平方势来描述量子阱的粒子运动行为。

本文在量子力学框架内 ,利用反比相关双曲余弦平方势把粒子的 SchrÊdinger 方程化为超几何方程 ,用系统参

数和超几何函数严格地求解了粒子的本征值和本征函数 ,并以 Ga1 - x Al x As2GaAs2 Ga1 - x Al x As量子阱为例 ,

计算了粒子的带内跃迁和带间跃迁。结果表明 ,系统的能级数目和电子的跃迁能量与阱深、阱宽等参数有关 ,

只需适当调节这些参数就可望实现对超晶格量子阱光电特征的调节与控制。

1　反比相关的双曲余弦平方势与系统的 SchrÊdinger方程

Fig. 1　Superlattice quantum well composed by

Ga1 - x Al x As and GaAs in an ideal case

图 1　理想情况下 ,由 Ga1 - x Al x As和

GaAs交替生长而形成的超晶格量子阱

　　对于“方形”势阱 ,可用 Kroning2Penney方法来描述。“方形”势

阱的优点是形象、直观、概念明确、计算简单 ,而它的缺点也恰恰是过

于简单、粗糙。图 1给出了理想情况下超晶格的能带结构。我们假

设势垒层足够厚 ,导带 (或价带)的量子阱与量子阱之间的相互作用

可以忽略 ,于是超晶格的整体行为就可简化为单量子阱问题。

　　为了简单化而不失一般性 ,我们考虑了两种材料 GaAlAs 和

GaAs交替生长而成的半导体薄膜。由此得到的夹层结构 Ga1 - x

Al x As2GaAs2 Ga1 - x Al x As就组成了典型的单量子阱。粒子在势阱

中的运动行为常用“方形”势来描述。“方形”势的特点之一是在势阱

的界面处势能不连续 ,但是有限 ;势阱深度与两种材料的能隙宽度有关 ,对于导带 ,电子的势阱深度可表示为
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V c0 = QΔEg (1)

对于价带 ,空穴的势阱深度可表示为

V h0 = (1 - Q)ΔEg (2)

式中 :ΔEg = Eg , GaAlAs - Eg , GaAs ,其中 , Eg , GaAlAs , Eg , GaAs是 GaAlAs和 GaAs的能隙宽度 ; Q是电子和空穴势阱深度

的分配系数 ,它的取值范围一般在 0. 65～0. 70之间。方形势阱的另一个特点是 ,在量子力学框架内处理简单 ,

概念明确、直观。但是 ,正是由于它的简单化和理想化 ,只能定性描述量子阱的光电特征。我们引入反比相关

的双曲余弦平方势来代替“方形”势阱 ,用它来描述电子阱和空穴阱。反比相关双曲余弦平方势可具体表示为

V ( x) = - V 0 ch - 2 ( x/ a) (3)

Fig. 2　Ch - 2 x potential and a single elect ron

energy level of superlattice quantum well

图 2　反比相关的双曲余弦平方势与量子阱的单粒子能级

式中 : x与超晶格薄层垂直 ,且坐标原点位于势阱中心的顶

部 ;V 0 是势阱深度 ,2 a是势阱宽度。图 2 将反比相关双曲

余弦平方势与“方形”势进行了比较 ,同时也示意性地给出

了量子阱的带内跃迁和带间跃迁 ,图的上部给出了电子势

阱 ,下部给出了空穴势阱。

　　粒子在势阱中的运动行为可以用 SchrÊdinger 方程描

写。将相互作用势式 (3)代入 SchrÊdinger方程 ,可得

-
η2

2μ±
d2ψ
d x2 - [ E +

V 0

ch2 ( x/ a)
]ψ = 0 (4)

式中 : E是粒子能量 ;μ是粒子有效质量 ,电子的有效质量

用μ- 表示 ;空穴的有效质量用μ+表示。方程 (2)是一个变

系数二阶常微分方程 ,形式上很复杂 ,但是 ,只要找到适当

的变换 ,就可以把它化为标准的超几何方程。相应的本征

值和本征函数都可以用系统的参数和超几何函数严格地表

示。下面 ,就寻找一种变换把方程 (4)化为标准的超几何方

程 ,并求出它的本征值和本征函数。

2　系统的本征值和本征函数
　　通过试探 ,找到如下变换[829 ]

ψ = ch ( x/ a) - 2λu , 　λ =
1
4

(
8μV 0 a2

η2 + 1 - 1) (5)

将这个变换带入方程 (4) ,可得 u所满足的方程

d2 u
d x2 -

4λ
a

t h x
a

d u
d x

+
4
a2 (λ2 - χ2 ) u = 0 (6)

式中χ= -μEa2 / 2η2。我们只讨论系统的分立谱 ,即 E < 0的情形。

　　引入新的独立变量

z = - sh2 ( x/ a) (7)

则关于 u的方程 (6)可化为 z的超几何方程

z (1 - z) d2 u
d z2 + [

1
2

- (1 - 2λ) z ]
d u
d z

- (λ2 - χ2 ) u = 0 (8)

将式 (8)同超几何方程的一般形式

z (1 - z) d2 u
d z2 + [γ - (α+β+ 1) z ]

d u
d z

- αβu = 0 (9)

相比较 ,可以发现γ= 1/ 2 , 　α=χ-λ, 　β= -χ-λ。

从超几何方程理论可知 ,方程 (8)有两个解 ,其中一个是偶函数解 ,即

u1 = F ( - λ+χ, - λ- χ,1/ 2 ; z) (10)

另一个是奇函数解

u2 = z F ( - λ+χ+ 1/ 2 , - λ- χ+ 1/ 2 ,3/ 2 ; z) (11)
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这些解给出波函数在χ= 0 ( z = 0)处的值是有限的 ,而 F ( -λ+χ, -λ- x ,1/ 2 ; z)和 F ( -λ+χ+ 1/ 2 , -λ-χ+

1/ 2 ,3/ 2 ; z)就是超几何函数。

　　为了使波函数

ψ = (ch x
a

) - 2λu (12)

在 x→±∞( z→- ∞)时趋于零 ,方程 (10)和 (11)中的超几何函数应截断为多项式。例如 ,对 u1 来说 ,这就意

味着λ-χ或者λ+χ都必须是一个非负整数。而第二种情况则应当舍去 ,因为 ,当 x →±∞时 ,波函数呈指数

增加。由此 ,可求得

λ- χ = k , 　k = 0 ,1 ,2 ,Λ (13)

因而能级可以表示为

Ek = -
η2

2μa2
1
2

8μV 0 a2

η2 + 1 - 2 k -
1
2

2

(14)

与此类似 ,对于式 (11) ,我们发现 ,当

λ- χ - 1/ 2 = l , 　l = 0 ,1 ,2 ,Λ (15)

则波函数在 x→±∞时是有限的 ,因而

El = -
η2

2μa2
1
2

8μV 0 a2

η2 + 1 - (2 l + 1) -
1
2

2

(16)

将式 (14)和 (16)合并 ,将它们统一表示为

En = -
η2

2μa2
1
2

8μV 0 a2

η2 + 1 - ( n +
1
2

)

2

, 　n = 0 ,1 ,2 ,Λ (17)

式 (17)给出了系统的本征值 ,而式 (3) 、(10)和 (11)则给出了系统的本征函数。

3　结果和讨论

3. 1　能级数目

　　量子阱中分立能级的数目由不等式

N >
1
2

8μV 0 a2

η2 + 1 -
1
2

(18)

给出。(9)式表明 ,势阱中的能级数目与势阱深度、宽度以及粒子的有效质量等参数有关。只需控制材料

Ga1 - x Al x As的组分分数 x就可以控制阱深 ,控制材料 GaAs的层厚就可以控制阱宽 ,进而就可以控制阱内的

能级数目。从形式上看 ,式 (18)中的 N 可以取很多值 ,实际上 ,它只能取几个分裂值。对于电子阱 ,选择电子

的有效质量μ- = 0 . 067 m0 ( m0 是自由电子质量) ,势阱宽度 2 a = 10 nm时 ,不同阱深情况下量子阱中的能级数

目见表 1。从表 1可以看出 ,当参数 V c0 = 0. 20 eV时 ,阱内只有两条能级 ,相应的跃迁能量为 0. 11 eV。从表 1

还可以看出 ,对于 V c0 = 0. 10 eV情况 ,阱内只有一条能级 ,因此无带内跃迁。但进一步分析表明 ,这种情况下

将发生带间跃迁 (即超晶格量子阱的导带与价带之间的跃迁) 。对于空穴也有类似结果。
表 1　阱宽 2 a = 10 nm,有效质量μ- = 0 . 067 m0 情况下 ,不同阱深的能级数目与带内跃迁能量

Table 1　Energy level number and transition energy inside band for an electron with

well width being 10 nm and effective mass of an electron 0. 067 m0

N V h0 / eV ΔE0 / eV N V h0 / eV ΔE0 / eV

1 0. 10 0 4 0. 50 0. 18

2 0. 20 0. 11 5 0. 60 0. 20

3 0. 30 0. 14 5 0. 70 0. 22

4 0. 40 0. 16 5 0. 80 0. 24

3. 2　跃迁能量

3. 2. 1　带内跃迁

　　粒子在任意两条能级之间的跃迁就是系统的辐射能量 ,将式 (17)进行差 (微)分可得

ΔEn =
η2

μa2
1
2

8μV 0 a2

η2 + 1 - ( n +
1
2

) Δn , 　n = 0 ,1 ,2 ,Λ (19)
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形式上Δn可以取任意值 ,实际上 ,对于带内跃迁 ,选择定则决定了只有相邻能级 (即Δn = 1)之间的跃迁才是

允许的 (或几率最大) 。当Δn = 1时 ,式 (19)化为

ΔEn =
η2

μa2
1
2

8μV 0 a2

η2 + 1 - ( n +
1
2

) , 　n = 0 ,1 ,2 ,Λ (20)

(20)式表明 ,随着 n的增加 ,相邻能级之间的距离越来越小 ,直至连续 ,这正是有限深势阱所具有的能级特征。

但是 ,对于量子阱却只有少数几条能级。当 n = 0时 ,式 (20)给出了第二条能级向基态能级的跃迁能量

ΔE0 =
η2

μa2
1
2

8μV 0 a2

η2 + 1 -
1
2

(21)

高位态相邻能级之间跃迁对辐射谱的贡献仅在低能一侧使谱线展宽。不同阱深情况下 ,由公式 (21)求得的电

子带内跃迁能量见表 1。

3. 2. 2　带间跃迁

　　从表 1可以看出 ,对于 V c0 = 0. 10 eV情况 ,阱内只有一条能级 ,因此无带内跃迁。进一步分析表明 ,这种

情况下将发生带间跃迁。对于空穴 ,当势阱深度 V h0 = 0. 04～0. 07 eV 时 ,阱内也只有一条能级 ,无带内跃迁。

事实上 ,根据选择定则 ,电子从导带内 n = 0能级跃迁到价带内 n = 0的能级是允许的 ,跃迁能量由公式

ΔEch = Ec + Eh + Eg (22)

给出 ,其中 Ec , Eh 由式 (17)给出。只需注意对于电子 ,式 (17)中的有效质量μ为μ- ,势阱深度 V 0 为 V c0 ;对于

空穴 ,μ为μ+ ,V 0 为 V h0即可。

　　选择电子的有效质量μ- = 0 . 067 m0 ,空穴的有效质量μ+ = 0 . 080 m0 ( m0是自由粒子质量) ,势阱宽度

2 a = 10 nm ,Q = 0 . 68 ,并且有 Eg , GaAs = 1. 53 eV ,表 2给出了不同能隙情况下 ,电子和空穴的阱深、能级数目和 0

→0带间跃迁能量。从表 2可以看出 ,对于不同的 Ga1 - x Al x As能隙 ,电子和空穴均有不同的势阱深度、能级数

目和跃迁能量。当 Ga1 - x Al x As能隙宽度为 1. 75 eV 时 ,电子的势阱深度为 0. 15 eV ,势阱内有两条能级 ,可

见 ,它不仅可以发生带间跃迁 ,还可以发生带内跃迁 ;而这时空穴的势阱深度为 0. 07 eV ,势阱内只有一条能

级 ,可见 ,它不会发生带内跃迁 ,但是可以发生带间跃迁。表 2给出的跃迁能量为 1. 68 eV。

表 2　在不同能隙况下 ,电子和空穴的势阱深度、能级数目与基态到基态的带间跃迁

Table 2　Potential well depth , level number and transition energy from band to band

for an electron and a hole in variable energy gap

Eg , GaAlAs / eV V c0 / eV V h0 / eV N e N h ΔE0 - 0 / eV

1. 65 0. 08 0. 04 1 1 1. 63

1. 75 0. 15 0. 07 2 1 1. 68

1. 85 0. 22 0. 10 3 2 1. 72

1. 95 0. 29 0. 13 3 2 1. 75

2. 05 0. 36 0. 16 4 2 1. 78

2. 15 0. 43 0. 19 4 3 1. 80

2. 25 0. 50 0. 22 4 3 1. 83

3. 3　辐射复合

　　关于量子阱的光发射和光吸收问题 ,人们从 20世纪 80年代就开始关注了 ,至今仍然是半导体物理的热点

之一。事实上 ,Dawson在 1983年指出 Ga1 - x Al x As2GaAs2Ga1 - x Al x As量子阱的室温荧光峰就是空穴子带自

由激子之间的辐射复合发出的荧光。要对量子阱的光学性质作出比较符合实际的理论描述 ,还必须从激子包

络满足的 SchrÊdinger方程出发 ,进一步研究这些激子、特别是自由激子间的辐射复合。下一步工作将对这个

问题进行讨论。

3. 4　辐射谱分布

　　对于自发辐射 ,更详细的分析应当进一步计算辐射谱分布[10211 ] ,其表达式为

d I
dΩ

=
ηα
2πc2 ∑

m , n

ω2
mn x 2

mn P n
(1 - βco sθ) 2 - (1 - β2 ) sin2θcos2φ

(1 - βcosθ) 5 (23)

式中 :α= 1/ 137是精细结构常数 ;β= v/ c是电子无量纲运动速度 ;ωmn是电子从 m 态到 n态的跃迁频率 , X mn是

从 m 态到 n态的跃迁矩阵元 ; Pn 是电子占据第 n个能态的占据几率。φ是 k 矢量在 ( x , y)平面内的投影与 x
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轴之间的夹角。

4　结　论
　　“方形”势阱是最简单的量子阱 ,由于它过于简单化和理想化 ,不能完全准确地表描述电子的运动行为 ,因

此人们不断寻找新的相互作用势。我们引入反比相关的双曲余弦平方势来描述量子阱中电子的运动行为。在

量子力学框架内 ,把电子的 SchrÊdinger方程化为了超几何方程 ,用系统参数和超几何函数严格地求解了电子

的本征值和本征函数 ,并以 Ga1 - x Al x As2GaAs2 Ga1 - x Al x As量子阱为例 ,计算了电子的带内跃迁和带间跃迁 ,

结果由公式 (18) , (20)和 (22)给出。从计算结果可以看出 ,阱内的能级数目和电子跃迁能量与阱深、阱宽等系

统参数有关 ,只需适当调节这些参数就可实现对超晶格量子阱光电特征的调节与控制。
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Description of electron transition in superlattice quantum well by ch - 2 x potential

L UO Xiao2hua1 ,　SHAO Ming2zhu2

(1 . Col lege of Elect rical Engineering , Chongqing Universit y , Chongqing 400044 , China;

2 . Dong guan Universit y of Technology , Dong guan 523106 , China)

　　Abstract :　An interaction potential with ch - 2 x form is int roduced to describe the elect ron motion in superlattice quantum

well , and in the f rame of quantum mechanics , SchrÊdinger equation is t ransformed to the hypergeometric equation by this poten2
tial. The eigenvalue and the eigefunction of the system are calculated , and the dist ribution and the level number in quantum well

are also discussed. As an example , the t ransition energy between two bands for material Ga1 - x Al x As2GaAs2 Ga1 - x Al x As is calcu2
lated. It shows that the level number and the t ransition energy are related to the system parameters , such as the potential well

depth , width etc. The photo2elect ric p roperties of superlattice materials can be controlled and regulated by regulating the system

parameters.

　　Key words :　Superlattice ; 　Quantum well ; 　Eelct ron t ransition ; 　Hyperbolic cosine squared potential ; 　Hypergeometric

equation ;　Single particle level
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