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摘要 本文研究了多元指数型整函数在非等距节点的Marcinkiewicz-Zygmund型不等式.

据此, 得到了多元非正规样本定理.
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1 引言

根据样本定理, 我们能够利用信号在样本点处的值重构, 所以它在通讯、数据处理等

方面有着广泛的应用, 成为最重要的数学工具之一 [1−3]. 最早的样本定理是 Whittaker-

Kotelnikov-Shannon 型样本定理 [4, 5], 它可以叙述为: 如果 f 是带有限于 [−σ, σ] 中的信号

函数, 即它的 Fourier 变换的紧支集在 [−σ, σ] 中, 则 f 可以通过其在等距节点 xk = kπ/σ,

k = 0,±1,±2, . . . 的样本值完全重构. 样本定理有多种表现形式, 其中 Kotelnikov 给出了以

下定理 A 的证明 (见文献 [5]):

定理 A[4, 5] 设 f ∈ L2(R)∩C(R),而且 f 的 Fourier变换 f̂ 的支集包含在 [−σ, σ] (σ > 0)

中. 则 f 可以表示为以下的样本级数:

f(x) =
∑
k∈Z

f

(
kπ

σ

)
sin σ(x − kπ/σ)

σ(x − kπ/σ)
, (1)

其中 (1) 式右边的级数在 Hilbert 空间 L2(R) 中收敛, 也在 R 的任意紧集上一致收敛.

定理 A 给出了在 L2(R) 意义和一致意义下, 带有限函数通过其离散点的样本值重够的

算法. 由于节点是等距分布的, 定理 A 通常被称为正规样本定理. 许多学者已经把它沿不同

的方向进行了推广 [6−12],特别 Paley和Wiener[10] 将它从等距样本点 {kπ/σ}推广到非等距
样本点, 即:

令 X = {xk}k∈Z 是满足条件 D := supk∈Z
|xk − k| < 1/4的实数序列, G是按以下方式定
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义的整函数:

G(x) := (x − x0)
∞∏

k=1

(1 − x/xk)(1 − x/x−k). (2)

则对任意 f ∈ Bπ,2(R), 有

f(x) =
+∞∑

k=−∞
f(xk)Gk(x), (3)

其中

Gk(x) :=

⎧⎪⎨
⎪⎩

G(x)
G′(xk)(x − xk)

, 若 x ∈ R\{xk};

Gk(x) = 1, 若 x = xk.

(4)

由于其样本点是非等距分布的, 故这样的样本定理通常称为非正规样本定理. 无论从纯

数学的角度还是实际工程应用的角度, 这样的推广都是必要的 (见文献 [5, 13–15]).

非正规样本定理的大多数结果都是在 Hilbert 空间 Bσ,2(R) 中得到的. 它们的证明都用

到了一些 Hilbert 空间的本质特征, 例如 Plancherel-Parseval等式. 因此, 另一个推广方向是

用经典的 Lebesgue 空间 Lp(R) (1 � p � ∞) (赋以范数 ‖ · ‖p(R)) 来代替 Hilbert 空间 L2(R).

特别, Hinsen[16] 完善了 Paley-Winer[10] 和 Kadic[17] 的结果, 并在 Bπ,p(R) (1 � p < ∞) 空间

中得到了一元非正规样本定理.

定理 B[16] 令 1 � p < ∞, {xk} 是满足条件 |tk − k| � L (k ∈ Z) 的实序列. 而且, 当

1 � p � 2 时, L < 1/4;当 2 � p < ∞ 时, L < 1/2p. 则对任意 f ∈ Bπ,p(R), 有

f(x) =
+∞∑

k=−∞
f(tk)Gk(x),

其中, 上式右边的级数在复平面的任一有界子集上一致收敛.

Levin[5] 和房艮孙 [18] 分别利用复调和分析和实调和分析的方法得到了

定理 C[5,18] 令 σ > 0, f ∈ Bσ,p(R)(1 < p < ∞). 则

(i) f(x) =
∑

k∈Z
f(kπ/σ) sin σ(x−kπ/σ)

σ(x−kπ/σ) , ∀x ∈ R, 而且右边的级数在 R 上一致收敛;

(ii) ‖f(x) − ∑
|k|�N f(kπ/σ) sin σ(x−kπ/σ)

σ(x−kπ/σ) ‖p(R) → 0, N → ∞;

(iii) 存在两个仅与 p 有关的正常数 Cp
′ 和 Cp

′′, 使得

Cp
′‖f‖p(R) �

(
π

σ

∑
k∈Z

|f
(

kπ

σ

)
|p

)1/p

� Cp
′′‖f‖p(R).

(iv) 如果 y = {yk} ∈ �p(Z), 则存在唯一的 g ∈ Bσ,p(R), 使得 g(kπ/σ) = yk, ∀k ∈ Z, 其

中, �p(Zd) 是定义在 Rd 的整格点 Zd (Z := Z1) 上, 并赋予通常范数 ‖ · ‖p(Zd) 的序列空间.

第三个推广方向是将定理 A推广到多元. 为了叙述这一方向的结果, 我们首先介绍一些

概念和符号.

令 σ = (σ1, . . . , σd) > 0, g(z) 是定义在 d-维复空间 Cd 上的整函数. 其中, σ > 0 表

示 σi > 0, i = 1, . . . , d. 一个整函数 g(z) 称为指数 σ 型的, 如果对每个 ε > 0, 存在正常数

A = A(ε), 使得

|g(z)| � A exp
( d∑

i=1

(σi + ε)|zi|
)

, ∀ z = (z1, . . . , zd) ∈ C
d. (5)
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Eσ(Rd) 表示所有指数 σ 型的整函数的集合. Bσ(Rd) 表示 Eσ(Rd) 中在 Rd 上的限制是有界

的函数全体构成的集合. 令

Bσ,p(Rd) := Bσ(Rd) ∩ Lp(Rd), 1 � p < ∞, Bσ,∞(Rd) := Bσ(Rd). (6)

根据 Schwartz定理 [19, p. 110], 有

Bσ,p(Rd) = {f ∈ Lp(Rd) : suppf̂ ⊂ [−σ, σ]d}. (7)

其中, f̂ 表示 f 在广义函数意义下的傅立叶变换 [19, p. 30],

[−σ, σ]d := {x = (x1, . . . , xd) ∈ R
d : xi ∈ [−σi, σi], i = 1, . . . , d}.

当 p = 2 时, Bσ,p(Rd) 就是经典的 Paley-Wiener 空间. 由 Schwartz 定理, 如果函数 f ∈
Lp(Rd), 且带在 [−σ, σ]d 中, 则 f ∈ Bσ,p(Rd). Pazen[20]、王和房 [21] 分别利用实分析和调和

分析的方法证明了以下定理 D 的第一部分当 p = 2 和 p ∈ (1,∞)\{2} 的结果.

定理 D[20, 21] 设 σ = (σ1, . . . , σd) > 0, f ∈ Bσ,p(Rd), 1 < p < ∞. 则

(i) 对任意的 x = (x1, . . . , xd) ∈ Rd, 有

f(x) =
∑

k=(k1,...,kd)∈Zd

f(kπ/σ)
sin σ1(x1 − k1π/σ1)

σ1(x1 − k1π/σ1)
· · · sin σd(xd − kdπ/σd)

σd(xd − kdπ/σd)
.

而且右面的级数在 R
d 上一致收敛;

(ii)∥∥∥∥f(x) −
∑

k∈Zd,|k|�N

f(kπ/σ)
sin σ1(x1 − k1π/σ1)

σ1(x1 − k1π/σ1)
· · · sin σd(xd − kdπ/σd)

σd(xd − kdπ/σd)

∥∥∥∥
p(Rd)

→ 0,

当 N → ∞;

(iii) 存在仅依赖 p 和 d 的正常数 Ap 和 Bp, 使得

Ap‖f‖p(Rd) �
((

π

σ

)1 ∑
k∈Zd

|f(kπ/σ)|p
)1/p

� Bp‖f‖p(Rd); (8)

(iv) 如果 y = {yk} ∈ �p(Zd), 则存在唯一的 g ∈ Bσ,p(Rd) , 使得 g(kπ/σ) = yk, ∀k ∈ Z
d,

其中 (kπ/σ)1 = (k1π/σ1) · · · (kdπ/σd),kπ/σ = (k1π/σ1, . . . , kdπ/σd). 而 |k| � N 表示 |ki| �
N , i = 1, . . . , d.

本文的主要目的是在空间 Lp(Rd) (1 < p < ∞) 中建立多元非正规样本定理.

设 λ = {λn}n∈Zd, λn = (λ1
n, . . . , λd

n) 是 Rd 中的序列, 并定义

δi := sup
n=(n1,...,nd)∈Zd

‖λi
n − niπ/σi‖∞, i = 1, . . . , d.

在此要强调的是, n = (n1, . . . , nd) 的一个分量改变, λn 的所有分量都可能改变. 下面叙述我

们的主要结果.

定理 1 设 λ = {λn} 是 Rd 中的序列, 而且, σ = (σ1, . . . , σd) > 0. 如果

δi <

⎧⎨
⎩

π/4σi, 1 < p � 2,

π/2pσi, 2 � p < ∞,

d∑
i=1

σiδi < ln(Ap/Bp + 1), (9)

则对任意 f ∈ Bσ,p(Rd) (1 < p < ∞), 有

Ap(1 − Td)‖f‖p(Rd) �
((

π

σ

)1 ∑
n∈Zd

|f(λn)|p
)1/p

� Bp(1 + Td)‖f‖p(Rd). (10)
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其中, Ap 和 Bp 的定义见 (8) 式, Td = Bp/Ap(e
∑d

i=1 σiδi − 1) < 1.

注 1 定理 1 中的条件 (9) 仅仅是结论 (10) 的充分条件. 对于 σ = π 时的一元非正规

样本点, Hinsen 在定理 B 中得到了扰动常数: 当 1 � p < 2 时是 1/4; 当 2 � p < ∞ 时是
1/2p;当 p = 2 时,由 Kadic-1/4定理 [17], 精确的扰动常数是 1/4. 然而, 在定理 1中,对多元

非正规样本点, 我们仅能得到较小的扰动常数. 也就是说, 多元非正规样本点的每个分量只

能在较小的范围内扰动. 我们猜想: 对于 p = 2, 多元非正规样本点的每个分量的精确扰动常

数是 π/4σi.

注 2 Marcinkiewicz 不等式 [22] 在逼近论中扮演了重要的角色, 它建立了阶 � m 的三

角多项式的 Lp 范与它在一致离散格点的值的离散 �2m−1
p 范的等价关系. 定理 C 的第 3 部

分是一元指数型整函数在等距样本点的 Marcinkiewicz型不等式. 定理 1中的不等式 (10)是

多元指数型整函数在非正规样本点的 Marcinkiewicz 型不等式.

对于多元带有限信号, 由定理 1, 我们得到在非等距节点的 Lagrange型插值定理.

定理 2 假设 1 < p < ∞, σ = (σ1, . . . , σd). 而且, λ = {λn}n∈Zd 满足定理 1 的条件.

(i) 如果 g ∈ Bσ,p(Rd), 则 {g(λn)}n∈Zd ∈ �p(Zd).

(ii) 如果 y = {yn} ∈ �p(Zd), 则存在唯一的 g ∈ Bσ,p(Rd), 使得 g(λn) = yn, ∀n ∈ Zd.

注 3 如果 λ = {λn}n∈Zd 满足定理 1 的条件, 则由定理 2, λ 是稳定的插值序列.

由定理 2, 我们可以证明: 多元带有限函数 f ∈ Bσ,p(Rd) 能够用 cardinal 级数表示. 它

类似于多元的 Paley-Wiener插值定理 (见 (3) 式), 这就是如下.

定理 3 设 1 < p < ∞, σ = (σ1, . . . , σd). 而且, λ = {λn}n∈Zd 满足定理 1 的条件. 则

对任意 f ∈ Bσ,p(Rd), 有 f(x) =
∑

n∈Zd f(λn)Gn(x), ∀x ∈ R
d. 而且, 上等式中右边的级数在

Lq(Rd)(1 < p � q � ∞) 中收敛. 特别地, 级数在 Rd 中一致收敛. 其中,

Gn(x) =
d∏

i=1

Gn,i(xi)
Gn,i

′(λi
n)(xi − λi

n)
, ∀x = (x1, . . . , xd) ∈ R

d,

n = (n1, . . . , ni, . . . , nd) ∈ Z
d, nj

i := (n1, . . . , ni−1, j, ni+1, . . . , nd),

Gn,i(xi) = g(λi
n0

i
; xi)

∞∏
j=1

g(λi
nj

i

; xi)g(λi
n−j

i

; xi), xi ∈ R, 1 � i � d, j ∈ Z,

当 t ∈ R\{0} 时, g(t, x) = 1 − x/t; g(0, x) = x.

注 4 (i) Zayed[12] 在 Paley-Wiener 空间 Bσ,2(Rd) 中得到了类似的多元 Paley-Wiener

插值定理. 然而, 他只考虑了当 n = (n1, . . . , nd) 的一个分量改变时, λn 只改变其相应的分

量的情况.

(ii) 定理 3 是 Whittaker-Kotelnikov-Shannon 样本定理的推广, 它表明: 在 Lq (1 < p �
q � ∞) 范意义下, 带有限 Lp 函数可以用该函数在非等距样本点 λn 的值重构.

(iii) 由本定理和定理 1, {Gn(x)} 是 Bσ,p(Rd) 的无条件基.

当然, 我们只有知道精确的样本值 f(λn), 上面的重构才是无误差的. 可是, 我们通常只

知道具有误差 εn 的样本值 f̃(λn), 即: f̃n = f(λn) + εn, n ∈ Z
d , {εn} ∈ �p(Zd). 因此, 我们

只能利用这样的样本值构造函数 f̃ ∈ Bσ,p:

f̃(x) =
∑
n∈Zd

f̃nGn(x),
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使得 f̃(λn) = f̃n. 而且,上面的级数在 Lp(Rd)意义下收敛. 由定理 1 和 Jackson-Nikolskii不

等式 (见引理 5), 我们得到误差 f − f̃ 的界.

推论 1 设 λ = {λn} 满足定理 1 的条件, 1 < p < ∞, f ∈ Bσ,p(Rd), {εn} ∈ �p(Zd). 则

1
Bp(1 + Td)

((
π

σ

)1 ∑
n∈Zd

|εn|p
)1/p

� ‖f − f̃‖p(Rd) � 1
Ap(1 − Td)

((
π

σ

)1 ∑
n∈Zd

|εn|p
)1/p

,

|f(x) − f̃(x)| � 2d
d∏

i=1

σ
1/p
i

1
Ap(1 − Td)

((
π

σ

)1 ∑
n∈Zd

|εn|p
)1/p

, ∀x ∈ R
d.

2 主要结果的证明

为证明定理 1, 我们给出一些引理.

引理 1[19](Bernstein 不等式) 令 1 � p < ∞, σ = (σ1, . . . , σd) > 0, f ∈ Bσ,p(Rd),

m = (m1, . . . , md) ∈ Zd, mi � 0, i = 1, . . . , d. 则 f (m) ∈ Bσ,p(Rd), 而且,∫
Rd

|f (m)(x)|p dx � σpm1
1 · · ·σpmd

d

∫
Rd

|f(x)|pdx.

其中 f (m) := ∂m1+···+md

∂x
m1
1 ···∂x

md
d

f.

由引理 1 和定理 D, 有

引理 2 如果 1 < p < ∞, σ = (σ1, . . . , σd) > 0, f ∈ Bσ,p(Rd), m = (m1, . . . , md) ∈ Zd,

m � 0, 则 (
π

σ

)1 ∑
n∈Zd

|f (m)

(
nπ

σ

)
|p � Bp

p

d∏
i=1

σpmi

i

∫
Rd

|f(x)|p dx.

以下介绍的引理 3 在定理 1 的证明中起到了非常重要的作用.

引理 3 设 λ = {λn}n∈Zd (λn = (λ1
n, . . . , λd

n)) 是 Rd 中满足条件

sup
n∈Zd

‖λi
n − niπ/σi‖∞ = δi > 0, i = 1, . . . , d

的序列. 则
∑
n∈Zd

|f(λn) − f

(
nπ

σ

)
|p � T p

d

∑
n∈Zd

∣∣∣∣f
(

nπ

σ

)∣∣∣∣
p

,

其中,

Td = Bp/Ap[e
∑ d

i=1(
σi
ρi

)p − 1]1/p[e
∑ d

i=1(ρiσi)
q − 1]1/q, 1/p + 1/q = 1, (11)

ρi, i = 1, . . . , d 是任意的正常数.

证明 我们仅就 d = 2 的情形加以证明, d 
= 2 的情形, 证明类似. 证明过程中总是假

设 m = (m1, m2) ∈ Z2, m1 � 0, m2 � 0, m2
1 + m2

2 > 0. 对任意 n = (n1, n2) ∈ Z2, 所有的

x = (x1, x2) ∈ Rd, 利用 Young[23] 的思想和 Taylor 公式, 有

f(x) = f

(
nπ

σ

)
+

∑
m

1
(m1 + m2)!

Cm1
m1+m2

f (m)

(
nπ

σ

)(
x1 − n1π

σ1

)m1(
x2 − n2π

σ2

)m2

.
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因此, 由 Hölder 不等式, 有∣∣∣∣f(λn) − f

(
nπ

σ

)∣∣∣∣
=

∣∣∣∣
∑
m

1
(m1 + m2)!

Cm1
m1+m2

f (m)

(
nπ

σ

)(
λ1
n − n1π

σ1

)m1(
λ2
n − n2π

σ2

)m2
∣∣∣∣

�
∑
m

1
m1!m2!

∣∣∣∣f (m)

(
nπ

σ

)∣∣∣∣δm1
1 δm2

2

=
∑
m

1
ρm1
1 ρm2

2 (m1!)1/p(m2!)1/p

∣∣∣∣f (m)

(
nπ

σ

)∣∣∣∣ (ρ1δ1)m1(ρ2δ2)m2

(m1!)1/q(m2!)1/q

�
{∑

m

[
1

ρm1p
1 ρm2p

2 m1!m2!

∣∣∣∣f (m)

(
nπσ

)∣∣∣∣
p]}1/p [ ∑

m

(ρ1δ1)m1q(ρ2δ2)m2q

m1!m2!

]1/q

� [e
∑2

i=1(ρiδi)
q − 1]1/q

[∑
m

1
ρm1p
1 ρm2p

2 m1!m2!

∣∣∣∣f (m)

(
nπ

σ

)∣∣∣∣
p]1/p

.

据此, 以及引理 2、Bernstein 不等式和定理 D, 有

∑
n∈Z2

∣∣∣∣f(λn) − f

(
nπ

σ

)∣∣∣∣
p

� [e
∑2

i=1(ρiδi)
q − 1]p/q

∑
n∈Z2

∑
m

1
ρm1p
1 ρm2p

2 m1!m2!

∣∣∣∣f (m)

(
nπ

σ

)∣∣∣∣
p

= [e
∑2

i=1(ρiδi)
q − 1]p/q

∑
m

1
ρm1p
1 ρm2p

2 m1!m2!

∑
n∈Z2

∣∣∣∣f (m)

(
nπ

σ

)∣∣∣∣
p

� [e
∑2

i=1(ρiδi)
q − 1]p/q

∑
m

1
ρm1p
1 ρm2p

2 m1!m2!

(
σ

π

)1

Bp
p

∫
R2

|f (m)(x)|pdx

� [e
∑2

i=1(ρiδi)
q − 1]p/q

(
σ

π

)1

Bp
p

∑
m

1
ρm1p
1 ρm2p

2 m1!m2!
σpm1

1 σpm2
2

∫
R2

|f(x)|pdx

= [e
∑2

i=1(ρiδi)
q − 1]p/q

(
σ

π

)1

Bp
p‖f‖p

p(R2)

∑
m

1
m1!

1
m2!

(
σ1

ρ1

)pm1(σ2

ρ2

)pm2

= [e
∑2

i=1(ρiδi)
q − 1]p/q[e

∑ 2
i=1(σi/ρi)

p − 1]
(

σ

π

)1

Bp
p‖f‖p

p(R2)

� [e
∑2

i=1(ρiδi)
q − 1]p/q[e

∑ 2
i=1(σi/ρi)

p − 1]Bp
p/Ap

p

∑
n∈Z2

∣∣∣∣f
(

nπ

σ

)∣∣∣∣
p

= T p
2

∑
n∈Z2

∣∣∣∣f
(

nπ

σ

)∣∣∣∣
p

.

引理 3 得证.

现在, 我们证明定理 1.

定理 1 的证明 由引理 3 有
∑

n∈Zd |f(λn) − f(nπ/σ)|p � T p
d

∑
n∈Zd |f(nπ/σ)|p, Td 见

(11) 式. 因此
( ∑

n∈Zd

|f(λn)|p
)1/p

�
( ∑

n∈Zd

|f(nπ/σ)|p
)1/p

+ Td

( ∑
n∈Zd

|f(nπ/σ)|p
)1/p

= (1 + Td)
( ∑

n∈Zd

|f(nπ/σ)|p
)1/p

.
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由不等式 (8), 有((
π

σ

)1 ∑
n∈Zd

|f(λn)|p
)1/p

� (1 + Td)
((

π

σ

)1 ∑
n∈Zd

|f(nπ/σ)|p
)1/p

� Bp(1 + Td)‖f‖p(Rd). (12)

利用同样的方法和不等式 (12) , 有

Ap(1 − T p
d )‖f‖p(Rd) �

((
π

σ

)1 ∑
n∈Zd

|f(λn)|p
)1/p

. (13)

令 ρi = σ
1/q
i /δ

1/p
i , i = 1, . . . , d. 则 Td = Bp/Ap(e

∑ d
i=1 σiδi−1). 由于

∑d
i=1 σiδi < ln(Ap/Bp+1),

我们有 Td < 1. 再由 (12) 和 (13) 式, 我们证明了定理 1.

为证明定理 2, 我们介绍引理 4.

引理 4[23] T 是 Banach空间 X 到 Banach空间 Y 的有界线性算子. 如果存在两个正

常数 M 和 ε (0 < ε < 1), 具有下列性质: 对 Y 的单位球上的任意向量 y, 存在 x ∈ X 使得

‖x‖ � M, ‖Tx− y‖ � ε, 则 T 是从 X 到 Y 上的满射.

定理 2 的证明 定理 2 的第 1 部分很容易由定理 1 得到, 我们略去其证明. 现在, 我

们证明定理 2 的第 2 部分. 考虑从 Bσ,p(Rd) 到 �p(Zd) 的映射 Lσ: f → f(λn). 由定理 2

的 (i), Lσ 是有界线性算子. 对任意 ω = {ωn} ∈ �p(Zd) (‖ω‖p(Zd) < 1). 由定理 D, 存在唯一

f ∈ Bσ,p(Rd) 使得 f(nπ/σ) = ωn, ∀n ∈ Zd, 而且满足条件:

‖f‖p(Rd) � 1
Ap

[(
π

σ

)1]1/p

‖ω‖p(Zd) � 1
Ap

[(
π

σ

)1]1/p

.

在引理 3 中, 令 ρi = σ
1/q
i /δ

1/p
i , i = 1, . . . , d. 则

‖Lσf − ω‖p(Zd) = ‖f(λn) − ωn‖p(Zd) � Ap

Bp
(e

∑ d
i=1 σiδi − 1)‖ω‖p(Zd) � Ap

Bp
(e

∑d
i=1 σiδi − 1) < 1.

由引理 4, Lσ 将 Bσ,p(Rd) 映到 �p(Zd) 上. 因此, 存在函数 g ∈ Bσ,p(Rd), 使得 g(λn) =

yn, ∀n ∈ Zd. 现在, 我们证明 g 的唯一性. 如果还存在函数 g1 ∈ Bσ,p(Rd) 满足同样的插值条

件: g1(λn) = yn, ∀n ∈ Z
d. 则由定理 1, 有

‖g − g1‖p(Rd) � 1
Ap(1 − Td)

((
π

σ

)1 ∑
n∈Zd

|yn − yn|p
)1/p

= 0.

因此, g = g1. 定理 2 得证.

众所周知的 Jackson-Nikolskii不等式 (见引理 5) 将用来证明定理 3.

引理 5[19] 设 f ∈ Bπ,p(Rd), 1 � p < q � ∞. 则 ‖f‖q(Rd) � 2d
∏5

i=1 σ
1/p−1/q
i ‖f‖p(Rd).

现在, 我们证明定理 3.

定理 3 的证明 对任意 i = 1, . . . , d, n = (n1, . . . , ni, . . . , nd), 由定理 2, 存在唯一的

g ∈ Bσi,p(R), 使得 g(λi
n) = 1, 而对 j 
= ni, 有 g(λi

nj
i

) = 0. 注意到 nni

i = n, 再由定理 B, 有

g(x) =
+∞∑

j=−∞
g(λnj

i
)

Gn,i(xi)
G′

n,i(λ
i
nj

i

)(xi − λi
nj

i

)
=

Gn,i(xi)
G′

n,i(λi
n)(xi − λi

n)
.

因此, Gn,i(xi)
G′

n,i(λ
i
n)(xi−λi

n) ∈ Bσi,p(R). 而且, Gn(x) ∈ Bσ,p(Rd). 令

fN (x) =
∑

n∈Zd,|n|�N

f(λn)Gn(x), N ∈ N,
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则 fN ∈ Bσ,p(Rd). 由于 f ∈ Bσ,p(Rd), 由定理 1, {f(λn)} ∈ �p(Zd). 从而由 Jackson-Nikolskii

不等式和定理 1, 有

|f − fN‖q(Rd) � 2d

d∏
i=1

σ
1/p−1/q
i ‖f − fN‖p(Rd)

� 2d

d∏
i=1

σ
1/p−1/q
i

1
Ap(1 − Td)

((
π

σ

)1 ∑
n∈Zd\{m∈Zd:|m|�N}

|f(λn)|p
)1/p

→ 0, N → ∞.

定理 3 得证.
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