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摘要 设 b ∈ Lloc(Rn), 记 L 为包含 Littlewood-Paley g 函数, Lusin 面积积分以及 g∗λ
函数在内的 Littlewood-Paley 算子. 本文证明了交换子 [b, L] 的 Lp 有界性蕴含了 b ∈
BMO(Rn). 由此作者给出了交换子 [b, L] Lp 有界性的一个刻画. 注意到 L 的核函数条

件弱于 Lipshitz 条件并且 Littlewood-Paley 算子 L 是次线性的, 因此本文的结果本质上改

进并推广了 Uchiyama 的著名结果.
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1 引言

对 b ∈ Lloc(Rn), 由 b 和 Calderón-Zygmund 奇异积分算子 TΩ 生成的交换子 [b, TΩ] 定

义如下:

[b, TΩ]f(x) = p.v.
∫

Rn

Ω(x− y)
|x− y|n (b(x) − b(y))f(y) dy,

其中 Ω 满足下列条件:

Ω(λx) = Ω(x), ∀ λ > 0, x ∈ R
n \ {0}; (1.1)

记 Sn−1 为 R
n 上的具有 Lebesgue 测度 dσ 的单位球面, 那么∫

Sn−1
Ω(x′) dσ(x′) = 0, (1.2)

和 ∫
Sn−1

|Ω(x′)| dσ(x′) <∞. (1.3)

1976 年, Coifman, Rochberg 和 Weiss[1] 得到了下面的著名结果:

定理 A[1] 假设 Ω 满足 (1.1) 和 (1.2). 此外, Ω ∈ Lip(Sn−1), 即

|Ω(x′) − Ω(y′)| � |x′ − y′|, 对任意的 x′, y′ ∈ Sn−1. (1.4)

引用格式: 陈艳萍, 丁勇. Littlewood-Paley 算子的交换子. 中国科学 A, 2009, 39(8): 1011–1022
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(i) 如果 b ∈ BMO(Rn), 那么 [b, TΩ] 在 Lp(Rn), 1 < p <∞, 上有界.

(ii) 如果对某个 p, 1 < p < ∞, [b, Rj ] (j = 1, . . . , n) 在 Lp(Rn) 上有界, 那么 b ∈
BMO(Rn), 其中 Rj 是第 j 个 Reisz 变换.

称 Lloc(Rn) 中函数 b 属于 BMO(Rn), 如果

‖b‖BMO := sup
x∈Rn

r>0

M(b,Q(x, r)) <∞,

其中 Q(x, r) 表示以 x 为中心、r 为直径的方体. 此外,

M(b,Q(x, r)) =
1
|Q|

∫
Q

|b(y) − bQ| dy,

且 bQ = 1
|Q|

∫
Q
b(y) dy.

1978 年 Uchiyama[2] 推广了定理 A. 更准确地说, Uchiyama 证明了定理 A 结论 (ii) 中

的 Riesz 变换 Rj 可被一般的 Calderón-Zygmund奇异积分算子 TΩ 所代替.

定理 B[2] 假设 Ω 满足 (1.1), (1.2) 及 (1.4). 如存在某个 p, 1 < p <∞, 使得 [b, TΩ] 在

Lp(Rn) 上有界, 那么 b ∈ BMO(Rn).

结合定理 A 的结论 (i) 和定理 B, Uchiyama 真正得到了奇异积分交换子 [b, TΩ] 的 Lp

有界性的刻画.

1990 年, Torchinsky 和 Wang[3] 把定理 A 的结论 (i) 推广到 Marcinkiewicz 积分 μΩ 的

交换子, 这里

μΩf(x) =
( ∫ ∞

0

∣∣∣∣
∫
|x−y|�t

Ω(x− y)
|x− y|n−1

f(y) dy
∣∣∣∣
2
dt

t3

)1/2

,

而 Ω 满足 (1.1)–(1.3). Marcinkiewicz 积分 μΩ 首先由 Stein 引入 [4], 此后许多学者研究过此

类算子 (例如, 可参考文献 [5–9]). μΩ 本质上是一个 Littlewood-Paley g 函数. 实际上, 如果

取 ϕ(x) = Ω(x)|x|−n+1χ{|x|�1}(x) 和 ϕt(x) = t−nϕ(x
t ), t > 0, 那么

μΩf(x) =
( ∫ ∞

0

|ϕt ∗ f(x)|2 dt
t

)1/2

.

设 b ∈ Lloc(Rn), 由 b 和 Marcinkiewicz 积分 μΩ 生成的交换子 [b, μΩ] 定义如下:

[b, μΩ]f(x) =
( ∫ ∞

0

∣∣∣∣
∫
|x−y|�t

Ω(x− y)
|x− y|n−1

(b(x) − b(y))f(y) dy
∣∣∣∣
2
dt

t3

)1/2

.

定理 C[3] 设 b ∈ BMO(Rn), 且 Ω 满足 (1.1), (1.2) 和 (1.4). 那么 [b, μΩ] 在 Lp(Rn)

(1 < p <∞) 上有界.

显然, 定理 C 是定理 A 中结论 (i) 的推广. 2002 年, Ding, Lu 和 Yabuta[10] 进一步改进

了定理 C, 完全去掉了 Ω 的光滑性.

定理 D[10] 设 b ∈ BMO(Rn) 以及 Ω 满足 (1.1) 和 (1.2). 如果 Ω ∈ Lq(Sn−1) (q > 1),

那么对任意的 1 < p <∞, [b, μΩ] 在 Lp(Rn) 上有界.

注意到定理 C和定理 D都推广和改进了定理 A中的结论 (i). 因此,一个自然和有趣的

问题是, 当奇异积分算子 TΩ 被 μΩ 代替时, 定理 B 是否仍然成立? 本文对上述问题给出肯

定的回答. 实际上, 我们将证明对 Marcinkiewicz 积分 μΩ, 定理 B 中的结论在 Ω 更弱的情况

下仍然成立.

本文中的第一个结论是关于 Littlewood-Paley g 函数的交换子的.
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定理 1 设 Ω 满足 (1.1), (1.2) 和下列条件:

|Ω(x′) − Ω(y′)| � C1(
log 2

|x′−y′|
)γ , C1 > 0, γ > 1, x′, y′ ∈ Sn−1. (1.5)

如果交换子 [b, μΩ] 对某个 1 < p <∞ 在 Lp(Rn) 上有界, 则 b ∈ BMO(Rn).

注记 1 易知条件 (1.5) 弱于 Lipα(Sn−1), 0 < α � 1. 因此我们的结论在一定意义上改

进了定理 B.

注记 2 在定理 1 的证明中我们采用了文献 [2] 的一些思想. 然而, 由于 μΩ 既不是卷

积算子也不是线性算子, 因此在定理 1 的证明中将需要更多的新思想和一些非平凡的估计.

由于条件 (1.5) 蕴含了 Ω ∈ Lq(Sn−1), q � 1, 因此结合定理 1 和定理 D, 我们立刻得到

下列结果:

推论 1 设 Ω满足 (1.1), (1.2)和 (1.5).那么对 1 < p <∞, 交换子 [b, μΩ]在 Lp(Rn)上

有界当且仅当 b ∈ BMO(Rn).

注记 3 推论 1 给出了 Marcinkiewicz 积分 μΩ 的交换子 [b, μΩ] 的 Lp 有界性的刻画.

我们现考虑其他 Littlewood-Paley 算子. 周知, Littlewood-Paley 算子除了 Littlewood-

Paley g 函数之外还包括 Lusin 面积积分 S 和 Littlewood-Paley g∗λ 函数. 由于 Littlewood-

Paley 算子在调和分析和偏微分方程 (见文献 [11–13]) 中的重要作用, 因此研究 Lusin 面积

积分 S 和 Littlewood-Paley g∗λ 函数交换子的 Lp 有界性的刻画亦是一个重要而有趣的问题.

设 0 < ρ < n, 记 ϕρ(x) = Ω(x)|x|−n+ρχ{|x|�1}(x), 其中 Ω 满足条件 (1.1)–(1.3). 那么参

数型面积积分和参数型 Littlewood-Paley g∗λ 函数分别定义为

Sρf(x) =
( ∫∫

Γ(x)

∣∣ϕρ
t ∗ f(y)

∣∣2 dydt
tn+1

)1/2

和

g∗,ρ
λ f(x) =

( ∫∫
R

n+1
+

(
t

t+ |x− y|
)λn∣∣ϕρ

t ∗ f(y)
∣∣2 dydt
tn+1

)1/2

,

其中 Γ(x) = {(y, t) ∈ R
n+1
+ : |x− y| < t} 以及 λ > 1.

1960年, Hörmander[6] 首先研究了参数型 Marcinkiewicz积分 (即 Littlewood-Paley g 函

数). 1990 年, Torchinsky 和 Wang[3] 对 ρ = 1 和 Ω ∈ Lipα(Sn−1) (0 < α � 1), 给出了加权的

Sρ 和 g∗,ρ
λ 的 L2(Rn) 有界性. 对更一般的 ρ, 1999 年 Sakamoto 和 Yabuta[14] 给出了 Sρ 和

g∗,ρ
λ 的 Lp 有界性.

现在我们给出交换子 [b, Sρ] 和 [b, g∗,ρ
λ ] 的定义. 设 b ∈ Lloc(Rn), 0 < ρ < n 以及 λ > 1.

那么交换子 [b, Sρ] 和 [b, g∗,ρ
λ ] 分别定义为

[b, Sρ]f(x) =
( ∫∫

Γ(x)

∣∣∣∣ 1
tρ

∫
|y−z|�t

Ω(y − z)
|y − z|n−ρ

(b(x) − b(z))f(z)dz
∣∣∣∣
2
dydt

tn+1

)1/2

和

[b, g∗,ρ
λ ]f(x) =

( ∫∫
R

n+1
+

(
t

t+ |x− y|
)λn∣∣∣∣ 1

tρ

∫
|y−z|�t

Ω(y − z)
|y − z|n−ρ

(b(x) − b(z))f(z)dz
∣∣∣∣
2
dydt

tn+1

)1/2

.

最近, Ding 和 Xue[15] 给出了交换子 [b, Sρ] 和 [b, g∗,ρ
λ ] 的 Lp 有界性.

定理 E[15] 设 Ω ∈ L2(Sn−1) 满足 (1.1), (1.2) 以及下列条件:∫ 1

0

ω2(δ)
δ

(1 + | log δ|)σdδ <∞, σ > 2, (1.6)
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其中, 记 ω2 为 Ω 的 2 次积分连续模, 定义如下

ω2(δ) = sup
‖γ‖�δ

( ∫
Sn−1

|Ω(γx′) − Ω(x′)|2dσ(x′)
)1/2

,

其中 γ 表示 Sn−1 上的一个旋转, ‖γ‖ = supx′∈Sn−1 |γx′ − x′|.
如果 ρ > n/2 以及 b ∈ BMO(Rn), 那么, 对 1 < p < ∞, 存在常数 C > 0 使得对任意

f ∈ Lp(Rn),

(i) ‖[b, Sρ](f)‖p � C‖b‖BMO‖f‖p;

(ii) ‖[b, g∗,ρ
λ ](f)‖p � C‖b‖BMO‖f‖p (λ > 2).

我们下面给出的有关交换子 [b, Sρ] 和 [b, g∗,ρ
λ ] 的结果, 可以看作是定理 E 的反向结果.

定理 2 设 0 < ρ < n. 如 Ω 满足 (1.1), (1.2) 和 (1.5), 且对某个 p, 1 < p < ∞, [b, Sρ]

在 Lp(Rn) 上有界, 那么 b ∈ BMO(Rn).

定理 3 设 0 < ρ < n及 λ > 1. 如 Ω满足 (1.1), (1.2)和 (1.5),且对某个 p, 1 < p <∞,

[b, g∗,ρ
λ ] 在 Lp(Rn) 上有界, 那么 b ∈ BMO(Rn).

注意到条件 (1.5) 蕴含着 Ω 满足 (1.6), 我们对定理 2 和定理 3 有如下的推论.

推论 2 令 1 < p < ∞. 如 ρ > n/2 且 Ω 满足 (1.1), (1.2) 和 (1.5). 那么交换子 [b, Sρ]

在 Lp(Rn) 上有界当且仅当 b ∈ BMO(Rn).

推论 3 令 1 < p < ∞. 如 ρ > n/2, λ > 2 并且 Ω 满足 (1.1), (1.2) 和 (1.5). 那么交换

子 [b, g∗,ρ
λ ] 在 Lp(Rn) 上有界当且仅当 b ∈ BMO(Rn).

注记 4 推论 2和 3给出了 Lusin面积积分和 Littlewood-Paley g∗λ 函数的交换子的 Lp

有界性的刻画.

注记 5 易证 [b, Sρ](f)(x) � 2λn[b, g∗,ρ
λ ](f)(x), λ > 1 (见文献 [16]), 因此定理 3 实际上

是定理 2 的直接结果证明.

2 定理 1 的证明

为了证明定理 1 我们首先给出下面两个引理.

引理 2.1[16] 如果 |x| > 2|y|, 那么 ∣∣ x−y
|x−y| − x

|x|
∣∣ � 2|y|

|x| .

类似于文献 [17, p. 1093]中 (2.8) 的证明, 易得下面的结论:

引理 2.2 如果 Ω 满足条件 (1.1), (1.2) 和 (1.5), 那么对 0 < β � n 和 |x| > 2|y|,∣∣∣∣Ω(x− y)
|x− y|β − Ω(x)

|x|β
∣∣∣∣ � C

|x|β(log |x|
|y| )

γ
.

现回到定理 1的证明. 下面记 Bj (j = 1, . . . , 15)为仅依赖于 Ω, n, p, γ 和 Bi (1 � i < j)

的正常数. 假设 [b, μΩ]是 Lp(Rn)上的有界算子. 不失一般性, 不妨设 ‖[b, μΩ]‖Lp �→Lp = 1. 为

了证明 b ∈ BMO(Rn), 只需说明存在常数 B > 0 使得对任意的 x0 ∈ R
n 和 r > 0

M(b,Q(x0, r)) � B. (2.1)

易知
1

|Q(x0, r)|
∫

Q(x0,r)

∣∣∣∣b(y) − 1
|Q(x0, r)|

∫
Q(x0,r)

b(z) dz
∣∣∣∣dy

=
1

|Q(0, 1)|
∫

Q(0,1)

∣∣∣∣̃b(y) − 1
|Q(0, 1)|

∫
Q(0,1)

b̃(z) dz
∣∣∣∣ dy,
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其中 b̃(y) = b(ry + x0), y ∈ R
n. 我们断言

‖[̃b, μΩ]‖Lp �→Lp = ‖[b, μΩ]‖Lp �→Lp . (2.2)

事实上,

‖[̃b, μΩ]f‖p

=
( ∫

Rn

( ∫ ∞

0

∣∣∣∣
∫
|x−y|�t

[b(rx + x0) − b(ry + x0)]
Ω(x− y)
|x− y|n−1

f(y) dy
∣∣∣∣
2
dt

t3

)p/2

dx

)1/p

= r−nr−n/p

( ∫
Rn

( ∫ ∞

0

∣∣∣∣
∫
|r−1(x−x0)−r−1(y−x0)|<t

[b(x) − b(y)]

× Ω(r−1(x− x0) − r−1(y − x0))
|r−1(x− x0) − r−1(y − x0)|n−1

f(r−1(y − x0)) dy
∣∣∣∣
2
dt

t3

)p/2

dx

)1/p

= r−n/p

( ∫
Rn

( ∫ ∞

0

∣∣∣∣
∫
|x−y|<t

[b(x) − b(y)]
Ω(x − y)
|x− y|n−1

f(r−1(y − x0)) dy
∣∣∣∣
2
dt

t3

)p/2

dx

)1/p

� ‖[b, μΩ]‖Lp �→Lpr−n/p‖g‖p,

其中 g(y) = f(r−1(y − x0)). 注意到 r−n/p‖g‖p = ‖f‖p, 那么

‖[̃b, μΩ]f‖p � ‖[b, μΩ]‖Lp �→Lp‖f‖p.

类似地可得 ‖[b, μΩ]f‖p � ‖[̃b, μΩ]‖Lp �→Lp‖f‖p, 因此得到 (2.2).

由 (2.2), 要证明 (2.1) 只需证明

N = |Q0|−1

∫
Q0

|b(y) − a0| dy � B, (2.1)′

其中 Q0 表示以 0 为中心、1 为直径的方体, 并且a0 = |Q0|−1
∫

Q0
b(y) dy. 因为[b − a0, μΩ]=

[b, μΩ],我们不妨假定 a0 = 0.设 ψ(y) = [sgn(b(y))−c0]χQ0(y),其中c0 = |Q0|−1
∫

Q0
sgn(b(y))dy.

由
∫

Q0
b(y) dy = 0, 易知 |c0| < 1. 这样, 容易验证 ψ 满足下列性质:

‖ψ‖∞ � 2, (2.3)

suppψ ⊂ Q0, (2.4)∫
Rn

ψ(y) dy = 0, (2.5)

ψ(y)b(y) > 0, (2.6)

|Q0|−1

∫
Rn

ψ(y)b(y) dy = N. (2.7)

由 (1.2), 存在 0 < B1 < 1 使得

σ

({
x ∈ Sn−1 : Ω(x′) � 2C1

(log 2
B1

)γ

})
> 0. (2.8)

如果记 Λ =
{
x ∈ Sn−1 : Ω(x′) � 2C1

(log 2
B1

)γ

}
, 那么由 (1.5) 可知 Λ 是闭集. 我们现在断言:

如果 x′ ∈ Λ 并且 y′ ∈ Sn−1 满足 |x′ − y′| � B1, 那么 Ω(y′) � C1

(log 2
B1

)γ
. (2.9)

实际上, 因为 |Ω(x′) − Ω(y′)| � C1
(log 2

|x′−y′| )
γ � C1

(log 2
B1

)γ 并且 Ω(x′) � 2 C1
(log 2

B1
)γ , x′ ∈ Λ, 因此

Ω(y′) � C1
(log 2

B1
)γ . 记 B2 = 3B−1

1 + 1, 并设 G = {x ∈ R
n : |x| > B2 且 x′ ∈ Λ}. 那么当 x ∈ G
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时, 由 Minkowski不等式, 可得

|[b, μΩ]ψ(x)| � |μΩ(bψ)(x)| − |b(x)||μΩ(ψ)(x)|

=
( ∫ ∞

0

∣∣∣∣
∫
|x−y|�t

Ω((x − y)′)|x− y|1−nb(y)ψ(y) dy
∣∣∣∣
2
dt

t3

)1/2

−|b(x)|
( ∫ ∞

0

∣∣∣∣
∫
|x−y|�t

Ω((x− y)′)|x− y|1−nψ(y) dy
∣∣∣∣
2
dt

t3

)1/2

:= I1 − I2. (2.10)

我们首先给出 I1 的估计. 如果 |y| < 1, 那么 |x| > B2|y| > 2|y|, x ∈ G. 应用引理 2.1, 可

知 |(x− y)′ − x′| � 2 |y|
|x| � B1. 那么, 由 (2.9) 可得 Ω((x− y)′) � C1

(log 2
B1

)γ . 由 (2.4)–(2.7)并且

注意到 3
4 |x| � |x− y| � 5

4 |x|, 由 Hölder 不等式, 我们得到

I1 � C1

(log 2
B1

)γ

{∫ ∞

|x|

( ∫
Q0

b(y)ψ(y)|x − y|1−nχ{|x−y|�t} dy
)2
dt

t3

}1/2

� C1

(log 2
B1

)γ

( ∫ ∞

|x|

∫
Q0

b(y)ψ(y)|x− y|1−nχ{|x−y|�t} dy
dt

t3

)( ∫ ∞

|x|

dt

t3

)−1/2

=
C1|x|

(log 2
B1

)γ

∫
Q0

|x− y|1−nb(y)ψ(y)
∫

|x|�t
|x−y|�t

dt

t3
dy

� C1|x|
(log 2

B1
)γ

∫
Q0

(
5|x|
4

)1−n

b(y)ψ(y)
∫

5
4 |x|�t

dt

t3
dy

=
C|x|−n

(log 2
B1

)γ

∫
Q0

b(y)ψ(y) dy := B3N |x|−n. (2.11)

现转向 I2 的估计. 注意到 Ω ∈ L∞(Sn−1) 以及 |x| > B2|y| 可知 |x| � |x − y|, 那么由
(2.3)–(2.5) 和引理 2.2, 我们有

I2 � |b(x)|
( ∫ ∞

0

∣∣∣∣
∫

|x−y|�t
|x|�t

(
Ω(x− y)
|x− y|n−1

− Ω(x)
|x|n−1

)
ψ(y) dy

∣∣∣∣
2
dt

t3

)1/2

+|b(x)|
( ∫ ∞

0

∣∣∣∣
∫

|x−y|�t
|x|>t

Ω(x− y)
|x− y|n−1

ψ(y) dy
∣∣∣∣
2
dt

t3

)1/2

+|b(x)|
( ∫ ∞

0

∣∣∣∣
∫

|x−y|>t
|x|�t

Ω(x)
|x|n−1

ψ(y) dy
∣∣∣∣
2
dt

t3

)1/2

� |b(x)|
∫

Q0

|ψ(y)|
∣∣∣∣ Ω(x− y)
|x− y|n−1

− Ω(x)
|x|n−1

∣∣∣∣
( ∫

|x−y|�t
|x|�t

dt

t3

)1/2

dy

+|b(x)|
∫

Q0

|Ω(x− y)|
|x− y|n−1

|ψ(y)|
( ∫

|x−y|�t
|x|�t

dt

t3

)1/2

dy

+|b(x)|
∫

Q0

|Ω(x)|
|x|n−1

|ψ(y)|
( ∫

|x−y|�t
|x|�t

dt

t3

)1/2

dy

� C|b(x)|
∫

Q0

|ψ(y)|
|x|n(log |x|)γ

dy + C|b(x)|
∫

Q0

|ψ(y)|
|x|n+1/2

dy

� B4|b(x)||x|−n(log |x|)−γ . (2.12)

设

F =
{
x ∈ G : |b(x)| > NB3

2B4
(log |x|)γ 及 |x| < N

p′
n

}
.
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由 ψ 的性质 (2.3), (2.4) 以及估计 (2.10)–(2.12),存在 B5 > 0 使得

2p �
∫

Rn

|[b, μΩ]ψ(x)|p dx

�
∫

(G\F )∩{|x|<Np′/n}

(
1
2
B3N |x|−n

)p

dx

�
∫
{B5(|F |+Bn

2 )1/n<|x|<N
p′
n }∩G

(
1
2
B3N |x|−n

)p

dx

=
(
B3N

2

)p ∫ N
p′
n

B5(|F |+Bn
2 )1/n

t−np+n−1 dt

∫
Λ

dσ(x′)

= σ(Λ)
(B3N

2 )p

np− n

(
Bn−np

5 (|F | +Bn
2 )1−p −Np′(1−p)

)
. (2.13)

因为 p = (p− 1)p′, 那么有

(|F | +Bn
2 )1−p � Bnp−n

5

(
Np′(1−p) +B6N

p′(1−p)
)

:= B
(1−p)
7 Np′(1−p). (2.14)

这表明 |F | + Bn
2 � B7N

p′
. 如果 N � (2B−1

7 Bn
2 )1/p′

, 那么便完成了定理 1 的证明. 否则, 有

N > (2B−1
7 Bn

2 )1/p′
, 这样

|F | � B7

2
Np′

. (2.15)

设 g(y) = χQ0(y). 对 x ∈ F,

|[b, μΩ]g(x)| � |b(x)|
( ∫ ∞

0

∣∣∣∣
∫
|x−y|�t

Ω((x− y)′)
|x− y|n−1

g(y) dy
∣∣∣∣
2
dt

t3

)1/2

−
( ∫ ∞

0

∣∣∣∣
∫
|x−y|�t

Ω((x − y)′)
|x− y|n−1

b(y)g(y) dy
∣∣∣∣
2
dt

t3

)1/2

:= K1 −K2. (2.16)

由引理 2.1,对 x ∈ F 和 y ∈ Q0 有 |(x− y)′ − x′| � B1 及
3|x|
4 � |x− y| � 5|x|

4 . 这样, 由 (2.9)

知 Ω((x − y)′) � C1
(log 2

B1
)γ . 因此

K1 � C1

(log 2
B1

)γ
|b(x)|

( ∫ ∞

|x|

( ∫
Q0

1
|x− y|n−1

χ{|x−y|�t} dy
)2
dt

t3

)1/2

� C1

(log 2
B1

)γ
|b(x)|

( ∫ ∞

|x|

∫
Q0

1
|x− y|n−1

χ{|x−y|�t} dy
dt

t3

)( ∫ ∞

|x|

dt

t3

)−1/2

� C1

(log 2
B1

)γ
|x||b(x)|

∫
Q0

1
|x− y|n−1

∫
|x|�t

|x−y|�t

dt

t3
dy

� C1

(log 2
B1

)γ
|x||b(x)|

∫
Q0

(
5|x|
4

)1−n

min
{
|x|−2,

(
5|x|
4

)−2}
dy

:= B8|b(x)||x|−n. (2.17)

另一方面, 由 Ω ∈ L∞(Sn−1) 和 |x| � |x− y| 有

K2 �
( ∫ ∞

0

∣∣∣∣
∫
|x−y|�t

Ω(x− y)
|x− y|n−1

b(y)g(y) dy
∣∣∣∣
2
dt

t3

)1/2

� C

∫
Q0

|b(y)||x|−n
dy := B9N |x|−n

. (2.18)
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因此, 由 (2.16)–(2.18)对 x ∈ F 有

|[b, μΩ]g(x)| � B8|b(x)||x|−n −B9N |x|−n. (2.19)

现取 B10 � ‖g‖p. 那么由 (2.19)

B10N � ‖g‖p

( ∫
|x|�N

p′
n

dx

)1/p′

� ‖[b, μΩ]g‖p

( ∫
F

dx

)1/p′

�
∫

F

|[b, μΩ]g(x)| dx

� B8

∫
F

|b(x)||x|−n dx −B9N

∫
F

|x|−n dx

� B8
NB3

2B4

∫
F

(log |x|)γ |x|−n
dx−B9N

∫
F

|x|−n dx

:= L1 − L2. (2.20)

在上面的估计中,我们使用了不等式 |b(x)| > NB3
2B4

(log |x|)γ , x ∈ F . 现在分 γ � n和 1 < γ < n

两种情况分别估计 L1.

情况 1: γ � n. 注意到, 当 s > e, 函数 log s
s 是一个递减函数以及 4 < B2 < |y| < N

p′
n ,

y ∈ F, 因此由 (2.15)

L1 � B11N

∫
F

(
(log |y|
|y|

)n

(log |y|)γ−n dy

� B11N(logB2)γ−n (logN
p′
n )n

(N
p′
n )n

B7

2
Np′

:= B12N(logN)n.

情况 2: 1 < γ < n. 在这种情况下, 当 s > e 函数 (log s)γ

sn 仍然是递减函数, 并且

4 < B2 < |y| < N
p′
n , y ∈ F. 再次应用 (2.15) 得到

L1 � B11N

∫
F

(log |y|)γ

|y|n dy � B11N
B7

2
Np′ (logN

p′
n )γ

Np′ := B13N(logN)γ .

综合情况 1 和情况 2 的估计, 存在常数 τ > 1 和 B14 使得

L1 � B14N(logN)τ . (2.21)

至于 L2, 因为 4 < B2 < |x| < N
p′
n , 如果 x ∈ F, 那么由 Ω ∈ L∞(Sn−1), 有

L2 � B9N

∫ N
p′
n

B2

dr

r

∫
Sn−1

dσ(x′) � B15N logN. (2.22)

那么, 由 (2.20)–(2.22) 我们得到 B10 � B14(logN)τ − B15 logN. 上面的估计说明存在常数

B = B(Ω, p, n, γ,Bj) 使得 N � B. 这样我们得到了 (2.1)′, 从而完成了定理 1 的证明.

3 定理 2 的证明

利用证明 (2.2) 的思想, 我们可得

‖[̃b, Sρ]‖Lp �→Lp = ‖[b, Sρ]‖Lp �→Lp , (3.1)

其中 b̃(y) = b(ry+x0), x0 ∈ R
n, r > 0. 因此由 (3.1),要证明定理 2,只需证明存在常数 B > 0

使得

N = |Q0|−1

∫
Q0

|b(y) − a0| dy � B, (3.2)
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其中 Q0 是以 0 为中心、以 1 为直径的方体, 以及 a0 = |Q0|−1
∫

Q0
b(y) dy.不失一般性, 我们

假定 a0 = 0 并且 ‖[b, Sρ]‖Lp �→Lp = 1.

下面的常数 Bj (j = 1, . . . , 15) 为定理 1 证明中的常数, Bk (k = 16, . . . , 24) 是仅依赖于

Ω, p, n, γ 和 Bi (1 � i < k) 的正常数. 而且, 函数 ψ、集合 G 和 Λ 都与定理 1 证明中相同.

因此 ψ 满足性质 (2.3)–(2.7).

对 x ∈ G, 由 Minkowski不等式, 我们有

|[b, Sρ]ψ(x)| �
( ∫ ∞

4|x|

∫
|x−y|<t

2|x|<|y|<3|x|

∣∣∣∣
∫
|y−z|<t

Ω(y − z)
|y − z|n−ρ

(b(x) − b(z))ψ(z) dz
∣∣∣∣
2
dydt

tn+1+2ρ

)1/2

�
( ∫ ∞

4|x|

∫
|x−y|<t, y′∈Λ
2|x|<|y|<3|x|

∣∣∣∣
∫
|y−z|<t

Ω(y − z)
|y − z|n−ρ

b(z)ψ(z) dz
∣∣∣∣
2
dydt

tn+1+2ρ

)1/2

−|b(x)|
( ∫ ∞

4|x|

∫
|x−y|<t

2|x|<|y|<3|x|

∣∣∣∣
∫
|y−z|<t

Ω(y − z)
|y − z|n−ρ

ψ(z) dz
∣∣∣∣
2
dydt

tn+1+2ρ

)1/2

:= J1 − J2. (3.3)

我们首先讨论 J1. 注意到如果 |z| < 1, 那么 |x| > B2|z| 并且 |y| > 2B2z. 由引理 2.1, 得到

|(y − z)′ − y′| � 2 |z|
|y| < B1. 那么由 (2.9) 有 Ω((y − z)′) � C1

(log 2
B1

)γ . 而且, 易知

4|x| > |y| + |z| � |y − z| � |y| − |z| > 2|x| − |x|/2 =
3|x|
2
,

并且 4|x| > |x− y| � |y| − |x| > |x|. 由 (2.4), (2.6), (2.7) 和 Hölder 不等式, 我们得到

J1 � C1

(log 2
B1

)γ

( ∫ ∞

4|x|

∫
|x−y|<t

2|x|<|y|<3|x|, y′∈Λ

( ∫
Q0

b(z)ψ(z)

×|y − z|ρ−nχ{|y−z|<t} dz
)2

dydt
tn+1+2ρ

)1/2

� C

( ∫ ∞

4|x|

∫
|x−y|<t

2|x|<|y|<3|x|, y′∈Λ

∫
Q0

b(z)ψ(z)|y − z|ρ−nχ{|y−z|<t} dz
dydt

tn+1+2ρ

)

×
(∫ ∞

4|x|

∫
|x−y|<t

2|x|<|y|<3|x|, y′∈Λ

dydt

tn+1+2ρ

)−1/2

� C|x|2ρ−n

∫
Q0

b(z)ψ(z)
∫

2|x|<|y|<3|x|, y′∈Λ

∫
4|x|<t

dt

tn+1+2ρ
dydz

� Cσ(Λ)|x|−n

∫
Q0

b(z)ψ(z) dz

:= B16N |x|−n. (3.4)

1019



陈艳萍等: Littlewood-Paley算子的交换子

由 (2.3)–(2.5)和 Ω ∈ L∞(Sn−1), 有

J2 � |b(x)|
( ∫ ∞

4|x|

∫
|x−y|<t

2|x|<|y|<3|x|

∣∣∣∣
∫

|y−z|<t
|y|<t

(
Ω(y − z)
|y − z|n−ρ

− Ω(y)
|y|n−ρ

)
ψ(z) dz

∣∣∣∣
2
dydt

tn+1+2ρ

)1/2

+|b(x)|
( ∫ ∞

4|x|

∫
|x−y|<t

2|x|<|y|<3|x|

∣∣∣∣
∫

|y−z|<t
|y|�t

Ω(y − z)
|y − z|n−ρ

ψ(z) dz
∣∣∣∣
2
dydt

tn+1+2ρ

)1/2

+|b(x)|
( ∫ ∞

4|x|

∫
|x−y|<t

2|x|<|y|<3|x|

∣∣∣∣
∫

|y−z|�t
|y|<t

Ω(y)
|y|n−ρ

ψ(z) dz
∣∣∣∣
2
dydt

tn+1+2ρ

)1/2

� |b(x)|
( ∫ ∞

4|x|

∫
|x−y|<t

2|x|<|y|<3|x|

( ∫
|y−z|<t
|y|<t

∣∣∣∣ Ω(y − z)
|y − z|n−ρ

− Ω(y)
|y|n−ρ

∣∣∣∣|ψ(z)| dz
)2

dydt

tn+1+2ρ

)1/2

+C|b(x)|
∫

Q0

( ∫
2|x|<|y|<3|x|

1
|y − z|2(n−ρ)

∫
4|x|<t, |x−y|<t
|y|�t,|y−z|<t

dt

tn+1+2ρ
dy

)1/2

|ψ(z)| dz

+C|b(x)|
∫

Q0

( ∫
2|x|<|y|<3|x|

1
|y|2(n−ρ)

∫
4|x|<t, |x−y|<t
|y|<t,|y−z|�t

dt

tn+1+2ρ
dy

)1/2

|ψ(z)| dz

:= J1
2 + J2

2 + J3
2 .

容易验证对 x ∈ G, z ∈ Q0 和 2|x| < |y| < 3|x|, 下面的事实成立:

{t : t > 4|x|} ∩ {t : |x− y| < t} ∩ {t : |y| � t} ∩ {t : |y − z| < t} = ∅,
并且 {t : t > 4|x|} ∩ {t : |x− y| < t} ∩ {t : |y| < t} ∩ {t : |y− z| � t} = ∅.因此 J2

2 = J3
2 = 0.应

用引理 2.2 和 Minkowski不等式, 我们得到

J2 � J1
2 � C|b(x)|

∫
Q0

|ψ(z)|
( ∫

2|x|<|y|<3|x|

1
|y|2(n−ρ)

× 1
(log |y|)2γ

∫
4|x|�t,|y−z|<t
|y|<t, |x−y|<t

dt

tn+1+2ρ
dy

)1/2

dz

� C|b(x)|
( ∫

2|x|<|y|<3|x|

1
|y|2(n−ρ)(log |y|)2γ

∫
4|x|�t

dt

tn+1+2ρ
dy

)1/2

:= B17|b(x)||x|−n(log |x|)−γ . (3.5)

设 F =
{
x ∈ G : |b(x)| > NB16

2B17
(log |x|)γ 和 |x| < N

p′
n

}
.由估计 (3.3)–(3.5)和性质 (2.3)–(2.4)

并且应用证明 (2.13) 和 (2.14) 的思想, 可知存在常数 B18 和 B19 使得

2p �
∫

Rn

|[b, Sρ]ψ(x)|p dx � σ(Λ)
(B16N

2 )p

np− n

(
Bn−np

18 (|F | +Bn
2 )1−p −Np′(1−p)

)
,

并且 |F | + Bn
2 � B19N

p′
. 如果 N � (2B−1

19 B
n
2 )1/p′

, 那么定理 2 得证. 否则如果 N >

(2B−1
19 B

n
2 )1/p′

, 我们得到

|F | � B19

2
Np′

. (3.6)

设 g(z) = χQ0(z). 对 x ∈ F, 有

|[b, Sρ]g(x)| �
( ∫ ∞

4|x|

∫
|x−y|<t

2|x|<|y|<3|x|

∣∣∣∣
∫
|y−z|<t

Ω(y − z)
|y − z|n−ρ

(b(x) − b(z))g(z) dz
∣∣∣∣
2
dydt

tn+1+2ρ

)1/2

� |b(x)|
( ∫ ∞

4|x|

∫
|x−y|<t

2|x|<|y|<3|x|, y′∈Λ

∣∣∣∣
∫
|y−z|<t

Ω(y − z)
|y − z|n−ρ

g(z) dz
∣∣∣∣
2
dydt

tn+1+2ρ

)1/2

−
( ∫ ∞

4|x|

∫
|x−y|<t

2|x|<|y|<3|x|

∣∣∣∣
∫
|y−z|<t

Ω(y − z)
|y − z|n−ρ

b(z)g(z) dz
∣∣∣∣
2
dydt

tn+1+2ρ

)1/2
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:= H1 −H2. (3.7)

注意到如果 z ∈ Q0, 那么 |y| > 2|x| > 2B2|z|. 由引理 2.1 |(y − z)′ − y′| < B1. 应用 (2.9), 有

Ω((y − z)′) � C1
(log 2

B1
)γ . 而且, 易知 4|x| � |y − z| � 3|x|

2 和 4|x| > |x− y| � |x|. 那么由 Hölder

不等式, 得

H1 � |b(x)| C1

(log 2
B1

)γ

{∫ ∞

4|x|

∫
|x−y|<t

2|x|<|y|<3|x|, y′∈Λ

( ∫
Q0

g(z)

×|y − z|ρ−nχ{|y−z|<t} dz
)2

dydt

tn+1+2ρ

}1/2

� C|b(x)|
( ∫ ∞

4|x|

∫
|x−y|<t

2|x|<|y|<3|x|, y′∈Λ

∫
Q0

|y − z|ρ−nχ{|y−z|<t} dz
dydt

tn+1+2ρ

)

×
(∫ ∞

4|x|

∫
|x−y|<t

2|x|<|y|<3|x|, y′∈Λ

dydt

tn+1+2ρ

)−1/2

� C|x|2ρ−n|b(x)|
∫

Q0

∫
2|x|<|y|<3|x|, y′∈Λ

∫
4|x|<t, |x−y|<t

|y−z|<t

dt

tn+1+2ρ
dydz

� C|x|2ρ−n|b(x)|
∫

Q0

∫
2|x|<|y|<3|x|, y′∈Λ

∫
4|x|<t

dt

tn+1+2ρ
dydz

:= B20|b(x)||x|−n. (3.8)

另一方面, 由 Ω ∈ L∞(Sn−1), Minkowski 不等式和 4|x| > |y − z| � |x|, 我们有

H2 �
( ∫ ∞

4|x|

∫
|x−y|<t

2|x|<|y|<3|x|

∣∣∣∣
∫
|y−z|<t

Ω(y − z)
|y − z|n−ρ

b(z)g(z) dz
∣∣∣∣
2
dydt

tn+1+2ρ

)1/2

� C

∫
Q0

|b(z)|
( ∫

2|x|<|y|<3|x|

1
|y − z|2(n−ρ)

∫
4|x|�t

dt

tn+1+2ρ
dy

)1/2

dz

� C|x|−n

∫
Q0

|b(z)| dz

:= B21N |x|−n. (3.9)

那么由 (3.7)–(3.9),对 x ∈ F 有

|[b, Sρ]g(x)| � B20|b(x)||x|−n −B21N |x|−n
. (3.10)

如果取 B22 � ‖g‖p, 那么由 (3.10), 有

B22N � ‖g‖p

( ∫
|x|�N

p′
n

dx

)1/p′

� ‖[b, Sρ]g‖p

( ∫
F

dx

)1/p′

�
∫

F

|[b, Sρ]g(x)| dx

� B20

∫
F

|b(x)||x|−n
dx− B21N

∫
F

|x|−n dx

� B20
NB16

2B17

∫
F

(log |x|)γ |x|−n
dx−B21N

∫
F

|x|−n dx := A1 −A2. (3.11)

利用相同的方法估计 (2.20)中的 L1 和 L2, 可得 (3.11) 中 A1 和 A2 的估计. 因此, 存在 B23

和 B24 使得 B22 � B23(logN)τ −B24 logN, 得到 (3.2). 因此完成了定理 2 的证明.
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