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White 流体重整化群理论的标度性质 

吴  量    蔡  钧* 
(华东理工大学化学系  上海 200237) 

摘要  平均场状态方程结合重整化群理论的方法能预测流体的临界性质以及远离临界点的热力学性质. 利用经典的参

数型状态方程结合 White 的重整化过程计算了 CO2 以及多种正构烷烃(C1～C7)的汽液相平衡热力学性质, 并在此基础

上讨论了真实流体在临界点附近的非对称性质. 计算结果表明, White 的流体重整化群理论能够很好地预测流体的相平

衡热力学性质, 但是对于临界非对称性质不能给出与标度理论相符的结果.  
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Scaling Properties of White’s Renormalization Group Theory of Fluid 

Wu, Liang    Cai, Jun* 
(Department of Chemistry, East China University of Science and Technology, Shanghai 200237) 

Abstract  The thermodynamic properties of fluid near to and far from the critical point can be described by 
the classic mean-field equation-of-state with a correction based on renormalization group theory of fluid de-
veloped by White. This work used the parameter equation-of-state with the White’s recursion procedure to 
calculate the global vapor-liquid equilibrium properties of carbon dioxide and n-alkanes. Furthermore, the 
asymmetric properties of real fluids in critical loci were analyzed to test the validity of White’s RG theory in 
the subcritical region. Though the thermodynamic properties of vapor-liquid equilibrium are well predicted 
by White’s RG theory of fluid, the theory does not reproduce the vapor-liquid asymmetry in fluid criticality 
derived from the framework of  “complete scaling”. 
Keywords  renormalization group theory; mean-field equation of state; vapor-liquid equilibrium; critical 
asymmetry

流体临界性质一般被认为属于 3D Ising或者格子气

体普适类[1]. 对于 Ising 模型以及格子气体而言, 两者分

别存在自旋对称和粒子-空穴对称, 而真实流体并不存

在这样的对称性质. 为了考虑气液相平衡的非对称性, 
前人对格子气体模型作了修正, 将两个独立的物理场温

度和化学势作线性混合[2～5]. 由此, 气液相平衡曲线的

直径在临界点附近存在奇异项[2]:  
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其中, ρd是相平衡曲线直径, ρ1, ρg分别为液汽两相的密

度, ρc是临界密度, ∆T＝(T－Tc)/Tc, A1, A1－α则是临界渐

进展开式的系数, α≈0.110 为 Ising 普适类的临界指数. 
相平衡曲线直径与温度间的这个关系式在较高精度范

围内仍是正确的.  
然而, 近来 Fisher 对于流体临界性质的进一步研究

结果表明, 由于在相边界上, 压力和化学势对于温度的

二阶偏导数均发散的异常情况, 即 Yang-Yang 反常[8], 
相平衡曲线直径必定存在新的奇异项 [6,7]. 为了解决

Yang-Yang反常, 并假定流体临界性质仍属于 Ising普适
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类, Fisher 等提出“完全标度”, 即把温度 T、化学势 µ
以及压力 p 三者进行混合从而获得新的标度场[6,7,9]. 从
重新定义的标度场出发, 得到了一套完整的流体临界渐

近关系展开式, 在相平衡曲线直径的展开式中出现了奇

异项|∆T|2β, β≈0.326 也是 Ising 普适类的临界指数, 并且

由于 2β≈0.652＜1－α, 在 ∆T→0 时, |∆T|2β应该占主导

地位.  
在化学工业中, 对于流体的全局性质的计算预测有

巨大的应用价值 . 流体远离临界点的性质可以由如

Soave-Redlich-Kwong (SRK)方程、Peng-Robinson (PR)方
程, 或者缔合流体理论(SAFT)等平均场方程来描述[10]. 
在临界点附近, 由于存在很大的涨落致使平均场方程不

能定量预测流体临界性质, 而必须使用重整化群理论.  
为了发展一种能预测流体全局性质的方法, 必须将

平均场理论和重整化群理论很好地结合起来. Sengers和
Chen等[3,11]根据流体属于 Ising普适类, 发展了唯象的跨

接Landau理论, 而Kieselev[12]则将跨接函数应用于平均

场的状态方程. 跨接理论基于流体与 Ising 模型的类比, 
在标度场定义方面只把温度和化学势作了线性混合, 是
“不完整的标度”, 故不能得到上述 Fisher 导出的奇异项

|∆T|2β, 也就是不能准确预测气液相平衡的非对称性质. 
另外一方面, 根据 Wilson 等[13～15]的相空间格点近似方

法, 由近似的自由能表达式, White 及其合作者[16～19]发

展了关于流体的一种重整化(RG)方法. White 的流体重

整化群理论能很好地预测包括近临界区和非临界区的

流体热力学性质. Prausnitz 等[20～23]改进了 White 的方法, 
将其不仅仅用于单组分流体, 还应用于混合物的性质计

算. 李以圭、仲崇立及其合作者[24,25]对于 White 的 RG
理论作了深入研究, 将其应用于单组分和两组分缔合极

性流体以及 Yukawa 链状流体的计算. White 的 RG 迭代

过程准确地将密度的涨落计入了自由能中, 因此在临界

区域能给出与实验值相符的包括 PVT 性质在内的部分

热力学性质.  
Fisher 的“完全标度”理论更为准确地描述了流体

在临界区域的各种非解析的热力学性质. White的RG理

论在计算流体的 PVT 性质和相平衡取得很好的应用, 
但是对于White的重整化方法是否能预测流体在临界区

域标度性质并未得到检验. 鉴于此, 本文利用了 White
的 RG 理论来计算二氧化碳以及正构烷烃(C1～C7)多种

流体的热力学性质, 并结合“完全标度”所得临界热力

学公式, 得到了流体相平衡曲线直径渐进式中三个系数

的值, 并对 White 的 RG 理论中对于流体临界不对称性

的处理作了讨论.  

1  White RG 理论及计算结果 

1.1  White 的 RG 理论 

White 的 RG 理论考虑了流体密度的涨落, 利用相

空间格点近似对 Helmholtz 自由能进行连续的 RG 变换, 
从而将密度涨落对自由能的影响计入自由能表达式中. 
而当远离临界点时, White 的 RG 修正项逐渐变小, 自动

地退化为平均场理论, 这样就能获得更符合实际流体在

临界点附近和远离临界点的自由能, 再由 Helmholtz 自

由能计算流体的其他热力学性质.  
White 的重整化过程对于平均场自由能的修正可表

示为: 
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式中, 下标 n 表示迭代次数, repulsive 指 Helmholtz 自由

能的排斥部分; ρmax 指系统中的最大分子密度, kB 是

Boltzmann 常数, s lΩ , Ωn n 分别代表密度的短程涨落以及

长程涨落. 另外, L为截断距离以及 c是与密度涨落有关

的函数.  
一般重整化群理论仅在临界区有意义, 因此 White

的 RG 方法需要一个平均场的状态方程以预测流体远离

临界点的热力学性质. 本文使用了应用较广泛的参数型

的 SRK方程. SRK (Soave-Redlich-Kwong)方程是化学工

程中应用极广泛的一种经典的参数立方型状态方程[10], 
取以下的形式:  
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其中, V 是摩尔体积, R 是理想气体常数, a, b 是状态方程
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的参数. 对式(9)以密度 ρ为变量进行积分即可得到剩余

自由能:  

( ) ( ) ( )res 1ln 1 ln 1f ρRT ρb ρa T b ρb－＝－ － － ＋  (10) 

状态方程中的参数由下式给出:  
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通过确定参数 Tc, pc以及 ω的取值, 即可得到流体

远离临界点的性质. 在传统的 SRK方程中, Tc, pc即为流

体实际的临界温度和临界压力, 这样由方程计算得到的

汽液相平衡性质中, 压力、温度与实验吻合, 但由于临

界涨落的影响, 体积与实验数据不符. 为计入临界涨落

的影响, 必须用重整化群理论对状态方程进行修正, 而
RG 理论只在临界点附近有意义, 非临界区热力学性质

由平均场理论单独确定, 此时, Tc, pc不能取为临界温度

和临界压力, 必须用远离临界区的汽液相平衡数据及

PVT 数据关联得到, 也就是满足 White 重整化方法的要

求: 一个好的平均场方程.  
White 重整化过程中的式(7), (8)中的自由能吸引部

分－αρ2在 SRK 方程中近似地有[23]:  

( )2 21
2
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其中 α(T)由式(11)给出. 最终的排斥项自由能表达式取

为:  
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这里, f res取式(10). 将(13)代入式(2)～(8)的 RG 迭代

公式就能将长程密度涨落影响计入自由能. 不断地 RG
变换之后, 得到经过 RG 修正的流体 Helmholtz 自由能.  

1.2  流体的 p, V, T性质 

在 SRK 状态方程需要 Tc, pc, ω三个参数, 而重整化

迭代过程则有截断距离L和c这两个参数, 参数的详细取

值可见文献[23]. 在利用 White 的重整化迭代过程进行计

算中 ρmax＝b－1, 由于非临界区域和临界点附近对于精度

的要求不同, 在远离临界点的温度范围内取密度间隔 
∆ρ＝ρmax/1000; 在临界点附近尤其是讨论临界渐进性质, 
即|∆T|＜10－4 时, 取密度间隔 ∆ρ＝ρmax/25000. 但在 SRK
方程中, 由于 ρmaxb＝1, 为了避免(10)中的无限大问题, 
取 ρmaxb＝0.999999. 将式(13)作为 f0代入式(2)～(8)经过n
次迭代得到 fn, 收敛标准为|fn－fn－1|＜10－10.  

利用上述过程, 本文计算了烷烃类(C1～C7)以及

CO2的相平衡曲线, 如图 1, 2. 由图可知, SRK＋RG 的

计算结果与实验值在临界点附近以及远离临界点的区

域上都比较符合. SRK＋RG 的方法在临界区域将体系

密度的涨落计算在内, 因而能准确地预测流体的汽液相

平衡; 在远离临界点处, SRK＋RG 的方法则退化为平均

场状态方程, 能较好地预测流体的非临界热力学性质. 
图3, 图4则给出了烷烃(C1～C7)与CO2的饱和蒸汽压与

温度的关系图, SRK＋RG 的预测仍给出了令人满意的

结果. 总体上而言, SRK＋RG 能给出与实验相符的流体

汽液相平衡性质.  

 
图 1  C1～C7正构烷烃的汽液相平衡曲线 

Figure 1  Vapor-liquid coexistence curve for alkanes 
Solid line: SRK＋RG. □: experimental data[26,27] 

 

图 2  CO2的汽液相平衡曲线 
Figure 2  Vapor-liquid coexistence curve for carbon dioxide 

Solid line: SRK＋RG. □: experimental data[26,27] 

 
图 3  C1～C7正构烷烃的饱和蒸汽压曲线 

Figure 3  Vapor pressures for alkanes 
Solid line: SRK＋RG. □: experimental data[26,27] 
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图 4  CO2的饱和蒸汽压曲线 
Figure 4  Vapor pressures for carbon dioxide 

Solid line: SRK＋RG. □: experimental data[26,27] 

2  流体临界不对称性质 

2.1  Fisher 的完全标度 

单组分流体在临界点附近的热力学势的奇异部分

p 可表示为 Wegner 展开式的形式, 这里取第一项[2,28]: 

( ) 2, α
β
µp t µ t f

t γ

 
 
 
 

－ ±

＋
＝  (14) 

式中, ±对应 t ＞0 及 t ＜0, α≈0.110, β≈0.326, γ≈
1.239, α＋2β＋γ＝2, 均为临界指数. 热场 t 和序场 µ 为

两个标度场, 由温度 T、化学势 µ 以及压力 p 三者混合

的三个标度场, 近似至线性项表示为[6,7,29]:  

1 2 3p i µ i T i p∆ ∆ ∆＝ ＋ ＋ ＋…  (15) 

1 2 3t j µ j T j p∆ ∆ ∆＝ ＋ ＋ ＋…  (16) 

1 2 3k µ k T k pµ ∆ ∆ ∆＝ ＋ ＋ ＋…  (17) 

i1, i2, i3, j1, j2, j3, k1, k2, k3是三个物理场的混合系数, ∆µ和
∆p 由下式定义:  

c c

B c c B c
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其中 kB是 Boltzmann 常数, µc和 pc 分别是临界化学势和

临界压力. 在上述表达式中, 标度函数 ( , )f t µ± 以及临

界指数都是普适的. 然而, 标度场中的混合系数则取决

于具体的系统.  
通过完全标度的修正, 流体气液平衡的非对称性被

纳入了标度场的考虑之中, 并得到了流体临界性质的准

确表达式. 其中, 相平衡曲线的直径应该有两个奇异项, 
而不是原先考虑的一个奇异项:  

2 1
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定义. 

其中 0 ˆ βB ρ T∆ ∆＝± , ( )ˆ c cρ ρ ρ ρ∆ ＝ － 表示了相平衡曲

线的渐近振幅, 而 0A− 是比热渐近展开式中的振幅. 可
见, 非解析项的系数 A2β和 A1－α分别与标度场定义式中

的压力混合系数 i3 以及温度的混合系数 j2 成正比关系. 
正是由于压力混合入标度场的定义式, 才得到了|∆T|2β

的非解析项, 并且同时合理地解释了在相边界上, 压力

和化学势对于温度的二阶偏导数均发散的异常情况, 即
Yang-Yang 反常. 对于一般的流体, 因为有 2β＜1－α, 
故|∆T|2β一项在临界区域对 ρd的贡献最大.  

2.2  流体不对称性质的讨论 

通过对于真实流体的 p, V, T 热力学性质的计算结

果和实验值对比, White 的重整化群理论能较好地预测

临界 p, V, T 热力学性质, 并且也可以得到与 3D Ising 模

型数值上相同的临界指数[16,18,20], 但是能否通过 White
的 RG 变换得到由 Fisher“完全标度”所预言的流体临

界不对称性质并未得到检验.  
由重整化方法得到的标度性质并不依赖于物理模

型的细节, 而只与重整化方法本身有关[15], 因此, 应用

White 的 RG 结合平均场理论的方法来讨论流体临界标

度性质时, 流体临界标度性质并不依赖于所采用的平均

场方程的具体形式, 而仅仅与 White 的 RG 理论有关. 
从这一点上说,  本文采用 SRK＋RG 的方法在探讨

White 的重整化群理论是否与 Fisher 的完整标度理论相

符是合理的. 由 White 的重整化群理论结合平均场状态

方程的方法得到的相平衡数据, 计算得到 ρd, 并拟合式

(19), 最终得到由式(19)展开式中各项的系数. 由于式

(19)中的三项之间的差距很小, 为了说明在|∆T|→0 的情

况, 在计算 ρd时将温度限定于|∆T|＜1×10－4. 表 1 详细

地给出了由 SRK＋RG 的结果拟合得到的流体相平衡曲

线直径展开式的系数. 由表 1 中的数据可见, 由 SRK＋

RG 的预测结果, |∆T|项在临界点附近对于 ρd 的贡献最

大, 而|∆T|1－α其次, Fisher标度理论中应该占主要贡献的

|∆T|2β一项的系数仅仅是|∆T|的系数的 1%左右. 表 1 最 

后一列K是 ln ρd曲线的斜率, 即 dln( 1)
ln

d ρK
d T∆

－
＝ . SRK＋ 

表 1  由SRK＋RG预测的式(19)中各项的系数以及曲线的斜率 
Table 1  Coefficients in Eq. (19) and plot of ln ρd curve calcu-
lated by SRK＋RG 

A1 A1－α A2β |A1/A2β| |A1/A1－α| K 
CH4 32.572 －14.689 0.378 86.228 2.217 0.943
C2H6 0.378 －0.131 0.002 181.713 2.878 1.304
C3H8 1.294 －0.545 0.017 77.888 2.376 1.134
C4H10 0.729 －0.153 0.005 153.956 4.780 1.085
C5H12 4.818 －2.206 0.077 62.648 2.184 1.048
C6H14 3.117 －1.066 0.026 119.173 2.924 0.990
C7H16 1.495 －0.187 0.007 202.178 7.995 0.981
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RG方法所得的K基本在1.0附近, 说明在|∆T|→0时, 由
SRK＋RG 方法所得的流体热力学性质在临界区域的渐

进展开式并不存在 |∆T|2β 的奇异项 , 而主要是 |∆T|和 
|∆T|1－α (1－α≈0.981)的贡献, 更符合格子气体模型. 

图 5分别给出了由 SRK＋RG方法计算并拟合式(19)
的庚烷和戊烷的相平衡曲线直径 ρd. 显然, 由 SRK＋RG
计算得到的庚烷和戊烷的汽液相平衡曲线直径在临界

点附近只是温度的一次方函数, 并没有|∆T|2β 奇异项出

现. 参照庚烷在临界点附近的实验数据, 在|∆T|＜0.005
就体现出明显的临界非对称性质[30,31]. 由此可见, White
的流体 RG 理论并不能准确地给出流体的临界非解析

项, 将平均场状态方程结合 White 的 RG 迭代过程所得

流体临界性质仍是对称的. 由于式(19)中的三项在拟合

过程中会相互作用而只是得到数值上有效的拟合系数, 
故将式(19)改为:  

1 2d
2 12

1 2
1

( 1) ' '

'

α β
β αβ

β

ρ A A T
T

A T

∆
∆

∆

－ －
－

－
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        ＋…
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图 5  由 SRK＋RG 计算并拟合式(19)得到的庚烷和戊烷的相

平衡曲线直径 
Figure 5  Coexistence diameter of heptane and pentane obtained 
from results of SRK＋RG fitting to Eq. (19) 

Solid line: heptane. Dash line: pentane 

并将 SRK＋RG 的计算结果对于式(20)重新拟合, 对于

庚烷得到系数 A2β'≈－2.65×10－3, A1－α'≈0.2378, A1'≈
0.5519; 对于戊烷则有 A2β'≈－3.66×10－ 2, A1 － α'≈    
－1.199, A1'≈1.0079 这里系数的值与通过式(19)所得的

值不同, 这是因为式(20)中三项之间的数值大小相当接

近, 在对数据进行拟合时, 数据之间会有较强的相互作

用使得最终的拟合结果在数值上有所不同, 但对于分析

结果仍是有效的[9]. 在式(20)中, 戊烷和庚烷的 2β项系数

成为了常数项, 拟合得到的数值仍是相当小, 表明 White
的 RG 理论并不包括完全标度理论所预测的流体临界不

对称性质.  
图 6 是根据式(20)所作的. 从图中, 当|∆T|→0 时, 

式(20)中的常数项 A2β 随之迅速变小, 这也表明了在

White的RG理论中, 并未考虑压力混合的影响, 也就是

White 理论的序参量及标度场的定义并不符合真实流体

在临界区域的行为. 若将系统的自由能对于密度作展

开, 然后通过 White 的 RG 迭代过程, 可以得到与 Ising
模型在临界点附近相同的迭代式[19], 表明了 White 的流

体 RG 理论未考虑流体的非对称性质, 因而在预测流体

临界渐进性质方面失效.  

 

图 6  由 SRK＋RG 计算并拟合式(20)得到的庚烷和戊烷的 
(ρd－1)/|∆T|2β-|∆T|的曲线 
Figure 6  (ρd－1)/|∆T|2β-|∆T| of heptane and pentane obtained 
from results of SRK＋RG fitting to Eq. (20) 

Solid line: heptane. Dash line: pentane 

我们从两方面讨论 White 的 RG 理论结合平均场状

态方程对于流体临界不对称性质的失效. 第一, White
的 RG 理论将自由能写为体系密度分布的泛函形式, 这
在远离临界点时无疑是正确的, 在靠近临界点的区域, 
体系的涨落变得很大, 系统的自由能不再仅仅是密度分

布的泛函. 由于存在密度与其他标度场的共轭场变量的

耦合, 而 White 的 RG 理论只考虑了流体密度临界涨落, 
所以 White 的 RG 理论不能描述流体的临界不对称性质. 
根据 Fisher 的完全标度理论, 对温度 T、化学势 µ 以及压

力 p 三者作线性组合得到了新定义的标度场, 那么这些

标度场所对应的共轭场变量对于密度 ρ 及熵密度 s 则是

非线性的[7,8,30,31]. 若要将流体的非对称性完全纳入考虑, 
必须重新定义序参量, 即把自由能对于新的序参量作展

开. 在用 White 的 RG 理论讨论流体的临界非解析性质

时, 自由能展开为密度的幂级数, 并通过式(2)～式(8)的
迭代过程, 得到了与 Ising 模型相同的系数递推式[19]. 因
为 White 的 RG 理论将密度取为序参量, 在 RG 迭代过

程中只考虑了密度的涨落, 由此所得的流体临界性质应

是对称的, 即 A1在临界区域占主要贡献. 然而由于平均



 
 288 化 学 学 报 Vol. 67, 2009 

 

场方程本身具有的非对称性质, 所以 SRK＋RG 计算结

果在相平衡曲线方面与实验符合得较好.  
第二, 流体临界标度场由物理场混合得到, 一些研

究表明这种混合与分子微观相互作用以及分子本身性

质有着相当大的关联. Goldstein 及其合作者[33]仔细研究

了多种流体的相平衡直径与分子性质间的关系, 认为三

分子间相互作用在流体临界奇异性质方面起着关键作

用, 而三分子相互作用则可以由临界分子极化度表示. 
最近, Anisimov等[30～32]对于多种流体的实验以及模拟数

据的分析表明, 在流体临界渐近展开式中|∆T|2β 是和序

参量与分子体积耦合相关的. 分子体积越大, |∆T|2β的贡

献也就愈明显, 但在 SRK＋RG 的计算结果中分子半径

最大的庚烷的 ρd 的主要贡献仍是来自于 |∆T|而不是

|∆T|2β.  
White 的 RG 理论与平均场方程结合的方法在预测

流体的热力学性质在某些方面是成功的 , 但是由于

White 的理论并不包括对于分子微观性质的描述, 从而

对于流体的临界渐近性质的计算是与完整标度理论不

相符合的, 不能说明流体的临界非对称性质.  

3  结论 

本文利用了White的重整化群理论结合平均场状态

方程的方法计算了 CO2以及烷烃类(C1～C7)的热力学性

质. 从 pVT性质和汽液相平衡曲线上看, SRK＋RG能给

出与实验较为符合的结果. 但由于 White 的理论只涉及

了对于密度在临界区域的涨落处理, 并未考虑密度与其

他热力学量的耦合情况, 因此 White 的理论不能准确地

给出流体临界渐近性质. White 的理论对于近似地处理

密度涨落问题是成功的, 但对于流体的临界不对称性质

则无能为力. 
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