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一维相对论振子运动的研究

朱　平
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摘要：该文运用椭圆积分的理论，给出了一维相对论振子运动的解析解以及振子的振动周期．

指出相对论振子的振动周期不但与振子的固有性质有关，而且还与振子的振幅有关．
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一维相对论振子的运动情况，美国ＰｅｎｆｉｅｌｄＲ，ＺａｔｚｋｉｓＨ
［１］从能量守恒原理出发，得到
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其中狓＝犪ｃｏｓθ，狓为振子位移，犪为振子振幅。Ｐｅｎｆｉｅｌｄ指出，当狋甚大时
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　　１９８６年，周凌云采用奇异摄动解的方法得出了精确到ε＝
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继而，周凌云又在文献［３］采用小参数法得出了精确到 （
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　　显然，周的方法不但提高了解的精度，而且没有附加狋甚大的条件。

一维相对论振子的研究，对于讨论分子振动能级的相对论修正具有重要的意义［４，５］．本

文运用椭圆积分的理论，给出了一维相对论振子运动的解析解以及振子振动周期的计算式

子．对以往有关文献中不够准确的地方作出了修正，并指出相对论振子的振动周期不但与

振子的固有性质ω０有关，而且还与振子振幅有关。

取一维相对论振子的受力方向为狓轴方向，振子受力珝犉＝－犽０狓珒犻．

式中犽０＝犿０ω０
２，犿０为振子的静质量，ω０ 为经典谐振子的固有频率．
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按文献［６］，相对论效应下的牛顿第二定律的形式可表为

ｄ
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犮为光速，珗狏为振子的速度狓．取初始条件：狋＝０，狓＝－犪，狓＝０．于是
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　　设振子的振动周期为犜，当犿犜≤狋≤
犜
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（９）、（１０）两式为振子的速度解析式．文献［３］中给出振子的速度的表达式
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只考虑了狓＞０的情况．这是不够完全的，因为（９）式与（１０）式是不能互相包含的．

当０≤狋≤
犜
２
时，振子处在第一个前半周期

狋＝
１

ω０∫
狓

－犪

［１＋
ω０

２

２犮２
（犪２－狓

２）］ｄ狓

（犪２－狓
２）［１＋

ω０
２

４犮２
（犪２－狓

２

槡 ）］

． （１１）

　　当
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以下讨论（１１）、（１２）两式的求解。

（１１）式被积函数分母无理式的四个根分别是±犪，± 犪２＋
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由椭圆积分公式［７］ 犐１＝犵犉（φ，犽），

其中 狊狀２狌＝
（犫′－犱′）（狓－犮′）
（犫′－犮′）（犫′－犱′）

＝

（犪＋ 犪２＋
４犮２

ω０槡 ２
）（狓＋犪）

２犪（狓＋ 犪２＋
４犮２

ω０槡 ２
）

，

犽２ ＝
（犫′－犮′）（犪′－犱′）
（犪′－犮′）（犫′－犱′）

＝

４犪 犪２＋
４犮２

ω０槡 ２

（犪＋ 犪２＋
４犮２

ω０槡 ２
）２
，

犵＝
２

（犪′－犮′）（犫′－犱′槡 ）
＝

２

犪＋ 犪２＋
４犮２

ω０槡 ２

，

０＜α
２
＝
（犫′－犮′）
（犫′－犱′）

＝
２

犪＋ 犪＋
４犮２

ω０槡 ２

＜犽
２，

φ＝犪犿狌１ ＝ｓｉｎ
－１ （犫′－犱′）（狓－犮′）
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而犉（φ，犽）为第一类椭圆积分函数．由椭圆积分公式
［７］
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于是，利用相对论振子的周期性得到它的一般解．
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当犿犜≤狋≤（
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１．６４８９９５，

犞１ ＝Π（
π
２
，α
２，犽）＝Π（α

２，犽）＝犓＋
α犓犣（β，犽）

（１－α
２）（犽２－α

２
槡 ）

＝犉（
π
２
，犽）＋

α犓犣（４６°２４′，犽）

（１－α
２）（犽２－α

２
槡 ）

＝１．７３４３８６，
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犈（狌）＝犈（
π
２
，犽）＝１．４９８１１５，犮狀狌＝０，

犞２ ＝
１

２（α
２
－１）（犽

２
－α

２）
［α
２犈（狌）＋（犽

２
－α

２）狌

＋（２α
２犽２＋２α

２
－α

４
－３犽

２）Π（
π
２
，α
２，犽）－

α
４狊狀狌犮狀狌犱狀狌

１－α
２狊狀２狌

］

＝４．４０１４４０×１０
－２．

而（１＋
ω
２
０犪
２

２犮２
）４犮

ω
２
０
犵犉（

π
２
，犽）＝２．１０１９３０×１０－７犪，

犪２犵
犮α

４
｛α
４
１狌＋２α１

２（α
２－α

２
１）犞１＋（α

２－α
２
１）
２犞２｝＝

－２．８６９１９４×１０－７犪，犜＝２（１．０５０９６５×１０－７犪＋２．８６９１９４×１０－７犪）＝７．８４０３１８×１０－７犪

（秒）．

这个结果告诉我们，相对论振子的周期不但与振子的固有特性ω０ 有关，而且还与振子

的振幅犪有关，这是区别于经典振子的周期只决定于振子的固有特性ω０ 而与振子振幅无关

的重要特性．这样，在相对论条件下，分子振子的辐射不但与分子的结构有关，而且还与分

子振动状态有关．
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