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摘要：该文在更广泛的条件下，利用锥理论和Ｂａｎａｃｈ压缩映象原理证明了序Ｂａｎａｃｈ空间中一

类非线性算子方程解的存在唯一性定理，并应用到Ｂａｎａｃｈ空间中二阶非线性混合型微分－积

分方程初值问题，改进并推广了已有的一些结果．
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１　引言和预备知识

本文利用锥理论研究Ｂａｎａｃｈ空间中一类非线性算子方程狓＝犃狓解的存在唯一性问

题．关于这类算子方程的研究，已出现了一系列的结果，可以参见郭大钧教授的专著［１］以及

文［２－４］．已有结果中大都使用了上、下解条件或紧性条件，这对于许多具体的非线性算子

验证起来是困难的．本文对算子犃的连续性和紧性没作任何假定，在不要求存在上、下解的

情况下，利用锥理论和Ｂａｎａｃｈ压缩映象原理得到了非线性算子方程狓＝犃狓解的存在唯一

性定理，并应用到Ｂａｎａｃｈ空间中二阶非线性混合型微分－积分方程初值问题。

设犈是实Ｂａｎａｃｈ空间，犘是犈 中的一个锥，犘在犈 中导出一个半序“≤”，关于锥和由

锥导出的半序的详细内容请参见文献［１］［５］。θ表示犈 中的零元．我们称锥犘是正规的，如

果存在常数犖＞０，使得对任何狓，狔∈犈，θ≤狓≤狔，都有‖狓‖≤犖‖狔‖。我们称锥犘是再

生的，如果犈＝犘－犘，即犈中任何元素狓均可表成狓＝狔－狕的形式，其中狔，狕∈犘。我们称

犘为体锥，如果犘≠，即犘的内点集不空．我们称线性算子犜为正算子，如果对狓≥θ，有

犜狓≥θ．

引理１
［１］
　锥犘是再生的，当且仅当存在常数τ＞０，使任何狓∈犈都可表成

狓＝狔－狕，

这里

狔，狕∈犘且 ‖狔‖ ≤τ‖狓‖，‖狕‖ ≤τ‖狓‖．
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２　主要结果

定理１　设犘是正规的再生锥，犃：犈→犈是一个非线性算子．如果存在正线性有界算子

犜：犈→犈，使得犐＋犜可逆（犐为恒等算子），并且（犐＋犜）狓≥θ狓∈犘；又设存在正线性有界

算子犔：犈→犈，满足犜犔＝犔犜和狉［（犐＋犜）
－１］［狉（犔）＋狉（犜）］＜１（其中狉（·）表示有界线性

算子的谱半径），且

－犜（狓－狔）≤犃狓－犃狔≤犔（狓－狔），　狓，狔∈犈，狓≥狔， （１）

则犃在犈 中有唯一不动点狓，并且，对任何狓０∈犈，令狓狀＝（犐＋犜）
－１（犃狓狀－１＋犜狓狀－１）（狀＝

１，２，…），必有狓狀→狓
（狀→∞）．

证　因为犐＋犜可逆，故令

犅狓＝ （犐＋犜）－
１（犃狓＋犜狓），　 狓∈犈．

由文［６］知，条件（犐＋犜）狓≥θ狓∈犘可推出（犐＋犜）
－１为正算子，因此由（１）式知犅是增算

子，且对狓，狔∈犈，狓≥狔，有

犅狓－犅狔≤犎（狓－狔）， （２）

其中犎＝（犐＋犜）－１（犔＋犜）．因为犜犔＝犔犜，故（犐＋犜）－１（犔＋犜）＝（犔＋犜）（犐＋犜）－１．根据

［７］中命题１．２．４知，

狉［（犐＋犜）－
１（犔＋犜）］≤狉［（犐＋犜）

－１］狉（犔＋犜）≤狉［（犐＋犜）
－１］［狉（犔）＋狉（犜）］．

取α满足狉［（犐＋犜）
－１］［狉（犔）＋狉（犜）］＜α＜１，则根据［８］中谱半径的性质，有

ｌｉｍ
狀→∞
‖犎

狀
‖

１
狀＝狉（犎）＝狉［（犐＋犜）－

１（犔＋犜）］

≤狉［（犐＋犜）
－１］［狉（犔）＋狉（犜）］＜α＜１， （３）

于是存在自然数狀０，使得

‖犎
狀
０‖ ＜α

狀
０ ＜１． （４）

因犘是再生的，由引理１知，存在τ＞０，使任何狓∈犈均可表成

狓＝狔－狕，　狔，狕∈犘，　 且 　‖狔‖ ≤τ‖狓‖，‖狕‖ ≤τ‖狓‖， （５）

故

－（狔＋狕）≤狓≤狔＋狕． （６）

令

‖狓‖０ ＝ｉｎｆ｛‖狌‖狘狌∈犘，且使－狌≤狓≤狌｝． （７）

由（６）式知（７）式中的狌是存在的，故‖狓‖０ 有意义．易证‖·‖０ 是犈中的一个范数．由

（５）－（７）式知

‖狓‖０ ≤ ‖狔＋狕‖ ≤２τ‖狓‖，　狓∈犈． （８）

另一方面，对任何满足－狌≤狓≤狌的狌∈犘，我们有θ≤狓＋狌≤２狌．从而 ‖狓‖≤‖狓＋狌‖＋

‖－狌‖≤（２犖＋１）‖狌‖，其中犖 表示犘 的正规常数．由狌的任意性，可得

‖狓‖ ≤ （２犖＋１）‖狓‖０，　狓∈犈． （９）

因此由（８）式和（９）式知范数‖·‖０ 与原范数‖·‖等价．

现任给狓，狔∈犈，对任何满足－狌≤狓－狔≤狌的狌∈犘，有

狓≥
１

２
（狓＋狔－狌），　狔≥

１

２
（狓＋狔－狌）． （１０）

由于犔和犜 都为正线性有界算子，故犎 也为正线性有界算子．于是对（４）式中的自然数狀０，
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由（１０）式和（２）式得

犅狀０狓－犅
狀
０（狓＋狔－狌

２
）≤犎［犅

狀
０－１狓－犅

狀
０－１（狓＋狔－狌

２
）］

≤犎
狀
０（狓－

狓＋狔－狌
２

）＝犎
狀
０（狓－狔＋狌

２
），

又由（１０）式及犅为增算子知

犅狀０狓－犅
狀
０（狓＋狔－狌

２
）≥０≥－犎

狀
０（狓－狔＋狌

２
），

即

－犎
狀
０（狓－狔＋狌

２
）≤犅

狀
０狓－犅

狀
０（狓＋狔－狌

２
）≤犎

狀
０（狓－狔＋狌

２
）， （１１）

同理可得

－犎
狀
０（狔－狓＋狌

２
）≤犅

狀
０狔－犅

狀
０（狓＋狔－狌

２
）≤犎

狀
０（狔－狓＋狌

２
）． （１２）

由（１１）式减去（１２）式得

－犎
狀
０狌≤犅

狀
０狓－犅

狀
０狔≤犎

狀
０狌．

注意到犎狀０狌∈犘，则有‖犅
狀
０狓－犅狀０狔‖０≤‖犎

狀
０狌‖≤‖犎

狀
０‖‖狌‖，再由狌的任意性，得

‖犅
狀
０狓－犅

狀
０狔‖０ ≤ ‖犎

狀
０‖‖狓－狔‖０，　 狓，狔∈犈．

由（４）式知‖犎
狀
０‖＜α

狀
０＜１．根据Ｂａｎａｃｈ压缩映象原理知犅

狀
０在犈中有唯一不动点狓，从

而犅在犈 中有唯一不动点狓．由犅的定义知犃 在犈 中也有唯一不动点狓，即狓为算子

方程狓＝犃狓的唯一解．并且，对任何狓０∈犈，令狓狀＝犅狓狀－１（狀＝１，２，…），有‖狓狀－狓

‖０→０

（狀→∞）．再根据‖·‖０ 与‖·‖的等价性，得‖狓狀－狓

‖→０（狀→∞）．证完． 

注１　在定理１中，我们对算子犃没加任何紧性和连续性方面的假设，也不要求存在

上、下解，只是在锥犘正规再生，算子犃满足一个序关系的条件下，证明了解的存在唯一性，

并给出了迭代格式．

注２　若犜＝犔，则条件犜犔＝犔犜自动满足．若犜＝犕犐（犕 为非负常数），则条件“（犐＋

犜）狓≥θ狓∈犘，犜犔＝犔犜，犐＋犜 可逆”都自动满足，并且只要求狉（犔）＜１时，就有狉［（犐＋

犜）－１］［狉（犔）＋狉（犜）］＜（１＋犕）
－１（１＋犕）＝１满足．所以本文结果放宽了文献［１－４］中的

条件，减弱了对算子犃序关系的限制．

当犜＝犔＝犅时，我们又得到一个可行的唯一解的存在性定理：

定理２　设犘是正规的再生锥，犃：犈→犈是一个非线性算子．如果存在正线性有界算子

犅：犈→犈，狉（犅）＜１，使

－犅（狓－狔）≤犃狓－犃狔≤犅（狓－狔），　 狓，狔∈犈，狓≥狔． （１３）

则犃在犈 中有唯一不动点狓，并且，对任何狓０∈犈，令狓狀＝犃狓狀－１（狀＝１，２，…），必有狓狀→

狓（狀→∞）．

证　由狉（犅）＜１知，取β，满足ｌｉｍ
狀→∞
‖犅

狀
‖

１
狀＝狉（犅）＜β＜１，于是存在自然数狀１，使得

‖犅
狀
１‖ ＜β

狀
１ ＜１． （１４）

由定理１的证明知，（５）－（１０）式成立．由（１０）式和（１３）式得

－犅（
狓－狔＋狌
２

）≤犃狓－犃（
狓＋狔－狌
２

）≤犅（狓－
狓＋狔－狌
２

）＝犅（
狓－狔＋狌
２

），（１５）

－犅（
狔－狓＋狌

２
）≤犃狔－犃（

狓＋狔－狌
２

）≤犅（狔－
狓＋狔－狌
２

）＝犅（
狔－狓＋狌

２
）．（１６）
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由（１５）式减去（１６）式得

－犅狌≤犃狓－犃狔≤犅狌． （１７）

于是有

犃狓≥
１

２
（犃狓＋犃狔－犅狌），　犃狔≥

１

２
（犃狓＋犃狔－犅狌），

重复上述（１５）－（１７）式的证明过程，可得

－犅（犅狌）≤犃（犃狓）－犃（犃狔）≤犅（犅狌），

即－犅２狌≤犃
２狓－犃２狔≤犅

２狌，故由归纳法，易证－犅狀狌≤犃
狀狓－犃狀狔≤犅

狀狌，狀＝１，２，…．因此

对于（１４）式中的狀１，有

－犅
狀
１狌≤犃

狀
１狓－犃

狀
１狔≤犅

狀
１狌．

又犅狀１狌∈犘，所以‖犃
狀
１狓－犃狀１狔‖０≤‖犅

狀
１狌‖≤‖犅

狀
１‖‖狌‖，再由狌的任意性，得

‖犃
狀
１狓－犃

狀
１狔‖０ ≤ ‖犅

狀
１‖‖狓－狔‖０，　 狓，狔∈犈．

由（１４）式知‖犅
狀
１‖＜β

狀
１＜１．根据Ｂａｎａｃｈ压缩映象原理知犃

狀
１在犈中有唯一不动点狓，

从而犃在犈 中有唯一不动点狓，即狓为算子方程狓＝犃狓的唯一解．并且，对任何狓０∈

犈，令狓狀＝犃狓狀－１（狀＝１，２，…），有‖狓狀－狓

‖０→０（狀→∞）。再根据‖·‖０ 与‖·‖的

等价性，得‖狓狀－狓

‖→０（狀→∞）．证完． 

注３　定理２将［１］中定理３．１．１４中的条件‖犅‖＜１放宽为狉（犅）＜１，从而使定理２

便于实际应用．

３　应用

下面将所得结果应用到Ｂａｎａｃｈ空间中二阶非线性混合型微分－积分方程初值问题．

设犈为实Ｂａｎａｃｈ空间，犘是犈 中的正规体锥．令犐＝［０，犪］（犪＞０）．令

犆［犐，犈］＝ ｛狌狘狌：犐→犈 连续｝，　犆
２［犐，犈］＝ ｛狌狘狌：犐→犈 二阶连续可微｝．

对狌∈犆［犐，犈］，令‖狌‖犮＝ｍａｘ
狋∈犐
‖狌（狋）‖，易知犆［犐，犈］在范数‖·‖犮 下是一个Ｂａｎａｃｈ空

间．又设犘犮＝｛狌∈犆［犐，犈］｜狌（狋）≥θ，狋∈犐｝，显然犘犮是犆［犐，犈］中的一个锥，犘犮 在犆［犐，犈］中

导出的半序仍用“≤”表示．

设犳：犐×犈×犈×犈→犈 （不假定连续），对任给狌∈犆［犐，犈］，犵（狋）＝犳（狋，狌（狋），犓１狌（狋），

犓２狌（狋））：犐→犈连续，狌０，狌１∈犈．考虑犈中二阶非线性混合型微分－积分方程初值问题

狌″＝犳（狋，狌，犓１狌，犓２狌），　狋∈犐，

狌（０）＝狌０，　狌′（０）＝狌１｛ ，
（１８）

其中犓１狌（狋）＝∫
狋

０
犽１（狋，狊）狌（狊）ｄ狊，犓２狌（狋）＝∫

犪

０
犽２（狋，狊）狌（狊）ｄ狊，犽１∈犆［犇，犚

＋］，犽２∈犆［犐×犐，

犚＋］，犇＝ ｛（狋，狊）∈犐×犐狘狊≤狋｝，犽１

＝ ｍａｘ

（狋，狊）∈犇
犽１（狋，狊），犽２


＝ ｍａｘ

（狋，狊）∈犐×犐
犽２（狋，狊）．

定理３　设犘是犈 中的正规体锥，又设存在常数犕犻≥０，犖犻≥０（犻＝１，２，３），使得对任

意狋∈犐，狓，狔，狕，珚狓，珔狔，珔狕∈犈，珚狓≥狓，珔狔≥狔，珔狕≥狕，都有

犳（狋，珚狓，珔狔，珔狕）－犳（狋，狓，狔，狕）≥－犕１（珚狓－狓）－犕２（珔狔－狔）－犕３（珔狕－狕）， （１９）

犳（狋，珚狓，珔狔，珔狕）－犳（狋，狓，狔，狕）≤犖１（珚狓－狓）＋犖２（珔狔－狔）＋犖３（珔狕－狕）． （２０）

则初值问题（１８）在犆２［犐，犈］中存在唯一解狌（狋）．

证　定义算子犃：犆［犐，犈］→犆［犐，犈］如下
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狌（狋）＝狌０＋狋狌１＋∫
狋

０

（狋－狊）犳（狊，狌（狊），犓１狌（狊），犓２狌（狊））ｄ狊犃狌（狋），　狋∈犐． （２１）

则狌∈犆
２［犐，犈］是初值问题（１８）的解当且仅当狌＝犃狌．对任给的狌，狏∈犆［犐，犈］，狌≤狏，由

（１９）式和（２１）式知

犃狏（狋）－犃狌（狋）≥－∫
狋

０

（狋－狊）［犕１（狏（狊）－狌（狊））＋犕２（犓１狏（狊）－犓１狌（狊））

＋犕３（犓２狏（狊）－犓２狌（狊））］ｄ狊

＝－∫
狋

０

（狋－狊）［犕１（狏（狊）－狌（狊））＋犕２犓１（狏（狊）－狌（狊））

＋犕３犓２（狏（狊）－狌（狊））］ｄ狊

≥－∫
狋

０
犪犕［（狏（狊）－狌（狊））＋犓１（狏（狊）－狌（狊））＋犓２（狏（狊）－狌（狊））］ｄ狊，

其中犕＝ｍａｘ｛犕１，犕２，犕３｝，再由（２０）式和（２１）式知

犃狏（狋）－犃狌（狋）≤∫
狋

０

（狋－狊）［犖１（狏（狊）－狌（狊））＋犖２犓１（狏（狊）－狌（狊））

＋犖３犓２（狏（狊）－狌（狊））］ｄ狊

≤∫
狋

０
犪犖［（狏（狊）－狌（狊））＋犓１（狏（狊）－狌（狊））＋犓２（狏（狊）－狌（狊））］ｄ狊，

其中犖＝ｍａｘ｛犖１，犖２，犖３｝．令犕＝ｍａｘ｛犕
，犖｝，则

－犅（狏（狋）－狌（狋））≤犃狏（狋）－犃狌（狋）≤犅（狏（狋）－狌（狋）），　狋∈犐，

其中

犅狌（狋）＝∫
狋

０
犪犕［狌（狊）＋犓１狌（狊）＋犓２狌（狊）］ｄ狊，　狋∈犐． （２２）

　　下证线性算子犅的谱半径狉（犅）＝０．对任意的狋∈犐，由（２２）式知

‖犅狌（狋）‖ ≤犪犕（１＋犪犽１

＋犪犽２

）狋‖狌‖犮．

记η犪犕（１＋犪犽１
＋犪犽２

）．则

‖（犅
２狌）（狋）‖ ≤η∫

狋

０
‖（犅狌）（狊）‖ｄ狊≤η

２
‖狌‖犮∫

狋

０
狊ｄ狊＝η

２狋２

２！
‖狌‖犮，　狋∈犐．

由归纳法易证，对任何自然数狀，有

‖（犅
狀狌）（狋）‖ ≤η

狀狋狀

狀！
‖狌‖犮，　狋∈犐，

于是‖（犅
狀狌）‖犮＝ｍａｘ

狋∈犐
‖（犅

狀狌）（狋）‖≤η
狀犪狀

狀！
‖狌‖犮，从而‖犅

狀
‖≤η

狀犪狀

狀！
，故

狉（犅）＝ｌｉｍ
狀→∞
‖犅

狀
‖

１
狀 ＝０．

　　由于犘是犈 中的正规锥，易证犘犮是犆［犐，犈］中的正规锥。又由于犘是犈 中的体锥，故

由［９］中的引理２．１．２知犘犮也是犆［犐，犈］中的体锥，从而由［１］知犘犮是犆［犐，犈］中的再生锥。

因此满足定理２的所有条件，故犃 在犆［犐，犈］中有唯一不动点狌（狋），即初值问题（１８）在

犆２［犐，犈］中存在唯一解狌（狋）．

注４　定理３在犳关于第二变元犕１增、第三变元犕２增和第四变元犕３增的情况下，

在不要求存在上、下解和紧型条件下，并且对（１９）和（２０）式中的非负常数犕犻和犖犻（犻＝１，２，

３）没有任何限制的情况下，得到了初值问题（１８）的唯一解，这是以往文献（如［１，９－１３］等）

所没有得到的新结果．

０５８ 数 学 物 理 学 报　　　　　　　　　　　Ｖｏｌ．２５Ａ
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