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多输入－多输出线性系统有限时间
观测器设计方法
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摘要：基于有限时间稳定理论，给出了完全能观测的多输入－多输出线性系统的有限时间观测器的设计方法．所
设计的观测器在有限时间后实现了对系统状态的精确重构．数值仿真实验验证了本方法的正确性．
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０ 引言

观测器的设计是控制理论的核心问题之一．一般情形下，由于想获得所研究系统的全部状态是非常困
难的，因此，在很多实际问题中通常需要设计状态观测器来估计其实际状态．如今，观测器的设计在很多方
面得到了广泛的应用，例如：输出反馈控制、系统监控、过程辨识、故障诊断等【１】．

对于观测器的设计，早在２０世纪六七十年代，从线性系统入手，研究者成功地设计了 Ｋａｌｍａｎ滤波器【２】、

Ｌｕｅｎｂｅｒｇｅｒ观测器【３】等．在非线性系统方面，至今也积累了很多设计方法：在文献【４】中，利用 Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数和
ＢｅｌｌｍａｎＧｒｏｎｗａｌｌ引理研究了观测器的设计问题；在文献【５】中，根据 Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性理论提出了一种选择增
益矩阵的代数方法来设计观测器．尽管对同一个系统，可以使用几种不同的设计方法来解决观测器的设计
问题，但是绝大部分的观测器的设计都是侧重于系统的静态特性（即状态的渐近重构），其暂态性能可能会

不大理想．有限时间观测器却具有这些观测器不具备的快速性和精确性的特性．因此，很多研究者越来越重
视系统有限时间观测器的设计问题．例如滞后法【６８】是最近提出的较易分析和综合的方法．对非线性系统，文
献【９】研究了一类非线性系统的有限时间观测器设计问题，实现了在任意给定的有限时间段内对状态函数的
精确重构．对线性系统，传统意义上的以重构特定系统的状态并使之渐近稳定的观测器，已经有了完善的理
论设计方法，然而，有限时间观测器的设计却还是一个棘手的问题，文献【１０】给出了一类线性系统的有限时
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间函数观测器的设计新方法．
本文主要考虑完全能观测的多输入－多输出线性系统的有限时间观测器设计问题．利用系统平衡点渐

近稳定性和向量函数几何齐次【１１】的概念，选择恰当的参数，构建出此类系统的有限时间观测器，理论研究表

明系统在一个有限的时间点后达到稳定状态．最后通过一个仿真算例，验证了所得到理论结果的正确性．
本文中，Ｒｎ表示ｎ维的实数空间，Ｒｎ＋表示 ｎ维的正实数空间，设 ｘ α＝｜ｘ｜αｓｉｇｎ（ｘ），ｘ∈Ｒ．

１ 预备知识

考虑如下系统：

ｘ（ｔ）＝ｆ（ｘ（ｔ）），ｆ（０）＝０，ｘ∈Ｒｎ，ｘ（０）＝ｘ０， （１）
其中，ｆ：Ｄ→Ｒｎ是原点ｘ＝０的一个开邻域 Ｄ上的连续函数．

定义 １【１１】 如果存在开邻域ΔＤ（Ｄ如上给定）和一个函数 Ｔ：Δ ＼｛０｝→（０，∞）使得ｘ０∈Δ，系统
（１）的以 ｘ０为初始条件的解 ｘ（ｔ，ｘ０）∈Δ ＼｛０｝，ｔ∈［０，Ｔ（ｘ０））且 ｌｉｍ

ｔ→Ｔ（ｘ０）
ｘ（ｔ，ｘ０）＝０，那么系统（１）的零解

是有限时间收敛的．称 Ｔ（ｘ０）是停息时间点．
定义 ２【１１】 系统（１）的零解是有限时间稳定的，如果此解是Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定和有限时间收敛．当Δ＝Ｄ＝

Ｒｎ时，此零解称为全局有限时间稳定．
定义 ３【１１】 设标量函数 Ｖ（ｘ（ｔ））定义为 Ｖ：Ｒｎ→Ｒ，如果对（ｒ１，…，ｒｎ）∈Ｒｎ＋，Ｖ（λｒ１ｘ１，…，λｒｎｘｎ）＝

λ
ｄＶ（ｘ１，…，ｘｎ），λ＞０，则称函数 Ｖ（ｘ（ｔ））关于权系数（ｒ１，…，ｒｎ）是 ｄ阶齐次．
定义 ４【１１】 如果对１≤ｉ≤ｎ，向量函数 ｆ（ｘ（ｔ））的第 ｉ个分量ｆｉ（ｘ（ｔ））是 ｒｉ＋ｄ阶齐次函数，即

ｆｉ（λｒ１ｘ１，…，λｒｎｘｎ）＝λｒｉ＋ｄｆｉ（ｘ１，…，ｘｎ）， λ＞０，
那么称 ｆ（ｘ（ｔ））关于系数（ｒ１，…，ｒｎ）∈Ｒｎ＋是 ｄ阶齐次．

引理 １【１２】 假设 ｆ（ｘ（ｔ））关于权系数（ｒ１，…，ｒｎ）∈Ｒｎ＋是 ｍ阶齐次，系统（１）的原点是有限时间稳定的
平衡点，当且仅当原点是渐近稳定的平衡点和 ｍ＜０．

２ 主要结果

此节的主要目的就是设计多输入－多输出完全能观测的系统的有限时间观测器．
考虑完全能观测的多输入－多输出线性定常系统：

ｘ（ｔ）＝Ａｘ（ｔ）＋ＢＵ， ｙ＝Ｃｘ（ｔ）， （２）
其中，Ａ为ｎ×ｎ常阵，Ｂ和Ｃ分别为ｎ×ｐ和ｑ×ｎ常阵，Ｕ为ｐ×１的输入阵，ｘ（ｔ）为 ｎ×１状态向量，ｙ（ｔ）
为 ｑ×１的输出向量．

引理 ２【１３】 对完全能观测的多输入－多输出线性定常系统（２），ｒａｎｋ（Ｃ）＝ｋ，则其龙伯格能观测规范型
为

ｘ^·（ｔ）＝Ａ^^ｘ（ｔ）＋Ｂ^Ｕ， ｙ＝Ｃ^^ｘ（ｔ）， （３）
其中，

Ａ^＝

珟Ａ１１ … 珟Ａ１ｋ
 

珟Ａｋ１ … 珟Ａ









ｋｋ

； （４）

珟Ａｉｉ＝

０ … ０ 
１ 
 

１











 γｉ×γｉ

，ｉ＝１，２，…，ｋ； （５）

Ａｉｊ＝
０ … ０ 
  

０ … ０









 γｉ×γｊ

，ｉ≠ｊ； （６）
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Ｃ^＝

０ … ０ １
 

０ … ０ １
 … 
 

 …



















． （７）

Ｂ^无特殊形式．上述关系式中用“”表示的元为可能的非零元，所缺的位置的元素是零元素，｛γ１，γ２，…，

γｋ｝为系统（Ａ，Ｃ）的能观测性指数集，显然γ１＋…＋γｋ＝ｎ．下面将设计此观测器的具体形式．为了讨论问

题的方便，μ０＝０，μｋ－１＝γ１＋…＋γｋ－１，μｋ＝γ１＋…＋γｎ＝ｎ．设 ａｉ，ｊ，ｂｉ，ｊ，ｃｉ，ｊ分别为 Ａ^，^Ｂ，^Ｃ的非零元素，那
么上述可观测规范型（３）的第 ｉ块可等价地写成式（９１－９２）．

ｘ^·
μｉ＋１
＝ａ

μｉ＋１，μ１
ｘ^
μ１
＋…＋ａ

μｉ＋１，μｋ－１
ｘ^
μｋ－１
＋ａ

μｉ＋１，ｎ^
ｘｎ＋∑

ｐ

ｊ＝１
ｂ
μｉ＋１，ｊ

ｕｊ；

ｘ^·
μｉ＋２
＝ａ

μｉ＋２，μ１
ｘ^
μ１
＋…＋ａ

μｉ＋２，μｋ－１
ｘ^
μｋ－１
＋ａ

μｉ＋２，ｎ^
ｘｎ＋ｘ^μｉ＋１＋∑

ｐ

ｊ＝１
ｂ
μｉ＋２，ｊ

ｕｊ；



ｘ^·
μｉ＋γｉ＋１

＝ａ
μｉ＋γｉ＋１，μ１

ｘ^
μ１
＋…＋ａ

μｉ＋γｉ＋１，μｋ－１
ｘ^
μｋ－１
＋ａ

μｉ＋γｉ＋１，ｎ^
ｘｎ＋ｘ^μｉ＋γｉ＋１－１＋∑

ｐ

ｊ＝１
ｂ
μｉ＋γｉ＋１，ｊ

ｕｊ











 ．

ｙ１＝ｘ^μ１；

ｙ２＝ｘ^μ２＋ｃ２，μ１ｘ^μ１；



ｙｋ－１＝ｘ^μｋ－１＋ｃｋ－１，μｋ－２ｘ^μｋ－２；

ｙｋ＝ｘ^ｎ＋ｃｋ，μｋ－１ｘ^μｋ－１；

ｙｋ＋１＝∑
ｎ

ｊ＝１
ｃｋ＋１，ｊ^ｘｊ；



ｙｍ＝∑
ｎ

ｊ＝１
ｃｍ，ｊ^ｘｊ





















．

ｉ＝０，１，…，ｋ－１． （９１－９２）
设αｉ＝ｉα－（ｉ－１），ｉ＝１，２，…，ｎ，α＞０；ｓ１，ｓ２，…，ｓｎ为满足后面定理的常数；珘ｘ为 ｘ^的估计状态．于是

可以构建第 ｉ块的观测器（１０）：

珓ｘ
·

μｉ＋１
＝ａ

μｉ＋１，μ１珓ｘμ１＋…＋ａμｉ＋１，μｋ－１珓ｘμｋ－１＋ａμｉ＋１，ｎ珓ｘｎ＋ｓμｉ＋１?ｅμｉ＋１」
α
γｉ＋１ ＋∑

ｐ

ｊ＝１
ｂ
μｉ＋１，ｊ

ｕｊ；

珓ｘ
·

μｉ＋２
＝ａ

μｉ＋２，μ１珓ｘμ１＋…＋ａμｉ＋２，μｋ－１珓ｘμｋ－１＋ａμｉ＋２，ｎ珓ｘｎ＋珓ｘμｉ＋１＋ｓμｉ＋２?ｅμｉ＋１」
α
γｉ＋１－１＋∑

ｐ

ｊ＝１
ｂ
μｉ＋２，ｊ

ｕｊ；



珓ｘ
·

μｉ＋γｉ＋１
＝ａ

μｉ＋γｉ＋１，μ１珓ｘμ１＋…＋ａμｉ＋γｉ＋１，μｋ－１珓ｘμｋ－１＋ａμｉ＋γｉ＋１，ｎ珓ｘｎ＋珓ｘμｉ＋γｉ＋１－１＋ｓμｉ＋γｉ＋１?ｅμｉ＋１」
α１＋∑

ｐ

ｊ＝１
ｂ
μｉ＋γｉ＋１，ｊ

ｕｊ











 ．

ｉ＝０，１，…，ｋ－１． （１０）
其中，珓ｘμ１＝ｙ１，珓ｘμｉ＝ｙｉ－ｃｉ，μｉ－１珓ｘμｉ－１，ｉ＝２，３，…，ｋ．

设 ｅｉ＝ｘ^ｉ－珓ｘｉ，式（９１）减去式（１０）得到所构建的观测器的第 ｉ块的动态误差为

ｅ
μｉ＋１
＝－ｓ

μｉ＋１
?ｅ
μｉ＋１
」αγｉ＋１；

ｅ
μｉ＋２
＝ｅ
μｉ＋１
－ｓ
μｉ＋２
?ｅ
μｉ＋１
」αγｉ＋１－１；



ｅ
μｉ＋γｉ＋１－１

＝ｅ
μｉ＋γｉ＋１－２

－ｓ
μｉ＋γｉ＋１－１

?ｅ
μｉ＋１
」α２；

ｅ
μｉ＋１
＝ｅ
μｉ＋１－１

－ｓ
μｉ＋１
?ｅ
μｉ＋１
」α１















．

ｉ＝０，１，…，ｋ－１． （１１）

第４期 邓修成，等：多输入－多输出线性系统有限时间观测器设计方法 ３



再记 ｒｉ＝（ｉ－１）α－（ｉ－２），ｉ＝１，２，…，ｎ，γ＝ｍａｘ｛γ１，γ２，…，γｋ｝，那么 ｒ１＝１，αｉ＝ｒｉ＋１＝ｒｉ＋α－１．根据定
义４容易得到引理３．

引理 ３ 对α＞１－
１

γ－１
，系统（１１）关于权系数（ｒγｉ＋１，ｒγｉ＋１－１，…，ｒ１）是α－１阶齐次．

证明 设 ｆ（ｅ
μｉ＋１
，ｅ
μｉ＋２
，…，ｅ

μｉ＋１
）为系统（１１）的向量函数，则根据定义４只需证明

ｆ
μｉ＋ｔ
（λ
ｒ
γｉ＋１ｅμｉ＋１，λ

ｒ
γｉ＋１－１ｅμｉ＋２，…，λ

ｒ１ｅ
μｉ＋１
）＝λγｉ＋１＋α－１ｆμｉ＋ｔ（ｅμｉ＋１，ｅμｉ＋２，…，ｅμｉ＋１），

λ＞０，ｉ＝０，１，…，ｋ－１，ｔ＝１，…，γｉ＋１．
由 ｆ

μｉ＋１
（ｅ
μｉ＋１
，ｅ
μｉ＋２
，…，ｅ

μｉ＋１
）＝－ｓ

μｉ＋１
?ｅ
μｉ＋１
」αγｉ＋１有

ｆ
μｉ＋１
（λ
ｒ
γｉ＋１ｅμｉ＋１，λ

ｒ
γｉ＋１－１ｅμｉ＋２，…，λ

ｒ１ｅ
μｉ＋１
）＝－λαγｉ＋１ｓμｉ＋１?ｅμｉ＋１」

α
γｉ＋１ ＝λｒγｉ＋１＋α－１ｆμｉ＋１（ｅμｉ＋１，ｅμｉ＋２，…，ｅμｉ＋１）．

当 ｔ＝２，３，…，γｉ＋１时，由
ｆ
μｉ＋ｔ
（ｅ
μｉ＋１
，…，ｅ

μｉ＋１
）＝ｅ

μｉ＋ｔ－１
－ｓ
μｉ＋ｔ
?ｅ
μｉ＋１
」αγｉ＋１－ｔ＋１

得

ｆ
μｉ＋ｔ
（λ
ｒ
γｉ＋１ｅμｉ＋１，λ

ｒ
γｉ＋１－１ｅμｉ＋２，…，λ

ｒ１ｅ
μｉ＋１
）＝λｒγｉ＋１－ｔ＋２ｅμｉ＋ｔ－１－ｓμｉ＋ｔ?λ

ｒ１ｅ
μｉ＋１
」αγｉ＋１－ｔ＋１＝

λ
ｒ
γｉ＋１－ｔ＋１

＋α－１ｆ
μｉ＋ｔ
（ｅ
μｉ＋１
，ｅ
μｉ＋２
，…，ｅ

μｉ＋１
）．

当α＞１－
１

γ－１
时，由于γ＝ｍａｘ｛γ１，γ２，…，γｋ｝，故（ｒγｉ＋１，ｒγｉ＋１－１，…，ｒ１）∈Ｒ

＋（ｉ＝０，１，…，ｋ－１），因此结论

成立．
现在根据引理１和引理３的结果，利用系统平衡点渐近稳定性和向量函数齐次性理论，构造恰当的 Ｌｙａ

ｐｕｎｏｖ函数，保证系统（１１）是有限时间稳定的，以下是本文的主要结论．

定理 １ 选取 ｓ１，…，ｓｎ使得∏
ｋ－１

ｉ＝０
Ｄｉ（λ）＝０的根都具有负实部，那么存在ε∈ １－ １

γ－１
，( )１，使得

α∈（１－ε，１），系统（１１）是有限时间稳定的，从而式（１０）是系统（３）的有限时间观测器，其中，
Ｄｉ（λ）＝λγｉ＋１＋ｓμｉ＋１λ

γｉ＋１－１＋…＋ｓ
μｉ＋２λ＋ｓμｉ＋１．

证明 为了讨论问题的方便，不妨引入以下记号：

珋ｅ＝（珋ｅ１，…，珋ｅｋ－１）Ｔ；珋ｅｉ＝（ｅμｉ＋１，ｅμｉ＋１－１，…，ｅμｉ＋１）
Τ，ｉ＝０，１，…，ｋ－１；珋ｒｉ＝（ｒμｉ，ｒμｉ－１，…，ｒμｉ－１＋１），ｉ＝１，…，ｋ；

ｒ＝∏
ｎ－１

ｉ＝１
ｒｉ．当α＝１时，系统（１１）可以等价地写成

珋ｅ
·＝珚Ａ珋ｅ， （１２）

这里珚Ａ＝ｄｉａｇ（珚Ａ０，…，珚Ａｋ－１），

珚Ａｉ＝

－ｓ
μｉ＋１

１

－ｓ
μｉ＋１－１

０ １

 
－ｓ
μｉ＋２

０ … １

－ｓ
μｉ＋１

０ …

















０

，ｉ＝０，…，ｋ－１．

于是珚Ａｉ的特征多项式为Ｄｉ（λ），故珚Ａ的特征根是∏
ｋ－１

ｉ＝０
Ｄｉ（λ）＝０的根．由已知，ｓ１，…，ｓｎ使得珚Ａ的特征根都具

有负实部．因此，根据Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性理论知系统（１２）是渐近稳定的，于是存在正定阵 Ｐｉ使得

∑
ｋ－１

ｉ＝０
（Ｐｉ珚Ａｉ＋珚ＡΤｉＰｉ）＜０．

令Ｖα（珋ｅ）＝∑
ｋ－１

ｉ＝０
Ｖα（珋ｅｉ），Ｖα（珋ｅｉ）＝ｙΤｉＰｉｙｉ，ｙｉ＝ ?ｅ

μｉ＋１
」

１
α
μｉ＋１－１

ｒ，?ｅ
μｉ＋１－１

」
１

α
μｉ＋１－２

ｒ，…，?ｅ
μｉ＋１
」
１
α
μｉ( )ｒ Τ

，显然

Ｖα（珋ｅ）关于（珋ｒ１，珋ｒ２，…，珋ｒｋ）∈Ｒ
＋是
２
ｒ阶齐次，对任意α＞０，式（１１）的向量场 ｆα是连续的．当α＝１时，有

ｄ
ｄｔＶ１（珋ｅ）＝∑

ｋ－１

ｉ＝０
２珋ｅΤｉＰｉ珋ｅ

·

ｉ＝∑
ｋ－１

ｉ＝０
２珋ｅΤｉＰｉＡｉ珋ｅｉ＜０．

４ 山 东 大 学 学 报 （工 学 版） 第３８卷



设Λ＝Ｖ－１α （［０，１］），

Δ

＝Ｖ－１１ （｛１｝），那么Λ和

Δ

是紧集．定义φ：（０，１］×

Δ

→Ｒ，φ（α，珋ｅ）＝ＬｆαＶα（珋ｅ）．那么φ

是连续的且满足φ（１，珋ｅ）＜０，珋ｅ∈

Δ

，即有φ（｛１｝×

Δ

）（－∞，０）．因为

Δ

是紧集，那么存在ε＞０使得

φ（（１－ε，１］×

Δ

）（－∞，０）【１４】．因此，对α∈（１－ε，１］，有珋ｅ∈

Δ

，Ｌｆ
α
Ｖα（珋ｅ）＜０．从而对α∈（１－ε，１］，Λ

是正的不变集．故对α∈（１－ε，１］，系统的原点是渐近稳定的平衡点【１３】．注意到α－１＜０，由引理１可知，系
统（１１）是有限时间稳定的，从而式（１０）是式（３）的有限时间观测器．

３ 仿真实验

考虑以下完全能观测的多输入－多输出龙伯格线性定常系统：
ｘ^·１＝ｘ^２＋３^ｘ４；

ｘ^·２＝ｘ^１＋２^ｘ２＋２^ｘ４＋２；

ｘ^·３＝ｘ^２＋３^ｘ４＋４；

ｘ^·４＝４^ｘ２＋ｘ^３＋４^ｘ４










＋６．

ｙ１＝ｘ^２；

ｙ２＝２^ｘ２＋ｘ^４；

ｙ３＝ｘ^１＋２^ｘ２＋３^ｘ３＋４^ｘ４
{

．
（１３１－１３２）

则可以设计如下的有限时间观测器：

珓ｘ
·

１＝ｙ１＋３（ｙ２－２ｙ１）＋２?ｅ２」α２；

珓ｘ
·

２＝珓ｘ１＋２ｙ１＋２（ｙ２－２ｙ１）＋３?ｅ２」α１；

珓ｘ
·

３＝ｙ１＋３（ｙ２－２ｙ１）＋４?ｅ４」α２；

珓ｘ
·

４＝４ｙ１＋珓ｘ３＋４（ｙ２－２ｙ１）＋５?ｅ４」α１










．

（１４）

图 １ 误差轨迹

Ｆｉｇ．１ Ｅｒｒｏｒｇｒａｐｈ

令 ｅｉ＝ｘ^ｉ－珓ｘｉ，ｉ＝１，２，３，４．则式（１３１）减去式（１４）可以得到其
误差系统：

ｅ１＝－２?ｅ２」α２；

ｅ２＝ｅ１－３?ｅ２」α１；

ｅ３＝ｅ２－４?ｅ４」α２；

ｅ４＝ｅ３－５?ｅ４」α１










．

（１５）

如果取α＝０９９，则由α１＝０９９，α２＝０９８，利用 Ｍａｔｌａｂ仿真画
出其误差轨迹如图１所示。

显然，在一个有限时间以后误差系统达到稳定．

４ 结束语

本文通过引入龙伯格能观测规范型，利用有限时间稳定的理论设计了此类系统的有限时间观测器，并

通过一个实例验证了所建立方法的有效性．
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