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快变振荡下的同宿轨道分支
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摘要：该文研究带有角变量的快变振荡系统的同宿轨道分支问题，通过建立完整的犘狅犻狀犮犪狉é映

射，讨论其同宿轨道在小扰动下的保存性，并进一步研究其分支出周期轨道的情况，推广和改

进了一些文献的结果．
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１　引言

本文考虑带有角变量的快变振荡系统

狓＝犳（狓，犐）＋ε犵
狓（狓，犐，θ，λ），

犐
·

＝ε犵
犐（狓，犐，θ，λ）， （１．１）

θ
·

＝Ω（犐）＋ε犵θ（狓，犐，θ，λ）．

其中（狓，犐，θ）∈犚
狀×犚犿×犜犾，λ∈犚

犽，０＜ε１，｜λ｜１．关于系统（１．１）的分支情况，文献［１

－４］利用不变流形理论及推广的 Ｍｅｌｎｉｋｏｖ函数，对可积或近可积 Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统的同宿轨

道在小扰动下的保存性进行了讨论．本文利用一种有别于上面提及的方法，对较一般的系

统（１．１）讨论了同样的问题，并进一步讨论了分支周期轨道的情况．

由于研究奇异环分支周期轨道的最基本的方法是构造Ｐｏｉｎｃａｒé映射，因此我们首先把

系统限制在狓－犐空间进行讨论，在未扰系统的同宿轨道邻域引入局部坐标系，导出限制在

相应的子空间上的Ｐｏｉｎｃａｒé映射，这种方法最初发展于文［５，６］，并被文［７］推广用于研究

奇摄动系统的同宿轨道分支问题．在此基础上我们进而建立系统在整个狓－犐－θ空间的完

全的Ｐｏｉｎｃａｒé映射，讨论较一般的系统（１．１）的同宿轨道的保存性及分支出周期轨道的情

况．本文其余各节安排如下：第二节利用不变流形理论，从几何意义上描述了扰动与未扰

动系统的空间结构；在第三节中首先把系统限制在狓－犐空间考虑，通过引入变分方程适当

的基本解，在未扰系统的同宿轨道邻域建立局部坐标系，导出相应的Ｐｏｉｎｃａｒé映射，进而导

出系统（１．１）在整个狓－犐－θ空间的Ｐｏｉｎｃａｒé映射；第四节主要通过约简Ｐｏｉｎｃａｒé映射，导

出用于讨论系统同宿轨道分支的分支方程，得到关于同宿轨道分支问题的相应结果．



收稿日期：２００３１１０２；修订日期：２００４１０１５

Ｅｍａｉｌ：ｘｂｌｉｕ＠ｍａｔｈ．ｅｃｎｕ．ｅｄｕ．ｃｎ

基金项目：国家自然科学基金（１０３７１０４０）和上海市重点学科建设项目资助



２　不变流形理论及系统的动力学性态

本节主要利用不变流形理论，把扰动与未扰动系统的空间几何结构进行分解，并从几

何意义上详细描述了系统的动力学性态．

考虑犆狉（狉≥３）系统

狓＝犳（狓，犐）＋ε犵
狓（狓，犐，θ，λ），

犐
·

＝ε犵
犐（狓，犐，θ，λ）， （２．１）

θ
·

＝Ω（犐）＋ε犵θ（狓，犐，θ，λ），

其中（狓，犐，θ）∈犚
狀×犚犿×犜犾，λ∈犚

犽，犽≥犾＋１，０＜ε１，｜λ｜１．

当ε＝０时，其未扰系统为

狓＝犳（狓，犐），犐
·

＝０，θ
·

＝Ω（犐）． （２．２）

　　我们作下述假设

（Ｈ１）存在犐０∈犚
犿，使得未扰系统狓＝犳（狓，犐）有一双曲奇点狓０＝狓（犐０）和一条同宿轨道

Γ：γ（狋），γ（±∞）＝狓０，狓０ 的不稳定流形犠
狌 与稳定流形犠狊分别是狀１ 维与狀２ 维（狀１＋狀２＝

狀），犇犳狓（狓０，犐０）在奇点狓０ 处有单实特征根λ１，－λ２，其它特征根满足Ｒｅλ＞犪＞λ１＞０，或

Ｒｅλ＜－犫＜－λ２＜０，其中犪，犫为某两个常数，且对狆∈γ（狋），

ｄｉｍ（犠狌
∩犠

狊）＝ｄｉｍ（犜狆犠
狌
∩犜狆犠

狊）＝１．

由上述假设知，此时系统（２．２）有一个犾维不变环面

犕 ＝ ｛（狓，犐，θ）狘狓＝狓０，犐＝犐０，θ∈犜
犾｝

和一个同宿流形

珟Γ０ ＝ ｛（狓，犐，θ）狘狓＝γ（狋，犐０），犐＝犐０，θ＝θ０＋θ１（狋），θ０ ∈犜
犾，狋∈犚｝，

其中θ１（狋）＝Ω（犐０）狋，且当狋→±∞时，珟Γ０→犕．

（Ｈ２）Ｓｐａｎ｛犜γ（狋）犠
狌，犜γ（狋）犠

狊，犲－｝＝犚狀，狋≥犜１，

Ｓｐａｎ｛犜γ（狋）犠
狌，犜γ（狋）犠

狊，犲＋｝＝犚狀，狋≤－犜－１，

其中犲±＝ｌｉｍ
狋→±∞
γ
·

（狋）／｜γ
·

（狋）｜，犲
＋
∈犜狓

０
犠狊，犲－∈犜狓

０
犠狌 是分别对应于－λ２，λ１ 的单位特

征向量．

假设（Ｈ２）等价于下述所谓的强倾斜性质

犜γ（狋）犠
狌
→犜狓０犠

狌狌
犲

＋，　狋→＋∞，

犜γ（狋）犠
狊
→犜狓０犠

狊狊
犲

－，　狋→－∞．

为了对扰动系统（２．１）的几何结构有个更全面的认识，我们先把系统（２．１）限制在狓－犐空

间来考虑，讨论它在狓－犐空间的性态，此时θ可看作参数．

作变换 狓→狓＋狓０，犐→犐＋犐０，

此时系统（２．１）可改写为下面的时变系统

狓＝犳（狓，犐）＋ε犵
狓（狓，犐，θ，λ）＝犎（狓，犐，θ，λ，ε），

犐
·

＝ε犵
犐（狓，犐，θ，λ）．

（２．３）

满足犳（０，０）＝０．对系统（２．３）作进一步假设

（Ｈ３）犵
狓（０，０，θ，λ）＝０，犵

犐（狓，犐，θ，λ）＝犵
犐
１（狓，犐）＋犵

犐
２（狓，犐，θ，λ），

且满足
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犵
犐
１（０，０）＝０，Ｒｅ（σ（犇犐犵

犐
１（０，０）））≠０，犵

犐
２（０，０，θ，λ）＝０．

由于ε为充分小的参数，故系统（２．３）有一局部犆
狉中心积分流形

犠
犮

ｌｏｃ：犡＝犡
犮（犐，θ，λ，ε），

满足犡犮（０，０，０，０）＝０，犡
犮

犐（０，０，０，０）＝－犎
－１
狓 （０，０，０，０，０）犎犐（０，０，０，０，０）．

由上述假设，我们可将犐空间进行分解，不妨设犐＝（犐１，犐２）∈犚
犿
１×犚犿２，犿１＋犿２＝犿，

犵
犐＝（犵１，犵２），犇犐犵

犐
１（０，０）＝ｄｉａｇ（犆１，－犆２），其中Ｒｅ（σ（犆１））＞０，Ｒｅ（σ（－犆２））＜０．此时系

统（２．３）的第二个方程可分解成

犐
·

１ ＝ε犵１１（狓，犐）＋ε犵１２（狓，犐，θ，λ），

犐
·

２ ＝ε犵２１（狓，犐）＋ε犵２２（狓，犐，θ，λ）．
（２．４）

当ε＝０时，系统 （２．３）的未扰系统为

狓＝犳（狓，犐），　犐
·

＝０． （２．５）

　　依据不变流形理论，存在一犆
狉变换，在原点某小邻域犝０中，把系统（２．５）的稳定流形

犠狊，不稳定流形犠狌，强稳定流形犠狊狊，强不稳定流形犠狌狌拉直，由假设（Ｈ３）及前面的讨论

知，也可引进适当的犆狉坐标变换把局部中心流形拉直，即在犐空间，分别把犐
·

１＝犵１１和犐
·

２＝

犵２１的稳定流形与不稳定流形在邻域犝０ 中局部拉直．此时（２．３）式可化为如下犆
狉－１系统

狓１ ＝犳１１（狓，狔，犐，θ，λ，ε），　狔１ ＝犳２１（狓，狔，犐，θ，λ，ε），

狓２ ＝犳１２（狓，狔，犐，θ，λ，ε），　狔２ ＝犳２２（狓，狔，犐，θ，λ，ε），

犐
·

１ ＝ε犵１（狓，狔，犐，θ，λ，ε），　犐
·

２ ＝ε犵２（狓，狔，犐，θ，λ，ε）．

（２．６）

由于上述变换只能把系统 （２．３）的自治系统部分拉直，而不能把包含参数θ的非自治部分

拉直，因此在犝０内系统 （２．６）具有下列形式

狓１ ＝ ［λ１＋…］狓１＋犗（狘狔狘）·犗（狘狓２狘）＋ε犵
狓
１（狕，θ，λ），

狔１ ＝ ［－λ２＋…］狔１＋犗（狘狓狘）·犗（狘狔２狘）＋ε犵
狓
２（狕，θ，λ），

狓２ ＝ ［犃２＋…］狓２＋（犗（狘狔狘））狓１＋犗（狓
２
１）＋ε犵

狓
３（狕，θ，λ），

狔２ ＝ ［－犅２＋…］狔２＋（犗（狘狓狘））狔１＋犗（狔
２
１）＋ε犵

狓
４（狕，θ，λ），

犐
·

１ ＝ε［（犆１＋…）犐１＋（犗（狘狓狘）＋犗（狘狔狘））·犗（狘犐２狘）］＋ε犵
犐
５，

犐
·

２ ＝ε［（－犆２＋…）犐２＋（犗（狘狓狘）＋犗（狘狔狘））·犗（狘犐１狘）］＋ε犵
犐
６，

（２．７）

其中Ｒｅ（σ（犃２））＞λ３，Ｒｅ（σ（－犅２））＜－λ４，狕＝（狓，狔，犐），且由假设（Ｈ４）知犵
狓
犻＝犗（狕），犵

犐
犼

＝犗（狕），犻＝１，２，３，４，犼＝５，６．

３　犘狅犻狀犮犪狉é映射

本节将利用系统（２．１）所确定的解，在未扰系统（２．２）的同宿轨道珟Γ０ 邻域定义系统的

Ｐｏｉｎｃａｒé映射，来讨论珟Γ０ 在小参数扰动下是否保存及是否分支出周期轨道的情况．不妨设

我们在珟Γ０ 的管状邻域内已选定适当的横截面Σ，而由系统（２．１）所确定的解为（狓ε（狋），

犐ε（狋），θε（狋）），则沿珟Γ０ 的Ｐｏｉｎｃａｒé映射为

犘ε：Σ→Σ，

（狓ε（０），犐ε（０），θε（０））→ （狓ε（犜１），犐ε（犜１），θε（犜１）），

其中犜１ 为首次回归时间，它依赖于Σ上的初始点。为了能利用犘ε 来讨论扰动系统的分支

５５７Ｎｏ．６　　　　　　　　刘兴波等：快变振荡下的同宿轨道分支



问题，我们需要先确定系统（２．１）的解（狓ε（狋），犐ε（狋），θε（狋））的具体表达式。由于解的狓－犐分

量在奇点邻域的奇异性，我们将分两步来导出犘ε的渐近表达式。首先我们将系统限制在狓

－犐空间，导出犘ε的狓－犐分量的渐近表达式，然后在狓－犐－θ空间建立犘ε的完整表达式。

３．１　犘ε的狓－犐分量的渐近表达式

要导出犘ε的狓－犐分量的渐近表达式，等价的，我们只需讨论系统（２．６）的解在Γ邻域

定义的Ｐｏｉｎｃａｒé映射即可，因此本节我们将主要研究系统（２．６）的解的动态性质，来导出其

在Γ邻域所定义的Ｐｏｉｎｃａｒé映射的渐近表达式。

为简便计，记犳
～
＝（犳１１，犳２１，犳１２，犳２２），犵

犐＝（犵１，犵２）。令

狉（狋）＝ （γ（狋），０）＝ （狓１（狋），狔１（狋），狓２（狋），狔２（狋），０），

此处０代表犐方向坐标．下面我们在Γ 邻域选取适当坐标系，建立关于系统（２．６）的

Ｐｏｉｎｃａｒé映射．犜取充分大，使狉（±犜）∈犝０，狓１（－犜）＝δ＞０，狔１（犜）＝δ＞０，其中δ充分

小，满足｛（狓，狔，犐）：｜狓｜，｜狔｜，｜犐｜＜
３δ
２
｝犝０．

　　 定义 犃（狋）＝ （
犳
～

（狓，狔，犐）
（狉（狋），０），ε

犵
犐

（狓，狔，犐）
（狉（狋），０））狘ε＝０．

　　考虑（２．６）式的线性变分方程

犝
·

＝犃（狋）犝 （３．１）

及其伴随方程

犝
·

＝－犃
（狋）犝． （３．２）

其中“”表示转置．选取（３．１）式的一个基解矩阵犝（狋）＝（狌１（狋），狌２（狋），…，狌６（狋））满足

狌１（狋）∈ （犜狉（狋）犠
狌
＋犜狉（狋）犠

狊）犮∩ （犜狉（狋）犠
犮

ｌｏｃ）
犮，

狌２（狋）＝－
狉（狋）

狘狉（犜）狘
∈犜狉（狋）犠

狌
∩犜狉（狋）犠

狊，

狌３（狋）∈犜狉（狋）犠
狌，狌４（狋）∈犜狉（狋）犠

狊，

狌５（狋），狌６（狋）∈犜狉（狋）犠
犮

ｌｏｃ．

注意到当ε＝０时，犐
·

≡０，故类似于［７］，可证得

引理３．１　可适当选取狌１（狋），狌２（狋），…，狌６（狋）以及狌１３（狋），使得

犝（犜）＝

狌１１ ０ 狌３１ ０ 狌５１ ０

狌１２ １ 狌３２ ０ 狌５２ ０

０ ０ 狌３３ ０ 狌５３ ０

狌１４ 狌２４ 狌３４ 犐犱 狌５４ ０

０ ０ ０ ０ 犐犱 ０

０ ０ ０ ０ ０

烄

烆

烌

烎犐犱

，

犝（－犜）＝

０ 狌２１ ０ 狌４１ ０ 狌６１

１ ０ ０ 狌４２ ０ 狌６２

狌１３ 狌２３ 犐犱 狌４３ ０ 狌６３

０ ０ ０ 狌４４ ０ 狌６４

０ ０ ０ ０ 犐犱 ０

０ ０ ０ ０ ０

烄

烆

烌

烎犐犱

．
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其中狌２１＜０，ｄｅｔ狌犻犻≠０，且当犜１，犼≠犻时，｜狌犻犼狌
－１
犻犻 ｜１，｜狌２４｜１．

令Ψ（狋）＝（ψ

１ ，…，ψ


６ ）＝犝

－１（狋），则Ψ（狋）是系统（３．２）的基解矩阵，由于Ψ（狋）犝（狋）

＝犐犱，由犜狉（狋）犠
狌＋犜狉（狋）犠

狊及犜狉（狋）犠
犮的不变性易知，对０≤μ＜ｍｉｎ｛λ１，λ２｝，满足

ｅｘｐ（μ狘狋狘）ψ１（狋）∈ （犜狉（狋）犠
狌
＋犜狉（狋）犠

狊）犮∩ （犜狉（狋）犠
犮

ｌｏｃ）
犮
→０，　狋→±∞，

表珘ψ犻为ψ犻的狓－狔空间分量，犻＝１，３，４，并记

狏犻（狋）＝狌犻（狋），　犻＝１，２，３，４，

狏５（狋）＝ （０，０，０，０，犐犿
１×犿１
，０），

狏６（狋）＝ （０，０，０，０，０，犐犿
２×犿２
）．

因此我们可选取犣（狋）＝（狏１，－狉／｜狉（犜）｜，狏３，狏４，狏５，狏６）作为Γ邻域的坐标系．下面将在此

坐标系下建立关于系统（２．６）在Γ邻域的Ｐｏｉｎｃａｒé映射．定义

狊（狋）＝狉（狋）＋∑
犻≠２

狏犻（狋）犾犻， （３．３）

取犛０＝｛（狓，狔，犐）＝狊（犜）：｜犾犻｜＜δ｝，犛１＝｛（狓，狔，犐）＝狊（－犜）：｜犾犻｜＜δ｝．易见犛０ 和犛１ 分别

为系统（２．６）在狉（犜）和狉（－犜）处的Ｐｏｉｎｃａｒé截面．取δ充分小，使得犛０，犛１犝０．

下面首先利用系统（２．６）的轨道在Γ的管状邻域建立从犛１ 到犛０ 的正则映射犉１，其次

利用系统（２．７）的轨道在原点邻域建立从犛０ 到犛１ 的奇异映射犉２，然后进行复合得到

Ｐｏｉｎｃａｒé映射犉＝犉１犉２：犛０→犛０．

３．１．１　建立正则映射犉１

作坐标变换

（狓１，狔１，狓２，狔２，犐１，犐２）

＝狊（狋），　狋∈ ［－犜，犜］，

将其代入（２．６）式得到

（狉（狋）＋∑
犻≠２

狏犻（狋）犾犻）＋∑
犻≠２

狏犻（狋）犾
·

犻

＝狉（狋）＋犃（狋）∑
犻≠２

狏犻（狋）犾犻＋ε（犳
～
ε（狉（狋），^α，０），犵

犐（狉（狋），^α，０）） ＋犗（２）．

其中犻＝１，３，４，珘狏犻是狏犻在（狓１，狔１，狓２，狔２）空间的限制．^α＝（θ，λ），θ＝θ０＋θ１（狋），犐
～
＝（犾５，

犾６）
．上式两边同乘以ψ


１ ，ψ


３ ，ψ


４ 得

犾
·

犻 ＝珘ψ

犻 ［犳

～
犐犐
～
＋ε犳

～
ε（狉（狋），^α，０）］＋犗（２），

珘犐
·

＝ε犵
犐（狉（狋），^α，０）＋犗（２）， （３．４）

对（３．４）式两边进行积分得

犾１（狋）＝犾１（－犜）＋ε∫
狋

－犜

珘
ψ

１ ［犳

～
犐犐
～（狊，犜，^α）＋犳

～
ε（狉（狊），^α，０）］ｄ狊＋ｈ．ｏ．ｔ．，

犾３（狋）＝犾３（－犜）＋ε∫
狋

－犜

珘
ψ

３ ［犳

～
犐犐
～（狊，犜，^α）＋犳

～
ε（狉（狊），^α，０）］ｄ狊＋ｈ．ｏ．ｔ．，

犾４（狋）＝犾４（－犜）＋ε∫
狋

－犜

珘
ψ

４ ［犳

～
犐犐
～（狊，犜，^α）＋犳

～
ε（狉（狊），^α，０）］ｄ狊＋ｈ．ｏ．ｔ．，

犾５（狋）＝犾５（－犜）＋ε∫
狋

－犜
犵１（狉（狊），^α，０）ｄ狊＋ｈ．ｏ．ｔ．，

犾６（狋）＝犾６（－犜）＋ε∫
狋

－犜
犵２（狉（狊），^α，０）ｄ狊＋ｈ．ｏ．ｔ．，

其中犐
～（狋，犜，^α）＝∫

狋

－犜
犵
犐（狉（狊），^α，０）ｄ狊，高阶项ｈ．ｏ．ｔ．中含有犗（ε

２），犗（犾２犻（－犜）），犗（ε犾犻（－
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犜））项等．

记

犕犻（犜，α）＝∫
犜

－犜

珘
ψ

犻 ［犳

～
犐犐
～（狋，犜，^α）＋犳

～
ε（狉（狋），^α，０）］ｄ狋，犻＝１，３，４，

犕５（犜，α）＝∫
犜

－犜
犵１（狉（狋），^α，０）ｄ狋，　犕６（犜，α）＝∫

犜

－犜
犵２（狉（狋），^α，０）ｄ狋，

其中α＝（θ０，λ）．由前面假设及（２．７）式易证

引理３．２　当（２．７）式成立时，有

犕１（犜，α）＝∫
＋∞

－∞

珘
ψ

１ ［犳

～
犐犐
～（狋，犜，^α）＋犳

～
ε（狉（狋），^α，０）］ｄ狋≡犕１（α），

犐
～（狋，犜，α）＝∫

狋

－犜
犵
犐（狉（狋），^α，０）ｄ狋≡∫

狋

－∞
犵
犐（狉（狋），^α，０）ｄ狋，

犕５（犜，α）＝∫
＋∞

－∞
犵１（狉（狋），^α，０）ｄ狋≡犕５（α），

犕６（犜，α）＝∫
＋∞

－∞
犵２（狉（狋），^α，０）ｄ狋≡犕６（α）．

　　证　显见只需证明当｜狋｜≥犜 时，珘ψ

１ （狋）犳

～
犼（狋）≡０，犼＝犐，ε，以及犵

犐（狋）＝（犵１（狋），犵２

（狋））≡０即可，其中犳
～
犼（狋）＝犳

～
犼（狉（狋），^α，０），（犵１（狋），犵２（狋））＝（犵１（狉（狋），^α，０），犵２（狉（狋），^α，

０））．由（２．７）式我们可直接推出，当狋≥犜时，

狉（狋）＝ （０，狔１（狋），０，狔２（狋），０，０）
，

犵
犐（狋）＝ （犵１（狋），犵２（狋））≡０，

犳
～
犼 ＝ （０，

犳２１

犼
（狉，^α，０），０，

犳２２

犼
（狉，^α，０））．

而由ψ

犻 （犜）狏２（犜）＝０，可得ψ犻２（犜）＝０，其中犻≠２，类似地，由Ψ（狋）的定义可得ψ犻４（犜）＝０，

犻＝１，３．最后由（２．７）和（３．２）式得到，当狋≥犜时，


ψ１２ ＝ （λ２＋ｈ．ｏ．ｔ．）ψ１２，


ψ１４ ＝犗（δ）ψ１２＋（犅２＋ｈ．ｏ．ｔ．）ψ１４．

由解关于初值的唯一性推知

ψ１２（狋）＝０，　ψ１４（狋）＝０，狋≥犜．

这就证得 珘
ψ

１ （狋）犳犼（狋）≡０，　狋≥犜，犼＝犐，ε．

对于狋≤－犜的情况，我们可类似讨论． 

于是正则映射犉１：犛１→犛０，

狇１（犾１（－犜），犾３（－犜），犾４（－犜），犾５（－犜），犾６（－犜））→狇２（犾１（犜），犾３（犜），犾４（犜），犾５（犜），犾６（犜））

可表示为

犾１（犜）＝犾１（－犜）＋ε犕１（犜，α）＋ｈ．ｏ．ｔ．，

犾３（犜）＝犾３（－犜）＋ε犕３（犜，α）＋ｈ．ｏ．ｔ．，

犾４（犜）＝犾４（－犜）＋ε犕４（犜，α）＋ｈ．ｏ．ｔ．，

犾５（犜）＝犾５（－犜）＋ε犕５（犜，α）＋ｈ．ｏ．ｔ．，

犾６（犜）＝犾６（－犜）＋ε犕６（犜，α）＋ｈ．ｏ．ｔ．．

（３．５）

我们称 （犕１（犜，α），犕３（犜，α），犕４（犜，α），犕５（犜，α），犕６（犜，α））为 Ｍｅｌｎｉｋｏｖ向量函数．

３．１．２　建立奇异映射犉２

现在我们利用（２．７）式导出由系统的流在犝 邻域所诱导的映射

犉２：犛０ →犛１，
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狇０（狓１０，狔１０，狓２０，狔２０，犐１０，犐２０）→狇１（狓１１，狔１１，狓２１，狔２１，犐１１，犐２１）．

由于奇异映射犉２ 在犛０ 上的（狓，狔２，犐）
＝０处无定义，而且无法连续可微地延拓，从而无法

应用隐函数定理．为此我们将引入Ｓｉｌｎｉｋｏｖ变量来解决这一问题．假定λ１＜λ２．令τ（ρ）为

系统（２．６）的轨线ρ从截面犛０ 到犛１ 的转移时间．由常数变易公式易知，ρ（狋）＝（狓１，狔１，狓２，

狔２，犐１，犐２）（狋）满足下列等式

狓１（狋）＝ｅ
λ１
（ε）（狋－犜－τ）［狓１１＋ε∫

狋

犜＋τ
ｅλ１

（－狊＋犜＋τ）
犵
狓
１ｄ狊］＋ｈ．ｏ．ｔ．，

狔１（狋）＝ｅ
－λ２

（ε）（狋－犜）［狔１０＋ε∫
狋

犜
ｅλ２

（狊－犜）
犵
狓
２ｄ狊］＋ｈ．ｏ．ｔ．，

狓２（狋）＝ｅ
犃
２
（ε）（狋－犜－τ）狓２１＋狓^２（狋）＋犗（ε）＋ｈ．ｏ．ｔ．，

狔２（狋）＝ｅ
－犅２

（ε）（狋－犜）
狔２０＋狔^２（狋）＋犗（ε）＋ｈ．ｏ．ｔ．，

犐１（狋）＝ｅ
ε犆１

（狋－犜－τ）犐１１＋ｈ．ｏ．ｔ．，

犐２（狋）＝ｅ
－ε犆２

（狋－犜）犐２０＋ｈ．ｏ．ｔ．，

其中 犜≤狋≤犜＋τ，

犵
狓
１ ＝ ［犗（狔１）＋犗（狔２）＋犗（犐）］，　犵

狓
２ ＝ ［犗（狓１）＋犗（狓２）＋犗（犐）］，

狓^２（狋）＝ｅ
λ１
（狋－犜－τ）狓１１·犗（狘狔０狘），　^狔２（狋）＝ｅ

－λ２
（狋－犜）
狔１０·犗（狘狓１狘），

犗（狘狔０狘）＝犗（狘狔１０狘）＋犗（狘狔２０狘），　犗（狘狓１狘）＝犗（狘狓１１狘）＋犗（狘狓２１狘）．

　　为保证映射在Γ∩犛０处的可微性，令狊＝ｅ
－λ１

（ε）τ，注意到当ρ（犜）→Γ∩犛０时，τ（ρ）→＋

∞，从而狊→０，因此我们可用Ｓｉｌｎｉｋｏｖ变量（狓２１，狔２０，犐１１，犐２０，狊）来定义（２．６）式在原点邻域

产生的奇异映射，得到犉２ 的具体表达式

狓１０ ＝狓１（犜）≈狊狓１１，狔１１ ＝狔１（犜＋τ）≈狊
λ２
／λ１狔１０，

狓２０ ＝狓２（犜）≈狊
犃
２
／λ１狓２１＋狊狓１１·犗（狘狔０狘），

狔２１ ＝狔２（犜＋τ）≈狊
犅
２
／λ１狔２０＋狊

λ２
／λ１狔１０·犗（狘狓１狘），

犐１０ ＝犐１（犜）≈狊
ε犆１
／λ１犐１１，

犐２１ ＝犐２（犜＋τ）≈狊
ε犆２
／λ１犐２０．

（３．６）

现在我们利用（３．３）式求出狇０ 与狇１ 的新旧坐标间的关系

狇０ ＝ （狓１０，狔１０，狓２０，狔２０，犐１０，犐２０）

＝狉（犜）＋犣（犜）（犾１０，０，犾３０，犾４０，犾５０，犾６０）

，

狇１ ＝ （狓１１，狔１１，狓２１，狔２１，犐１１，犐２１）

＝狉（－犜）＋犣（－犜）（犾１，０，犾３，犾４，犾５，犾６）

，

其中犣（狋）＝（狏１（狋），狏２（狋），狏３（狋），…，狏６（狋））．利用狉（犜）＝（０，δ，０，δ狔，０，０）
和狉（－犜）＝（δ，

０，δ狓，０，０，０）
，（｜δ狓｜，｜δ狔｜δ）．可以得到

（犾１０，０，犾３０，犾４０，犾５０，犾６０）

＝犣

－１（犜）（狓１０，狔１０－δ，狓２０，狔２０－δ狔，犐１０，犐２０）
，

（犾１，０，犾３，犾４，犾５，犾６）
（－犜）＝犣－

１（－犜）（狓１１－δ，狔１１，狓２１－δ狓，狔２１，犐１１，犐２１）
．
（３．７）

由引理３．１，经简单计算可解得

犾１０ ＝狌
－１（狓１０－狌３１狌

－１
３３狓２０），犾３０ ＝狌

－１
３３狓２０，

犾４０ ＝狔２０－δ狔－狌１４狌
－１
１１狓１０＋（狌１４狌

－１
１１狌３１－狌３４）狌

－１
３３狓２０，

犾５０ ＝犐１０，犾６０ ＝犐２０．

（３．８）

且有狔１０≈δ．类似可推得，当｜狔１１｜，｜狔２１｜δ充分小时，狓１１≈δ，且成立

犾１（－犜）＝狔１１－狌４２狌
－１
４４狔２１，

犾３（－犜）＝狓２１－δ狓－狌１３狔１１＋（狌１３狌４２－狌４３）狌
－１
４４狔２１，

犾４（－犜）＝狌
－１
４４狔２１，

犾５（－犜）＝犐１１，犾６（－犜）＝犐２１．

（３．９）

９５７Ｎｏ．６　　　　　　　　刘兴波等：快变振荡下的同宿轨道分支



由（３．５）、（３．６）、（３．８）和（３．９）式我们可得到系统（２．６）式Γ邻域Ｐｏｉｎｃａｒé映射的表达式

犉＝犉１犉２：狇０ ∈犛０ →狇２ ∈犛０，

犉（犾１０，犾３０，…，犾６０）→ （犾１（犜），犾３（犜），…，犾６（犜）），

其显式表达式为

犾１（犜）＝δ狊
λ２
（ε）

λ１
（ε）＋ε犕１（犜，α）＋ｈ．ｏ．ｔ．，

犾３（犜）＝狓２１－δ狓－δ狌１３狊
λ２
（ε）

λ１
（ε）＋ε犕３（犜，α）＋ｈ．ｏ．ｔ．，

犾４（犜）＝狌
－１
４４狊

犅
２
（ε）

λ１
（ε）狔２０＋δ狊

λ２
（ε）

λ１
（ε）·犗（狘狓１狘）＋ε犕４（犜，α）＋ｈ．ｏ．ｔ．，

犾５（犜）＝犐１１＋ε犕５（犜，α）＋ｈ．ｏ．ｔ．，

犾６（犜）＝狊
ε犆２
λ１
（ε）犐２０＋ε犕６（犜，α）＋ｈ．ｏ．ｔ．．

（３．１０）

３．２　犘ε的θ分量的渐近表达式

由［８］知，当ε趋于零时，系统（２．１）的趋于珟Γ０ 的解可近似表达为

狓ε（狋）＝γ（狋）＋犗（ε），

犐ε（狋）＝犐０＋ε狆１（狋）＋犗（ε
２），

θε（狋）＝θ０＋θ１（狋）＋εθ２（狋）＋犗（ε
２）．

（３．１１）

假设狓ε（０）＝γ（０），犐ε（０）＝犐０，θε（０）＝θ０，把（３．１１）代入（２．１）式，其中（狓，犐）分量由（２．６）

式给出，则可解得

θ２（狋）＝
ｄΩ
ｄ犐犐＝犐０∫

狋

０
犵
犐（γ（狊），^α）ｄ狊＋∫

狋

０
犵
θ（γ（狊），^α）ｄ狊，

考虑系统（２．１）在珟Γ０ 邻域内相应于θ分量的Ｐｏｉｎｃａｒé映射犘：θε（犜）→θε（犜＋犜０），其显式表

达式为

（θ０＋θ１（犜）＋εθ２（犜）＋犗（ε
２））→

（θ０＋θ１（犜＋犜０）＋εθ２（犜＋犜０）＋犗（ε
２））． （３．１２）

其中犜０＝２犜＋τ，我们进一步假设

（Ｈ４）Ω（犐０）＝０，犵
θ（０，０，θ，λ）＝０．

　　 定义 犕７（犜，α）＝
ｄΩ
ｄ犐∫

犜＋犜０

犜
犵
犐（γ（狋），^α）ｄ狋＋∫

犜＋犜０

犜
犵
θ（γ（狋），^α）ｄ狋．

我们称犕７（犜，α）为相应于θ分量的 Ｍｅｌｎｉｋｏｖ函数．则由假设（Ｈ４）以及当狋→＋∞时，γ（狋）

指数级地趋于零，可推知当τ→＋∞时，犕７（犜，α）收敛．

由（３．１０）、（３．１２）式可以得到系统 （２．１）在珟Γ０邻域中的后继函数

犌（狊，狓２１，狔２０，犐１１，犐２０，θ０）＝ （犌１，犌３，…，犌６，犌７）

＝ （犘ε－犐）（犾１０，犾３０，…，犾６０，θε（犜））， （３．１３）

其中犘ε＝（犉，犘），并且其６个分量分别为

犌１ ＝δ狊
λ２
（ε）

λ１
（ε）－狌

－１
１１δ狊＋ε犕１（犜，α）＋ｈ．ｏ．ｔ．，

犌３ ＝狓２１－δ狓－δ狌１３狊
λ２
（ε）

λ１
（ε）－狌

－１
３３δ狊犗（狘狔０狘）＋ε犕３（犜，α）＋ｈ．ｏ．ｔ．，

犌４ ＝－狔２０＋δ狔＋狌１４狌
－１
１１δ狊＋ε犕４（犜，α）＋ｈ．ｏ．ｔ．，

犌５ ＝ （犐－狊
ε犆１
λ１
（ε））犐１１＋ε犕５（犜，α）＋ｈ．ｏ．ｔ．，

犌６ ＝ （狊
ε犆２
λ１
（ε）－犐）犐２０＋ε犕６（犜，α）＋ｈ．ｏ．ｔ．，

犌７ ＝ε犕７（犜，α）＋ｈ．ｏ．ｔ．．

（３．１４）

显见系统（２．１）在珟Γ０邻近有同宿轨道及周期轨道的充要条件是犌＝０分别有满足狊＝０或狊

＞０的解．
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４　同宿轨道的保存性和分支周期轨道的存在性

本节利用上面给出的后继函数，考虑在小扰动下同宿轨道的保存性以及分支出周期轨

道的情况．

考虑方程　　犌（狊，狓２１，狔２０，犐１１，犐２０，θ０）＝０． （４．１）

由（３．１４）式知当狊＝０时，犌＝０等价于

ε犕１（犜，α）＋犗（ε
２）＝０，

狓２１＋ε犕３（犜，α）＋ｈ．ｏ．ｔ．＝０，

－狔２０＋ε犕４（犜，α）＋ｈ．ｏ．ｔ．＝０，

犐１１＋ε犕５（犜，α）＋ｈ．ｏ．ｔ．＝０，

－犐２０＋ε犕６（犜，α）＋ｈ．ｏ．ｔ．＝０，

ε犕７（犜，α）＋犗（ε
２）＝０．

（４．２）

当ε充分小时，由（４．２）式可知，其第二、三、四、五个方程有解，将其代入第一、六个方程中

可知，若存在α＝α０＝（θ０，λ０），使犕犻（犜，α０）＝０，犻＝１，７，Ｒａｎｋ（犕１λ（犜，α０），犕７λ（犜，α０））＝犾

＋１，则由隐函数定理知，存在一个（犽－犾－１）维曲面λ＝λ（θ０，ε），使当λ＝λ（θ０，ε），０＜ε１

时，系统（２．１）在珟Γ０ 邻近有唯一的１同宿轨道珟Γε．

当λ１＞λ２ 时，可改令狊＝ｅ
－λ２τ，此时只需将（３．１０）、（３．１４）中的狊换成狊λ１

（ε）／λ２
（ε）即可，于

是可证得与上面类似结论．因此我们得到下述结果。

定理４．１　若假设（Ｈ１）－（Ｈ４）成立，λ１≠λ２，且存在某一α＝α０＝（θ０，λ０），使得

犕犻（犜，α０）＝０，犻＝１，７，Ｒａｎｋ（犕１λ（犜，α０），犕７λ（犜，α０））＝犾＋１，

则存在（犽－犾－１）维参数曲面λ＝λ（θ０，ε），满足λ（θ０，０）＝λ０，使当λ＝λ（θ０，ε），０＜ε１时，

系统（２．１）在珟Γ０ 邻近有唯一的１同宿轨道珟Γε．

为了讨论系统（２．１）的周期轨道分支，我们考虑犌＝０的相应于狊＞０的解．由于

珟犌＝
犌（狊，狓２１，狔２０，犐１１，犐２０，θ０）

（狊，狓２１，狔２０，犐１１，犐２０，θ０）

在 （狊，狓２１，狔２０，犐１１，犐２０，θ０）＝０，ε＝０处是退化的，故不能用隐函数定理来求解（３．１４）式的零

点．为此我们先考虑（４．１）式第三、四个方程犌３＝０，及犌４＝０的解．当ε，狊充分小时，这两

个方程分别存在唯一解狓２１＝狅（ε）＋狅（狊），狔２０＝狅（ε）＋狅（狊）．把它们分别代入犌１＝０，犌５＝

０，犌６＝０，犌７＝０中，则此时犌＝０是否有相应于狊＞０的解等价于讨论犌１＝０，犌５＝０，犌６＝

０，犌７＝０是否有相应于狊＞０的解．因此当λ２＞λ１，我们只需考虑方程

δ狊
λ２
（ε）

λ１
（ε）－狌

－１
１１δ狊＋ε犕１（犜，α）＋犺．狅．狋．＝０，

（犐－狊
ε犆１
λ１
（ε））犐１１＋ε犕５（犜，α）＋ｈ．ｏ．ｔ．＝０，

（狊
ε犆２
λ１
（ε）－犐）犐２０＋ε犕６（犜，α）＋ｈ．ｏ．ｔ．＝０，

ε犕７（犜，α）＋犗（ε
２）＝０．

（４．３）

当λ２＞λ１，狌１１犕１（犜，α）＞０时，犌１＝０有唯一解狊＝｛ε｝δ
－１狌１１犕１（犜，α）＋ｈ．ｏ．ｔ．＞０．由此

可知狊与ε为同阶量，故可把狊ε
犆
１
／λ１
（ε），狊ε犆２

／λ１
（ε）泰勒展开，得到

犐－狊
ε犆１
／λ１ ≈－ελ

－１
１犆１ｌｎ狊，　犐－狊

ε犆２
／λ１ ≈－ελ

－１
１犆２ｌｎ狊．

于是从（４．３）式的第二、三式解得

犐１１ ＝λ１犆
－１
１ 犕５（犜，α）／ｌｎ狊＋犗（ｌｎ

－２狊），
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犐２０ ＝－λ１犆
－１
２ 犕６（犜，α）／ｌｎ狊＋犗（ｌｎ

－２狊）．

若存在α＝α０＝（θ０，λ０），使得 犕７（犜，α０）＝０，犕７λ（犜，α０）≠０，则由隐函数定理知，存在一个

（犽－犾）维曲面λ＝λ（θ０，ε），使当λ＝λ（θ０，ε），０＜ε１时，系统（２．１）在珟Γ０邻近有一条周期

为犜０的周期轨道珟Γε，且

犜０ ＝２犜＋τ＝２犜－λ
－１
１ｌｎ狊＝２犜－λ

－１
１ｌｎ（εδ

－１狌１１犕１（犜，α））＋犗（ε）．

当λ２＜λ１ 时，在（４．３）式中用狊
λ１
（ε）／λ２

（ε）代替狊，则易知当犕１（犜，α）＜０时，犌１＝０有唯一解狊

＝－εδ
－１犕１（犜，α）＋ｈ．ｏ．ｔ．＞０；而当犕１（犜，α）＞０时，犌１＝０无满足狊＞０的解．此时重复

上面的讨论，同样可得到轨道珟Γε的存在性．因此我们得到下述结果

定理４．２　若假设（Ｈ１）－（Ｈ４）成立，λ１≠λ２，则下述结论成立

（１）当λ２＞λ１，狌１１犕１（犜，α）＜０或λ２＜λ１，犕１（犜，α）＞０时，系统（２．１）在珟Γ０ 邻近无１

同宿轨道和１周期轨道；

（２）若存在α＝α０＝（θ０，λ０），使得 犕７（犜，α０）＝０，Ｒａｎｋ犕７λ（犜，α０）＝犾，则存在一个（犽

－犾）维参数曲面λ＝λ（θ０，ε），使当λ＝λ（θ０，ε），０＜ε１，且满足λ２＞λ１，狌１１犕１（犜，α）＞０或

λ２＜λ１，犕１（犜，α）＜０时，系统（２．１）在珟Γ０ 邻近有唯一的一条１周期轨道．
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