
书书书

２００５，２５犃（６）：９２６－９３２

具周期系数的单种群模型及其最优捕获策略

１ 鲁红英　
２ 王克

（１东北财经大学数量经济系　大连１１６０２５）

（２哈尔滨工业大学（威海）数学系　威海２６４２０９）

摘要：该文用一种新的方法，讨论了单种群生物资源的捕获优化问题．以最大的可持续单位时

间捕获量为管理目标，得到一类非自治单种群捕获模型的最优捕获策略，所得结果包括了文献

中研究过的几乎所有单种群捕获模型的相应研究结果．
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１　引言及主要结果简介

如何利用有限的可再生资源，实现其可持续开发和利用，已成为从经济管理学家到生

态学者都在关心的问题，历来受到学术界的重视．如文献［１－５］，描述了许多单种群捕获

模型．文献［６－８］，研究了非自治单种群生态系统的持久性和全局渐近行为．文献［９－

１２］，研究了一些单种群生态系统的优化管理问题．文献［１６－２４］，讨论了自治单种群捕获

模型，以最大可持续捕获量为管理目标，得到了最优捕获策略．但几乎所有的最优捕获策

略，都是在种群的增长方程和生产函数不随着狋变化假定下所得到的，这与客观事实不尽

相符．在现实世界中，情况往往更加复杂，例如由于季节，食物供应，温度等原因，种群的

增长方程和生产函数往往会随着狋变化而变化．如文献［１３－１５］讨论了一些具体的非自治

周期系数的单种群捕获模型，以获得最大可持续捕获量，而得到最优捕获策略．本文研究

的是一般性的具有周期系数的单种群生态系统，推广了种群的增长方程，使其具有一般

化，并且假定生产函数随着狋周期变化，使得捕获方式与客观事实更好的接近．对于这样

推广后的非自治单种群捕获模型，增加了寻找最优捕获努力量的难度．本文在适当的条件

下，得到了最优捕获努力量的显式表达式，所得结果包括了文献中研究过的几乎所有单种

群捕获模型的相应研究结果，使文献［１３，１４，１５，１６，１９，２０，２２，２３，２４，２７］所研究的一些结

果成为本文的特例，并且推广了相应的结果．

２　非自治单种群捕获模型

我们考虑如下的非自治单种群捕获模型
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ｄ狓
ｄ狋
＝犉（狋，狓）－犙（狓，犈（狋））， （１）

其中

犙（狓，犈（狋））＝犈（狋）狓（狋）． （２）

　　狓（狋）是某一具经济和资源价值的种群在时刻狋时的密度，犉（狋，狓）是该种群的自然增长

率，犙（狓，犈（狋））是生产函数，与捕获努力量犈（狋），种群密度狓（狋）有关，犉（狋，狓），犈（狋）是关

于狋的周期为１的周期函数．

系统（１）满足如下基本假设

假设１：犉（狋，狓）在犚＋×犚＋上连续可微．

假设２：存在连续可微的犽（狋）＞０，犉（狋，０）＝犉（狋，犽（狋））＝０，并且犉（狋，狓）＞０，对于０

＜狓＜犽（狋）．

假设３：存在连续可微的ξ（狋）∈（０，犽（狋）），犉（狋，狓）在ξ（狋）取得最大值，且犉（狋，ξ（狋））＞０．

假设４：ξ（狋），犽（狋）是关于狋的周期为１的周期函数，犈（狋）为犚
＋上非负有界的连续函

数．

对于定义在犚＋上连续有界函数犳（狓）引进记号

犳
犝
＝ｓｕｐ｛犳（狓）狘狓∈犚

＋｝，　　犳
犔
＝ｉｎｆ｛犳（狓）狘狓∈犚

＋｝．

３　一致持续生存性

定义３．１
［２６］
　系统（１）是一致持续生存的是指：如果存在正常数犕 和犿，使得对于系统

（１）的任何正解狓（狋）都存在犜＞０，当狋≥犜时有犿≤狓（狋）≤犕，即

犿≤ｌｉｍ
狋→＋∞
ｉｎｆ狓（狋）≤ｌｉｍ

狋→＋∞
ｓｕｐ狓（狋）≤犕．

　　引理３．１　犚＋＝｛狓（狋）｜狓（狋）＞０｝是系统（１）的正不变集．

证　对于任意狋∈［狋０，＋∞）和狓（狋０）∈犚＋，由系统（１）有

狓（狋）＝狓（狋０）ｅｘｐ∫
狋

狋
０

（犉
（狊，狓（狊））

狓（狊）
－犈（狊））ｄ｛ ｝狊

　　当狓（狋０）＞０时，必有狓（狋）＞０．因此系统（１）满足正初值条件的解在有限时间内将保持

恒正，故集合犚＋关于系统（１）是正不变集，证毕． 

根据系统（１）的生态学的意义，本文考虑它的所有正解，此文限于在犚＋中讨论系统

（１），这样要求任意初始值狓０＞０．

设集合犓０＝｛狓∈犚＋｜０＜犿≤狓≤犕｝，其中

犕 ＞
犉犝

犈犔
＝：犕，

０＜犿＜
犉犔

犈犝
＝：犿． （３

烅

烄

烆
）

　　引理３．２　若系统（１）满足假设１－４，则如上定义的集合犓０ 是正不变集且是解的最终

有界区域．

证　设狓（狋）是系统（１）满足正初值条件的一个解，由系统（１）得

狓≤犉
犝
－犈

犔狓＝犈
犔（犉

犝

犈犔
－狓）＝犈

犔（犕
－狓），

由条件（３）得狓｜狓＝犕＜０，所以狓（狋０）≤犕狓（狋）≤犕，狋≥狋０。
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另一方面，若狓（狋０）＞犕，则当狋＞狋０ 充分大时，也可证明狓（狋）≤犕．事实上，若狓（狋）＞

犕，由已知条件有犉犝－犈犔狓＜犉
犝－犈犔犕，可选取犪＞０，使得对狓（狋）＞犕，有

犉犝 －犈
犔犕 ＝犈

犔（犕
－犕）＝－犈

犔（犕－犕）＝－犪＜０．

　　对于狓（狋０）＞ 犕，则存在ε＞０，当狋∈（狋０，ε）时有

狓≤犉
犝
－犈

犔狓＜－犪＜０．

　　即只要狓（狋）＞犕，就有狓（狋）＜－犪＜０，表明狓（狋）以速度犪严格递减，因此存在 珡犜＞狋０≥

０，当狋≥珡犜时，有狓（珡犜）＜狓（狋０）－犪（珡犜－狋０）≤犕，只需 珡犜≥
狓（狋０）－犕
犪

＋狋０ 即可，即狋＞狋０ 充分

大（狋≥珡犜）时，有狓（狋）≤犕．总之无论狓（狋０）≤犕 还是狓（狋０）＞犕，都存在某一个犜（当狓（狋０）≤

犕 时犜≥狋０；当狓（狋０）＞犕 时犜≥珡犜＞狋０），使得当狋≥犜时，有狓（狋）≤犕．

用类似的方法，若狓（狋０）≥犿，则狋≥犜≥狋０ 时，狓（狋）≥犿；

若狓（狋０）＜犿，则当狋＞狋０ 充分大时也可证明：存在犜′≥犜＞狋０，当狋≥犜′时，有狓（狋）≥犿．

定理３．１　若系统（１）满足假设１－４，且满足条件（３），则系统（１）是一致持续生存的．

４　全局渐近稳定性

定义４．１
［２５］称系统（１）是全局渐近稳定的，如果对于它的某个正解狓（狋）有：ａ）狓（狋）在

Ｌｉａｐｕｎｏｖ意义下是稳定；ｂ）对于系统（１）的任何其它正解狓（狋），有ｌｉｍ
狋→＋∞

｜狓（狋）－狓（狋）｜＝

０。

对系统（１）假设下列条件成立。

存在η（狋）∈（０，犽（狋）），有

犉（狋，狌）＞狌（狋）犉狓′（狋，η（狋））， （４）

其中狌（狋）为系统（１）的任意正解．

定理４．１　若系统（１）满足假设１－４，且满足条件（３）和（４），则系统（１）是全局渐近稳

定的．

证　设狌（狋）是系统（１）的某个正解，狓（狋）是系统（１）的任意一个满足正初值条件狓（狋０）

＞０的解，则可令

珘狌（狋）＝ｌｎ狌（狋），　珟狓（狋）＝ｌｎ狓（狋）． （５）

　　根据定理３．１，我们可知系统（１）的每一个满足正初值条件的解在犓０ 中是最终有界的，

即系统（１）是一致持续生存的．不失一般性，我们可假设

狓（狋）∈犓０，　狌（狋）∈犓０，对狋≥狋０．

　　构造Ｌｉａｐｕｎｏｖ函数

犞（狋）＝犞（珟狓（狋），珘狌（狋））＝狘珟狓（狋）－珘狌（狋）狘． （６）

　　沿系统（１）的正解，计算犞（狋）上右导数，得到

犇＋犞（狋）＝ （
狓（狋）

狓（狋）
－
狌（狋）

狌（狋）
）ｓｉｇ狀（狓（狋）－狌（狋））

＝
狌（狋）犉（狋，狓（狋））－狌（狋）犉（狋，狌（狋））＋狌（狋）犉（狋，狌（狋））－狓（狋）犉（狋，狌（狋））

狓（狋）狌（狋）
．

　ｓｉｇ狀（狓（狋）－狌（狋））

＝
狌（狋）犉′狓（狋，狓（狋））（狓（狋）－狌（狋））－犉（狋，狌（狋））（狓（狋）－狌（狋））

狓（狋）狌（狋）
ｓｉｇ狀（狓（狋）－狌（狋））
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＝－
犉（狋，狌（狋））－狌（狋）犉′狓（狋，η（狋））

狓（狋）狌（狋）
狘狓（狋）－狌（狋）狘

＝－犪狘狓（狋）－狌（狋）狘，

其中，η（狋）在狓（狋）与狌（狋）之间

犪＝ ｍｉｎ
狋∈（狋０

，＋∞）
（犉
（狋，狌（狋））－狌（狋）犉′狓（狋，η（狋））

狓（狋）狌（狋）
）＞０，

故 犇＋犞（狋）＜０．

　　由此可知，狌（狋）在Ｌｉａｐｕｎｏｖ意义下是稳定的．犞（狋）是在（狋０，＋∞）上单调递减的，０≤

犞（狋）≤犞（狋０），并且有ｌｉｍ
狋→＋∞
犞（狋）＝犞．

因为狓（狋），狌（狋）在犓０ 中有界，所以珟狓（狋），珘狌（狋）有界．不失一般性可假设存在犕０＞０，有

犕０ ≥ｍａｘ｛狘珟狓（狋）狘，狘珘狌（狋）狘｝．

因为

狘狓（狋）－狌（狋）狘＝狘ｅｘｐ｛珟狓（狋）｝－ｅｘｐ｛珘狌（狋）｝狘＝ｅγ
（狋）
狘珟狓（狋）－珘狌（狋）狘

所以

珦犿狘珟狓（狋）－珘狌（狋）狘≤狘狓（狋）－狌（狋）狘≤珦犿狘珟狓（狋）－珘狌（狋）狘．

　　其中珦犿＝ｅｘｐ｛－犕０｝，珮犕＝ｅｘｐ｛犕０｝，则有

犇＋犞（狋）≤－α珦犿犞（狋）

　　我们可断言犞
＝０，否则犞

＞０，犞（狋）≥犞
＞０，狋≥狋０，所以

犇＋犞（狋）≤－α珦犿犞


那么

犞（狋）≤犞（狋０）－α珦犿犞
狋，　狋≥狋０

　　当狋＞
犞（狋０）

犪珦犿犞
，有

犞（狋）＜０，

　　这是与犞（狋）≥０矛盾，所以．有

ｌｉｍ
狋→＋∞

狘狓（狋）－狌（狋）狘＝０．

　　因此，最终证明了正解狌（狋）是全局渐近稳定的．证毕． 

５　以最大可持续单位时间捕获量为管理目标

在这里，我们不妨假设单位时间捕获量为一年．

定理５．１　设系统（１）满足假设１－４，且满足条件（３）和（４），则系统（１）存在最优捕获

努力量犈（狋），使其能够达到最大可持续年捕获量．

证　设系统（１）的捕获量为犢（犈），相应的周期解为

狓（狋）≡狓
狆
犈（狋）， （７）

则有∫
１

０
犉（狋，狓狆犈（狋））ｄ狋－∫

１

０
犈（狋）狓狆犈（狋）ｄ狋＝０，即为

∫
１

０
犉（狋，狓狆犈（狋））ｄ狋＝∫

１

０
犈（狋）狓狆犈（狋）ｄ狋． （８）

　　以获得最大可持续年捕获量犢
（犈）为管理目标，则有

犢（犈）＝ｍａｘ∫
１

０
犈（狋）狓狆犈（狋）ｄ狋＝ｍａｘ∫

１

０
犉（狋，狓狆犈（狋））ｄ狋． （９）
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　　由假设３可知，犉（狋，狓）在ξ（狋）可以取得最大值，于是

犢（犈）＝∫
１

０
犉（狋，ξ（狋））ｄ狋＝∫

１

０
犈（狋）ξ（狋）ｄ狋． （１０）

　　由假设３及（１０）式知，ξ（狋）为系统（１）的严格正周期解．再由定理４．１知，系统（１）是全

局渐近稳定的．故ξ（狋）是全局渐近稳定的正周期解，而正周期解的全局渐近稳定性蕴含着

周期正解的唯一性，所以ξ（狋）是系统（１）的唯一全局渐近稳定的正周期解，此即为最优种群

水平．把ξ（狋）代入系统（１），得

ξ′（狋）＝犉（狋，ξ（狋））－犈
（狋）ξ（狋），

所以

犈（狋）＝
犉（狋，ξ（狋））－ξ（狋）

ξ（狋）
． （１１）

　　当由（１１）式定义的犈（狋）非负时，就是系统（１）的最优捕获努力量．最优的年捕获为

∫
１

０
犉（狋，ξ（狋））ｄ狋． 

６　应用举例

例１　对于Ｇｉｌｐｉｎ和Ａｙｎａｌａ的自治系统狓（狋）＝狉狓（１－（
狓
犽
）θ）－犈狓（其中狉，犽，）θ均为

正常数）所对应的具有周期系数的非自治单种群捕获模型

狓（狋）＝狉（狋）狓（１－（
狓
犽（狋）

）θ）－犈（狋）狓． （１２）

　　其中狉（狋），犽（狋）为连续可微的１周期函数，θ为正常数，犈（狋）在犚
＋为非负连续有界的

１周期函数．显然，犉（狋，狓）在ξ（狋）＝（
１

１＋θ
）
１
θ犽（狋）取得最大值．故系统（１２）满足假设条件１

－４和（３）、（４）式．根据定理４．１可知，ξ（狋）是唯一的全局渐近稳定的正周期解．由定理５．１

可知系统（１２）存在最优捕获努力量犈（狋），使其能够达到最大可持续年捕获量．

当由（１１）式定义的

犈（狋）＝
θ
１＋θ

狉（狋）－
犽′（狋）

犽（狋）

非负时，就是系统（１２）的最优捕获策略，且最优年捕获量为

犢（犈（狋））＝
θ

（１＋θ）
１＋１／θ∫

１

０
狉（狋）犽（狋）ｄ狋．

　　当θ＝１时，即是文献［１７］中所研究的捕获模型，由定理５．１得

ξ（狋）＝
犽（狋）

２
，犈（狋）＝

１

２
狉（狋）－

犽′（狋）

犽（狋）
．

　　当θ＝１时，狉（狋）＝狉，犽（狋）＝犽，狉，犽是正常数，即是文献［１６］中所研究的捕获模型，由定

理５．１得，ξ＝
犽
２
，犈＝

１

２
狉．

显然，定理５．１推广了文献［１４］［１６］中所研究的相应结果．

例２　对于Ｇｏｍｐｅｒｔｚ自治系统狓（狋）＝狉狓ｌｎ
犽
狓
－犈狓（其中狉，犽均为正常数）所对应的具

有周期系数的非自治单种群捕获模型
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狓（狋）＝狉（狋）狓ｌｎ
犽（狋）

狓
－犈（狋）狓． （１３）

　　其中狉（狋），犽（狋）为连续可微的１周期函数，犈（狋）在犚
＋上为非负连续有界的１周期函

数．显然，犉（狋，狓）在ξ（狋）＝
犽（狋）

犲
取得最大值．故系统（１３）满足假设条件１－４和（３）、（４）式．

根据定理４．１可知，ξ（狋）是唯一的全局渐近稳定的正周期解．由定理５．１可知系统（１３）存

在最优捕获努力量犈（狋），使其能够达到最大可持续年捕获量．

当由（１１）式定义的犈（狋）＝狉（狋）－
犽′（狋）

犽（狋）
非负时，就是系统（１３）的最优捕获策略，且最

优年捕获量为犢（犈（狋））＝
１

犲∫
１

０
狉（狋）犽（狋）。

例３　对于退偿自治系统狓（狋）＝狉狓
犪（１－

狓
犽
）－犈狓（其中狉，犽，犪均为正常数）所对应的具

有周期系数的非自治单种群捕获模型

狓（狋）＝狉（狋）狓
犪（１－

狓
犽（狋）

）－犈（狋）狓． （１４）

　　其中狉（狋），犽（狋）为连续可微的１周期函数，犪≥２为正常数，犈（狋）在犚
＋为非负连续有界

的１周期函数．显然，犉（狋，狓）在ξ（狋）＝
犪
１＋犪

犽（狋）取得最大值．故系统（１４）满足假设条件１

－４和（３）、（４）式．根据定理４．１可知，ξ（狋）是唯一的全局渐近稳定的正周期解．由定理５．１

可知系统（１４）存在最优捕获努力量犈（狋），使其能够达到最大可持续年捕获量．

当由（１１）式定义的

犈（狋）＝狉（狋）
α
α－１

（１＋犪）
犪
（犽（狋））犪－１－

犽′（狋）

犽（狋）

非负时，就是系统（１４）的最优捕获策略，且最优年捕获量为

犢（犈（狋））＝
犪犪

（１＋犪）
１＋犪∫

１

０
狉（狋）犽（狋）ｄ狋．

　　当狉（狋）＝狉，犽（狋）＝犽，狉，犽是正常数，即是文献［２０］［２４］中所研究的捕获模型，由定理

５．１得，ξ＝
犪
１＋犪

犽，犈
＝狉

（犽α）α－
１

（１＋犪）
犪 ．

显然，定理５．１推广了文献［２０］［２４］中所研究的相应结果．

注　本文所得结果，推广了文献中研究过的几乎所有单种群生态系统的相应研究结果，

并且得到了新结果．
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