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具有负指数的犉狌狉狌狋犪型不等式的推广
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摘要：该文首先证明了具有负指数的Ｆｕｒｕｔａ型不等式等价于Ｔａｎａｈａｓｈｉ的不等式，其次证明了

该不等式可以推广为一个保序不等式．
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１　引言

在本文中，犎 是复 Ｈｉｌｂｅｒｔ空间，犎 上的有界线性算子简称算子．犎 上的算子犜 若满

足对任意的狓∈犎，有（犜狓，狓）≥０，则称犜是正算子，记为犜≥０．如果犜是可逆正算子则

称犜 是严格正算子，记为犜＞０．Ｆｕｒｕｔａ在［１］文中证明了下面的不等式

定理犉（Ｆｕｒｕｔａ不等式）　如果犃≥犅≥０，那么对一切狉≥０

（ｉ）（犅
狉
２犃狆犅

狉
２）

１
狇≥（犅

狉
２犅狆犅

狉
２）

１
狇；（ｉｉ）（犃

狉
２犃狆犃

狉
２）

１
狇≥（犃

狉
２犅狆犃

狉
２）

１
狇．

其中 狆≥０，狇≥１且（１＋狉）狇≥狆＋狉．

如果在上述命题（ｉ）或（ｉｉ）中取狉＝０，那么由定理Ｆ我们可以得到下面著名的定理

定理犔犎（Ｌ̈ｏｗｎｅｒＨｅｉｎｚ不等式）　若犃≥犅≥０，则对任意α∈［０，１］，有犃α≥犅α．

对于两个保序的正算子，有下面的具有负指数的Ｆｕｒｕｔａ型不等式

定理犃
［２，３］
　若犃≥犅≥０且犃＞０，则

（Ⅰ）当１≥狆＞狋≥０且狆≥
１

２
时，有犃１－狋≥（犃

－狋
２犅狆犃

－狋
２）

１－狋
狆－狋；

（Ⅱ）当１≥狋＞狆≥０且
１

２
≥狆时，犃

－狋
≥（犃

－狋
２犅狆犃

－狋
２）

－狋
狆－狋；

（Ⅲ）当
１

２
≥狆＞狋≥０时，有犃

２狆－狋≥（犃
－狋
２犅狆犃

－狋
２）

２狆－狋
狆－狋；

（Ⅳ）当１≥狋＞狆≥
１

２
时，有犃２狆－１－狋≥（犃

－狋
２犅狆犃

－狋
２）

２狆－１－狋
狆－狋 ．

在文［６，７，８］中给出了定理Ａ的一些推广．定理Ａ中的（Ⅰ），（Ⅱ），（Ⅲ）及 （Ⅳ）的等

价性可见文［５，４］．在文［３］中还证明了定理Ａ中（Ⅰ），（Ⅱ）及 （Ⅳ）外部指数的最优性．
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最近，Ｔａｎａｈａｓｈｉ在文［３］中给出了下列定理Ｂ

定理犅
［３］
　设犃≥犅＞０，０≤狆≤１，０＜狇≤１且 －１≤２狉≤０．则

（犃狉犅狆犃狉）
１
狇 ≤犃

狆＋２狉
狇 ， （１．１）

只要实数狆，狇，狉满足

－２狉（１－狇）≤狆≤狇－２狉（１－狇） （１．２）

及下面的（１．３）或（１．４）式

１

２
≤狇≤１， （１．３）

０＜狇＜
１

２
　 且 　

－２狉（１－狇）－狇
１－２狇

≤狆≤
－２狉（１－狇）

１－２狇
． （１．４）

　　本文将证明定理Ａ与定理Ｂ都等价于下面的定理１．

定理１　如果犃≥犅≥０且犃＞０，那么

犃θ－狋≥ （犃
－狋
２犅狆犃

－狋
２）

θ－狋
狆－狋 （１．５）

在下面任意一个条件成立时成立

Ｔ１：０≤狋＜狆≤θ≤ｍｉｎ｛２狆，１｝．

Ｔ２：ｍａｘ｛０，２狆－１｝≤θ≤狆＜狋≤１．

Ｔ３：０≤狋＜狆≤１和狋≤θ≤ｍｉｎ｛２狆，１｝．

Ｔ４：０≤狆＜狋≤１和ｍａｘ｛０，２狆－１｝≤θ≤狋．

我们注意如果在（Ｔ１）中取θ＝１，或２狆，在（Ｔ２）中θ＝０，或２狆－１，则均可由定理１可

以推出定理Ａ；反过来可以用一次ＬＨ定理，则由定理Ａ推出定理１．下面我们证明定理１

等价于定理Ｂ，而且它们可以推广为如下的保序不等式

定理２　如果犃１≥犃２≥犅＞０，那么

（犅狉犃α１１犅
狉）

θ＋２狉
α１＋

２狉 ≥ （犅
狉犃α２２犅

狉）
θ＋２狉
α２＋

２狉 （１．６）

在下面任意一个条件成立时成立

（Ⅰ）０≤α２＜－２狉＜α１≤ｍｉｎ｛－４狉，１｝且－２狉≤θ≤ｍｉｎ｛－４狉，１，２α１－α２｝．

（Ⅱ）０≤α２≤α１＜－２狉≤１且ｍａｘ｛α２，２α１－ｍｉｎ｛－４狉，１｝｝≤θ≤－２狉．

（Ⅲ）ｍａｘ｛０，－４狉－１｝≤α１＜－２狉＜α２≤１且 ｍａｘ｛２α１－α２，０，－４狉－１｝≤θ≤－２狉．

（Ⅳ）０≤－２狉＜α１≤α２≤１且－２狉≤θ≤ｍｉｎ｛α２，２α１－ｍａｘ｛０，－４狉－１｝｝．

２　主要结果的证明

为证明上述结果，我们先引述几个引理

引理犃　若犃＞０，犅＞０，则

（犅犃犅）狊 ＝犅犃
１／２（犃１

／２犅犅犃１
／２）狊－１犃１

／２犅，

对任意实数狊都成立 ．

引理犅
［７］
　令犃＞０，犅＞０而且β，狉，α１，α２是满足下列条件的任意实数，α１＋狉≠０，α２＋狉

≠０．那么

（犅
狉
２犃α１犅

狉
２）

β
α１＋

狉 ≥ （犅
狉
２犃α２犅

狉
２）

β
α２＋

狉，

当且仅当 ｛（犃
α２
２犅狉犃

α２
２）

１
２犃α１－α２（犃

α２
２犅狉犃

α２
２）

１
２｝

β
α１＋

狉 ≥ （犃
α２
２犅狉犃

α２
２）

β
α２＋

狉．

为了证明下面的定理，我们把引理Ｂ加强为以下的引理Ｃ
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引理犆　令犃＞０，犅＞０而且β，狉，α１，α２满足下列条件的任意实数α１＋狉≠０，α２＋狉≠０．

那么 （犅
狉
２犃１

α１犅
狉
２）

β
α１＋

狉 ≥ （犅
狉
２犃２

α２犅
狉
２）

β
α２＋

狉，

当且仅当

｛（犃２
α２
２犅狉犃２

α２
２）

１
２犃２

－
α２
２犃１

α１犃２
－
α２
２（犃２

α２
２犅狉犃２

α２
２）

１
２｝

β
α１＋

狉 ≥ （犃２
α２
２犅狉犃２

α２
２）

β
α２＋

狉．

　　证　注意到

（犅
狉
２犃１

α１犅
狉
２）

β
α１＋

狉

＝犅
狉
２犃α１

／２
１ （犃α１

／２
１ 犅

狉犃α１
／２

１ ）
β

α１＋
狉－１犃α１

／２
１ 犅

狉
２　（由引理Ａ）

＝犅
狉
２犃α１

／２
１ ｛犃－α１

／２
１ 犃α２

／２
２ （犃－α２

／２
２ 犅－狉犃－α２

／２
２ ）犃α２

／２
２ 犃

－α１
／２

１ ｝１－
β

α１＋
狉犃α１

／２
１ 犅

狉
２

＝犅
狉
２犃α２

／２
２ （犃－α２

／２
２ 犅－狉犃－α２

／２
２ ）１／２｛（犃－α２

／２
２ 犅－狉犃－α２

／２
２ ）１／２犃α２

／２
２ 犃

－α１
１ 犃

α２
／２

２

·（犃－α２
／２

２ 犅－狉犃－α２
／２

２ ）１／２｝－
β

α１＋
狉（犃－α２

／２
２ 犅－狉犃－α２

／２
２ ）１／２犃α２

／２
２ 犅

狉
２　（由引理Ａ）

＝犅
狉
２犃α２

／２
２ （犃α２

／２
２ 犅

狉犃α２
／２

２ ）－１／２｛（犃α２
／２

２ 犅
狉犃α２

／２
２ ）１／２犃－α２

／２
２ 犃α１１犃

－α２
／２

２

·（犃α２
／２

２ 犅
狉犃α２

／２
２ ）１／２｝

β
α１＋

狉（犃α２
／２

２ 犅
狉犃α２

／２
２ ）－１／２犃α２

／２
２ 犅

狉
２

及 （犅
狉
２犃α２２犅

狉
２）

１＋狉
α２＋

狉 ＝犅
狉
２犃α２

／２
２ （犃α２

／２
２ 犅

狉犃α２
／２

２ ）
β

α２＋
狉－１犃α２

／２
２ 犅

狉
２．

故引理Ｃ得证． 

下面我们证明定理Ｂ和定理１是等价的．

定理犅定理１的证明

（ｉ）假设０≤狋＜狆≤θ≤ｍｉｎ｛２狆，１｝．不妨令狉＝
－狋
２
，狇＝
狆－狋

θ－狋
，则 －１≤２狉≤０，０＜狇≤１，

且由狋θ≤狆θ≤狆－狋＋狋θ可知狋（θ－狆）≤狆（θ－狋）≤狆－狋＋狋（θ－狆）．我们可得

狋（１－
狆－狋

θ－狋
）≤狆≤

狆－狋

θ－狋
＋狋（１－

狆－狋

θ－狋
）．

因此（１．２）式成立．

（ａ）如果狋＋θ≤２狆，那么（１．３）式成立．

（ｂ）如果狋＋θ＞２狆，那么０＜狇＜
１

２
，（２狆－１）（狆－狋）≤（狆－狋）θ≤２狆（狆－狋）．则

狋（θ－狆）－（狆－狋）≤狆（θ＋狋－２狆）≤狋（θ－狆）．

因此（１．４）式成立．

（ｉｉ）假设 ｍａｘ｛０，２狆－１｝≤θ＜狆≤狋≤１．不妨令狉＝
－狋
２
，狇＝

狆－狋

θ－狋
，那么－１≤２狉＜０，

０＜狇≤１，又因为狋θ≥狆θ≥狆－狋＋狋θ可以推得狋（θ－狆）≥狆（θ－狋）≥狆－狋＋狋（θ－狆）．故由θ－狋

＜０，可知

狋（１－
狆－狋

θ－狋
）≤狆≤

狆－狋

θ－狋
＋狋（１－

狆－狋

θ－狋
）．

因此（１．２）式成立．

（ａ）如果θ＋狋≥２狆，那么
１

２
≤狇≤１．

（ｂ）如果θ＋狋＜２狆，那么０＜狇＜
１

２
，（２狆－１）（狆－狋）≥（狆－狋）θ≥２狆（狆－狋），则

狋（θ－狆）－（狆－狋）≥狆（θ＋狋－２狆）≥狋（θ－狆）．

由θ＋狋－２狆＜０，我们可得
－２狉（１－狇）－狇
１－２狇

≤狆≤
－２狉（１－狇）

１－２狇
．因此（１．４）式成立．由定理Ｂ，
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（ｉｉ）得证．

（ｉｉｉ）假设０≤狋＜狆≤１，狋≤θ≤ｍｉｎ｛２狆，１｝．由（ｉ），我们只须证明在狋≤θ≤狆的条件下定

理成立．取θ１ 满足０≤狋＜狆≤θ１≤ｍｉｎ｛２狆，１｝．由（ｉ），我们可得

犃θ１－狋≥ （犃
－狋
２犅狆犃

－狋
２）

θ１－
狋

狆－狋．

因为θ－狋

θ１－狋
∈［０，１］，所以由 Ｌ̈ｏｗｎｅｒＨｅｉｎｚ定理即得（１．５）式．

（ｉｖ）仿照（ｉｉｉ）的证明即得（Ｔ４）． 

定理１定理犅的证明

令狉＝－
狋
２
，狇＝
狆－狋

θ－狋
．

（Ⅰ）假设θ＞狋．由 （１．２）式，我们可得

狋（θ－狆
θ－狋

）≤狆≤
狆－狋＋狋（θ－狆）

θ－狋
．

则得狋θ≤狆θ≤狆－狋＋狋θ．因此，狋≤狆，θ≤１．

（ａ）如果（１．３）式成立，我们可得
θ＋狋
２
≤狆≤θ．由于狋＝狆可以推出狋＝θ．

所以，０≤狋＜狆≤θ≤１，θ≤２狆－狋≤２狆．由定理１的（Ｔ１），（１．１）式得证．

（ｂ）如果（１．４）式成立，我们可得狋＜狆≤
θ＋狋
２
，狋
（θ－狆）－（狆－狋）

θ＋狋－２狆
≤狆≤

狋（θ－狆）

θ＋狋－２狆
．

又θ＋狋－２狆＞０，狆－狋＞０，则２狆－狋≤θ≤２狆．

因此，０≤狋＜狆≤１，狋≤２狆－狋≤θ≤ｍｉｎ｛１，２狆｝．由定理１的（Ｔ３），（１．１）式得证．

（Ⅱ）假设θ＜狋．由（１．２）式，我们知狋θ≥狆θ≥狆－狋＋狋θ．

（ａ）如果（１．３）式成立，则
θ＋狋
２
≥狆≥θ．所以，θ≤狆＜狋≤１，０≤θ，且狋≥２狆－狋≥２狆－１．

由定理１的（Ｔ２）（１．１）式得证．

（ｂ）如果（１．４）式成立，我们可得狋＞狆＞
θ＋狋
２
，狋
（θ－狆）－（狆－狋）

θ＋狋－２狆
≤狆≤

狋（θ－狆）

θ＋狋－２狆
．

由θ＋狋－２狆＜０，狆－狋＜０，则２狆－１≤θ≤２狆．所以，０≤狆＜狋≤１，ｍａｘ｛０，２狆－１｝≤θ＜

狋．又由定理１的（Ｔ４），（１．１）式得证． 

定理２的证明　（Ⅰ）不妨设θ１＝ｍｉｎ｛－４狉，１｝，则０≤α２＜－２狉≤θ１．由定理１的

（Ｔ１），可得

（犃２
－
α２
２犅－２狉犃２

－
α２
２）

θ１－α２
－２狉－α２ ≤犃２

θ１－α２． （２．１）

记 犡＝ （犃２
α２
２犅２狉犃２

α２
２）

α２－θ１
２狉＋α２．

又由０≤α２＜α１＜θ１≤ｍｉｎ｛２α１，１｝和定理１的（Ｔ１）对犃２
－１
≥犃１

－１，可得

犃２
θ１－α２ ≤ （犃２

－α２
２犃１

α１犃２
－α２
２ ）

θ１－α２
α１－α２．

记犢＝（犃２
－α２
２ 犃１

α１犃２
－α２
２ ）

α２
－θ１

α１
－α２，则犢≤犡．令犚＝

α２＋２狉

α２－θ１
，犘＝

α２－α１

α２－θ１
，θ２＝

α２－θ

α２－θ１
．那么由α２

＜－２狉＜α１≤θ１可得０＜犚＜犘≤１，又由 －２狉≤θ≤ｍｉｎ｛２α１－α２，θ１｝可得犚≤θ２≤ｍｉｎ｛２犘，

１｝．由（Ⅰ），可得０＜犚＜犘≤１，犚≤θ２≤ｍｉｎ｛２犘，１｝．由定理１的（Ｔ３），可知

（犡
－犚
２犢犘犡

－犚
２ ）

θ２－
犚

犘－犚 ≤犡
θ２－犚．

所以
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｛（犃２
α２
２犅２狉犃２

α２
２）

１
２犃２

－α２
２犃１

α１犃２
－α２
２ （犃２

α２
２犅２狉犃２

α２
２）

１
２｝

θ＋２狉
α１＋

２狉 ≥ （犃２
α２
２犅２狉犃２

α２
２）

θ＋２狉
α２＋

２狉． （２．２）

由（２．２）式和引理Ｃ，即得（１．６）式．

（Ⅱ）令θ１＝ｍｉｎ｛－４狉，１｝，则０≤α２＜－２狉≤θ１．由定理１的（Ｔ１），可得

（犃１
－
α２
２犅－２狉犃１

－
α２
２）

θ１－α２
－２狉－α２ ≤犃１

θ１－α２．

记 犡＝ （犃１
α２
２犅２狉犃１

α２
２）

α２－θ１
２狉＋α２ ≥犃１

α２－θ１ ＝犢． （２．３）

记犚＝
α２＋２狉

α２－θ１
，犘＝

α２－α１

α２－θ１
，θ２＝

α２－θ

α２－θ１
．则α２＜α１＜－２狉≤θ１ 可得０≤犘＜犚≤１，ｍａｘ｛α２，２α１

－θ１｝≤θ≤－２狉可得 ｍａｘ｛０，２犘－１｝≤θ２≤犚．因此定理１的 （Ｔ４）的条件得以满足，则

（犡
－犚
２犢犘犡

－犚
２ ）

θ２－
犚

犘－犚 ≤犡
θ２－犚．

所以

｛（犃１
α２
２犅２狉犃１

α２
２）

１
２犃１

α１－α２（犃１
α２
２犅２狉犃１

α２
２）

１
２｝

θ＋２狉
α１＋

２狉 ≥ （犃１
α２
２犅２狉犃１

α２
２）

θ＋２狉
α２＋

２狉． （２．４）

由（２．４）式和引理Ｂ，可得

（犅狉犃１
α１犅狉）

θ＋２狉
α１＋

２狉 ≥ （犅
狉犃１

α２犅狉）
θ＋２狉
α２＋

２狉． （２．５）

因为０≤
θ＋２狉

α２＋２狉
≤１，０≤α２≤１，由ＬＨ定理和（２．５）式可得（１．６）式．

（Ⅲ）若θ１＝ｍａｘ｛－４狉－１，０｝，则θ１≤θ≤－２狉＜α２≤１．由定理１的（Ｔ２），即得（２．１）

式．又由 ｍａｘ｛０，２α１－１｝≤θ１≤α１＜α２≤１和定理１的（Ｔ２）对犃２
－１
≥犃１

－１，可得

犃２
θ１－α２ ≤ （犃２

－α２
２犃１

α１犃２
－α２
２ ）

θ１－α２
α１－α２．

此处若犡，犢 的记法和（Ⅰ）一样，则犢≤犡．令犚，犘 和θ２的记法也和（Ⅰ）一样，则由α２＞

－２狉＞α１≥θ１ 可以推得０＜犚＜犘≤１，－２狉≥θ≥ｍａｘ｛２α１－α２，θ１｝可以推得犚≤θ２≤ｍｉｎ

｛２犘，１｝．由定理２的条件（Ⅲ）得，０＜犚＜犘≤１，且犚≤θ２≤ｍｉｎ｛２犘，１｝．由定理１的（Ｔ３），

（２．２）式得证，由（２．２）式和引理Ｃ，又可得 （１．６）式．

（Ⅳ）不妨设θ１＝ｍａｘ｛－４狉－１，０｝，则 ｍａｘ｛－４狉－１，０｝＝θ１≤θ≤－２狉＜α２≤１．由定

理１的（Ｔ２），得（２．３）式．同上此处犡 ，犢 的记法和（Ⅱ）一样，则犢≤犡．令犚，犘和θ２的记

法同（Ⅱ），则由θ１≤－２狉＜α１≤α２ 可以推得０≤犘＜犚≤１，－２狉≤θ≤ｍｉｎ｛α２，２α１－θ１｝可

以推得 ｍａｘ｛０，２犘－１｝≤θ２≤犚．由定理１的（Ｔ４），又可推出（２．４）式，由（２．４）式和引理Ｂ，

可得（２．５）式．又因０≤
θ＋２狉

α２＋２狉
≤１，０≤α２≤１，由ＬＨ定理和（２．５）式，得（１．６）式． 

注　我们说定理２是定理１的推广．若在定理２中取犃１＝犃２＝犃．如果在（Ⅰ）（或

（Ⅲ））中令α１＝θ，狉＝
－狆
２
，α２＝狋．则由（Ⅰ）（或（Ⅲ））可得（Ｔ１）（或（Ｔ２）），（１．６）式可以推出

犅
－狆
２犃θ犅

－狆
２ ≥ （犅

－狆
２犃狋犅

－狆
２）

θ－狆
狋－狆，

再由引理Ａ，得 （１．５）式．

如果在（Ⅱ）中取α２＝０，α１＝狆，狉＝
－狋
２
．则（Ⅱ）变为０≤狆＜狋≤１且 ｍａｘ｛０，２狆－

ｍｉｎ｛２狋，１｝｝≤θ≤狋．而由０≤狆＜狋≤１得，ｍａｘ｛０，２狆－ｍｉｎ｛２狋，１｝｝＝ｍａｘ｛０，２狆－１｝．所以我

们说，（Ⅱ）等价于（Ｔ４），且（１．６）式等价于

（犅
－狋
２犃狆犅

－狋
２）

θ－狋
狆－狋 ≥犅

θ－狋， （２．６）

因此，由犅－１
≥犃

－１
＞０和（２．６）式可得（１．５）式．
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如果在（Ⅳ）中取α２＝１，狉＝－
狋
２
，α１＝狆．则得０≤狋＜狆≤１和狋≤θ≤ｍｉｎ｛１，２狆－

ｍａｘ｛０，２狋－１｝｝．而由０≤狋＜狆≤１得，ｍｉｎ｛１，２狆－ｍａｘ｛０，２狋－１｝｝＝ｍｉｎ｛２狆，１｝．所以我们

说，（Ⅳ）等价于（Ｔ３），（１．６）式可以推出

（犅
－狋
２犃狆犅

－狋
２）

θ－狋
狆－狋 ≥ （犅

－狋
２犃犅

－狋
２）

θ－狋
１－狋 ≥犅

θ－狋． （２．７）

因此，由犅－１
≥犃

－１
＞０和（２．７）式可得（１．５）式．

推论　如果犃１≥犃２≥犅＞０，那么（１．６）式在下面任一条件成立时成立

（１）－
１

２
≤狉≤－

１

４
，０≤α２＜－２狉＜α１≤１且－２狉≤θ≤ｍｉｎ｛１，２α１－α２｝．

（２）－
１

２
≤狉≤－

１

４
，０≤α２≤α１＜－２狉≤１且ｍａｘ｛α２，２α１－１｝≤θ≤－２狉．

（３）－
１

４
≤狉≤０，０≤α１＜－２狉＜α２≤１且ｍａｘ｛２α１－α２，０｝≤θ≤－２狉．

（４）－
１

４
≤狉≤０，０≤－２狉＜α１≤α２≤１且 －２狉≤θ≤ｍｉｎ｛α２，２α１｝．
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