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关于犅犪狀犪犮犺空间中渐近非扩张型半群的不动点的存在性


曾六川
（上海师范大学数学系　上海２００２３４）

摘要：设犆是具有弱一致正规结构的Ｂａｎａｃｈ空间犡的非空弱紧凸子集，犜＝｛犜（狋）：狋∈犛｝是渐

近非扩张型半群，且每个犜（狋）在犆上连续．该文证明了如下结论：（ｉ）若犡 是一致凸的，则

犉（犜）非空；（ｉｉ）若犜＝｛犜（狋）：狋∈犛｝满足ｌｉｍｉｎｆ
犛　

∈

狋→∞
‖犜（狋）‖ ＜＋∞，且在犆上弱渐近正则，则

犉（犜）非空，其中，‖犜（狋）‖ 是犜（狋）的精确的Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ常数，犉（犜）是犜（狋），狋∈犛的所有公共

不动点之集．
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１　引言

设犡是一Ｂａｎａｃｈ空间，但非Ｓｃｈｕｒ空间，即Ｘ中序列的强收敛与弱收敛不一致．Ｂｙ

ｎｕｍ
［１］定义了如下犡的弱收敛序列系数

犠犆犛（犡）∶＝ｉｎｆ
犃（｛狓狀｝）

ｉｎｆ｛ｌｉｍｓｕｐ
狀→∞

‖狓狀－狔‖：狔∈ｃｏ（｛狓狀｛ ｝｝）｝
，

其中，前一个下确界是在犡中的全体弱（但非强）收敛序列｛狓狀｝上取的，ｃｏ（犃）表子集犃犡
的凸闭包，犃（｛狓狀｝）是｛狓狀｝的渐近直径，即数ｌｉｍ

狀→∞

（ｓｕｐ｛‖狓犻－狓犼‖：犻，犼≥狀｝）．易见，１≤

犠犆犛（犡）≤２．据文［２］，当犠犆犛（犡）＞１时，Ｂａｎａｃｈ空间犡 称为具有弱一致正规结构．回

顾到［１］，若犠犆犛（犡）＞１，则犡具有弱正规结构．据此即知，犡的任何满足ｄｉａｍ（犆）＞０的非

空凸弱紧子集犆必有非直径点，即，存在狕∈犆使得ｓｕｐ｛‖狕－狓‖：狓∈犆｝＜ｄｉａｍ（犆）．已熟

知，系数犠犆犛（犡）在不动点理论中发挥了重要作用．

设犆是Ｂａｎａｃｈ空间犡的非空子集，则映象犜：犆→犆称为Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ映象，若对每个自

然数狀≥１，存在常数犽狀＞０使得‖犜
狀狓－犜狀狔‖≤犽狀‖狓－狔‖，狓，狔∈犆．当犽狀＝１，狀≥１

时，Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ映象犜：犆→犆称为非扩张映象；当ｌｉｍ
狀→∞
犽狀＝１时，Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ映象犜：犆→犆称为渐

近非扩张映象．

设犡是一Ｂａｎａｃｈ空间，犜：犆→犆．用符号 ‖犜‖ 表犜 的精确的Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ常数，即

‖犜‖ ＝ｓｕｐ｛‖犜狓－犜狔‖／‖狓－狔‖：狓，狔∈犆，狓≠狔｝．易见，对任何渐近非扩张映象

犜：犆→犆，有ｌｉｍｉｎｆ
狀∞

‖犜
狀
‖ ≤１．


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设犡是一Ｂａｎａｃｈ空间．又回顾到
［３］，犡的 Ｍａｌｕｔａ常数犇（犡）定义如下

犇（犡）∶＝ｓｕｐ
ｌｉｍｓｕｐ

狀→∞
犱（狓狀＋１，ｃｏ（狓１，狓２，…，狓狀））

ｄｉａｍ（｛狓狀
烅
烄

烆
烍
烌

烎
｝）

，

其中，上确界是在犡中的全体有界非常数序列｛狓狀｝上取的．当犇（犡）＜１时，犡是自反的Ｂａ

ｎａｃｈ空间，且犇（犡）＝
１

犠犆犛（犡）
．而且，已知

［３］，当犇（犡）＜１时，犡 具有正规结构．因此，据

Ｋｉｒｋ的经典的不动点定理
［４］，犡具有非扩张映象的不动点性质．不过，还不清楚，当犇（犡）＜

１时，犡是否具有渐近非扩张映象的不动点性质．这是一个公开的问题．１９９４年，Ｌｉｍ 与

Ｘｕ
［５］对此公开问题提供了两个部分答案．

定理１．１
［５，定理５］

　设犡是满足犇（犡）＜１的各向一致凸的Ｂａｎａｃｈ空间，犆是犡 的非空

有界闭凸子集，则当犜：犆→犆是渐近非扩张映象时，犜在犆中有不动点．

定理１．２
［５，定理４］

　设犡是满足犇（犡）＜１的Ｂａｎａｃｈ空间，犆是犡 的非空有界闭凸子集，

犜：犆→犆是渐近非扩张映象．另外，还设犜在犆 上是弱渐近正则的，即狑－ｌｉｍ
狀→∞

（犜狀狓－犜狀＋１

狓）＝０，狓∈犆．则犜在犆中有不动点．

今回顾一下Ｂａｎａｃｈ空间犡中自映象半群的概念．设犆是Ｂａｎａｃｈ空间犡 的非空子集，

犛是［０，∞）的无界子集，满足条件：当狋，犺∈犛时，狋＋犺∈犛；当狋，犺∈犛且狋＞犺时，狋－犺∈犛．

例如，犛＝［０，∞）或犛＝犖，非负整数集．设犜＝｛犜（狋）：狋∈犛｝是一个单参数的犆到自身的映

象族，则犜称为犆上的一个（单参数）半群，如果犜满足下列条件

（１）犜（０）狓＝狓，狓∈犆；

（２）犜（狋＋狊）狓＝犜（狋）犜（狊）狓，狋，狊∈犛，狓∈犆；

（３）对每个狓∈犆，当犛被赋予［０，∞）的相对拓扑时，映犛入犆的映象狊→犜（狊）狓连续．

犆上半群犜＝｛犜（狋）：狋∈犛｝称为

（ａ）非扩张的，若‖犜（狋）狓－犜（狋）狔‖≤‖狓－狔‖，狓，狔∈犆，狋∈犛；

（ｂ）渐近非扩张的
［６］（也见文［１９］），若对每个狋∈犛，存在正数犽狋＞０使得

‖犜（狋）狓－犜（狋）狔‖ ≤犽狋‖狓－狔‖，狓，狔∈犆，其中 ｌｉｍ
犛　

∈

狋→∞
犽狋＝１；

　　（ｃ）渐近非扩张型的
［６］，若对每个狓∈犆

ｌｉｍｓｕｐ
犛　

∈

狋→∞

（ｓｕｐ
狔∈犆

（‖犜（狋）狓－犜（狔）‖－‖狓－狔‖））≤０．

　　值得注意的是，犆上渐近非扩张型半群犜＝｛犜（狋）：狋∈犛｝的离散情形是下列情形［７］映

象犜：犆→犆称为渐近非扩张型的，若对每个狓∈犆

ｌｉｍｓｕｐ
狀→∞

｛ｓｕｐ
狔∈犆

［‖犜
狀狓－犜

狀
狔‖－‖狓－狔‖］｝≤０．

　　易见，（ａ）（ｂ）（ｃ），且两个蕴涵关系皆真（见［７，第１１２页］）．还回顾到，犆上半群

犜＝｛犜（狋）：狋∈犛｝称为在犆上是（弱）渐近正则的（见文［８］或［１１］），若

（狑－ ｌｉｍ
犛　

∈

狋→∞

（犜（狋＋犺）狓－犜（狋）狓）＝０），　 ｌｉｍ
犛　

∈

狋→∞
‖犜（狋＋犺）狓－犜（狋）狓‖ ＝０，

对每个狓∈犆及犺∈犛．显然，若半群犜＝｛犜（狋）：狋∈犛｝在犆上是渐近正则的，则它也在犆上

是弱渐近正则的．对每个狋∈犛，令

‖犜（狋）‖ ∶＝ｓｕｐ
‖犜（狋）狓－犜（狋）狔‖

‖狓－狔‖
：狓，狔∈犆，狓≠｛ ｝狔 ．

则 ‖犜（狋）‖ 称为犜（狋）的精确的Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ常数．我们用犉（犜）表犜（狋），狋∈犛的所有公共不

动点之集，即犉（犜）＝｛狓∈犆：犜（狊）狓＝狓，狊∈犛｝．

最近，几位作者已研究了Ｂａｎａｃｈ空间中渐近正则半群的不动点的存在性；见文［８，１１，

１２，１３］．本文致力于把定理１．１与定理１．２推广到渐近非扩张型半群情况的研究．
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２　预备知识

本文始终假设（犡，‖·‖）是一Ｂａｎａｃｈ空间，但非Ｓｃｈｕｒ空间，即犡中序列的强收敛与

弱收敛不一致．最近，ＪｉｍｅｎｅｚＭｅｌａｄｏ
［１０］引入了如下Ｂａｎａｃｈ空间Ｘ的ＧＧＬＤ性质：犡 称为

具有ＧＧＬＤ性质，若当｛狓狀｝是弱零序列且ｌｉｍ
狀→∞
‖狓狀‖＝１时，犇［（狓狀）］＞１，其中

犇［（狓狀）］＝ｌｉｍｓｕｐ
犿→∞

ｌｉｍｓｕｐ
狀→∞

‖狓狀－狓犿‖．

他也定义了犡的系数β（犡）：β（犡）＝ｉｎｆ｛犇［（狓狀）］：狑－ｌｉｍ
狀→∞
狓狀＝０，‖狓狀‖→１｝．

后面，我们将用到下述文［１４］中的结果．

引理２．１
［１４，定理１］

　设犡是一Ｂａｎａｃｈ空间，而非Ｓｃｈｕｒ空间，则

（ｉ）犡具有ＧＧＬＤ性质，当且仅当ｌｉｍｓｕｐ
狀→∞

‖狓狀－狓∞‖＜犃（｛狓狀｝），其中，｛狓狀｝是犡 中

弱（非强）收敛序列，其极限为狓∞．

（ｉｉ）β（犡）＝犠犆犛（犡）．

在文［１４］中，ＤｏｍｉｎｇｕｅｚＢｅｎａｖｉｄｅｓＴ等人已证，每个Ｊａｍｅｓ空间（犑，‖·‖犼）（犼＝１，

２，３）都具有弱一致正规结构．而且，犠犆犛（犑，‖·‖犼） 槡＝ ２（犼＝１，２），犠犆犛（犑，‖·‖３）＝
（３／２）１

／２．值得注意的是，不自反的Ｊａｍｅｓ空间（犑，‖·‖犑）（犑＝１，２）同Ｈｉｌｂｅｒｔ空间一样具

有相同的犠犆犛值．今回顾一下Ｅｄｅｌｓｔｅｉｎ
［１５］引入的渐近中心的概念．设犆是Ｂａｎａｃｈ空间犡

的非空闭凸子集，｛狓狋：狋∈犛｝是犡中的一个有界的元素族，则｛狓狋：狋∈犛｝关于犆的渐近半径与

渐近中心分别是数狉犆（｛狓狋｝）＝ｉｎｆ
狔∈犆

（ｌｉｍｓｕｐ
犛　

∈

狋→∞
‖狓狋－狔‖）与集（可能空的）

犃犆（｛狓狋｝）＝ ｛狔∈犆：ｌｉｍｓｕｐ
犛　

∈

狋→∞
‖狓狋－狔‖ ＝狉犆（｛狓狋｝）｝．

　　回顾到，犡的凸性模是定义如下的［０，２］上的函数δ犡

δ犡（ε）∶＝ｉｎｆ｛１－‖狓＋狔‖／２：狓，狔∈犅犡，‖狓－狔‖ ≥ε｝，

其中，犅犡 是犡 的闭单位球．犡称为一致凸的，若δ犡（ε）＞０，ε∈（０，２］．也回顾到，Ｂａｎａｃｈ

空间犡称为各向一致凸的（简记ＵＣＥＤ），若对每个ε＞０及狕∈犡，‖狕‖＝１，有

δ犡（ε，狕）∶＝ｉｎｆ｛１－‖狓＋狔‖／２：狓，狔∈犅犡，狓－狔＝狋狕，狘狋狘≥ε｝＞０．

已熟知，当犡是一致凸的Ｂａｎａｃｈ空间时，犡是自反且各向一致凸的Ｂａｎａｃｈ空间．我们提醒

读者注意如下事实（见［５，第１３５４页］）：在各向一致凸的Ｂａｎａｃｈ空间中，任何有界序列关

于非空弱紧凸子集的渐近中心仅由一点组成．另外，已有下列结论

引理２．２
［１６，Ｐ４０１］

　设犆是Ｂａｎａｃｈ空间犡的非空闭凸子集，且｛狓狋：狋∈犛｝是犡 的一个有

界的元素族，则有

（ｉ）当犡是自反的Ｂａｎａｃｈ空间时，犃犆（｛狓狋｝）是犆的非空有界闭凸子集；

（ｉｉ）当犡是一致凸的Ｂａｎａｃｈ空间时，犃犆（｛狓狋｝）由一点组成．

通过仔细地分析［８，定理３．２］的证明，我们有下列结论

引理２．３　设犡 是一满足犠犆犛（犡）＞１的Ｂａｎａｃｈ空间，犆是犡 的非空凸弱紧子集，

犜＝｛犜（狋）：狋∈犛｝是犆上的渐近正则半群，满足ｌｉｍｉｎｆ
犛　

∈

狋→∞
‖犜（狋）‖ ＝犽＜∞．则存在正序列

｛狋狀｝犛及非空闭凸可分子集犆０犆，满足

（１）ｌｉｍｉｎｆ
犛　

∈

狋→∞
‖犜（狋）‖ ＝犽＝ｌｉｍ

狀→∞
‖犜（狋狀）‖ ，其中狋狀→∞（狀→∞）；

（２）犆０ 在每个犜（狋狀）之下是不变的，即，犜（狋狀）犆０犆０，狀≥１；

（３）对每个狓∈犆０，序列｛犜（狋狀）狓｝弱收敛．

引理２．４
［１４，定理３］

　设犡 是具有弱一致正规结构的Ｂａｎａｃｈ空间，犆是犡 的非空弱紧凸
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子集，犜：犆→犆是非扩张映象，则犜有迭代不动点．

注２．１　在引理２．４中，犜有迭代不动点，是指可构造一个序列，强收敛到犜的不动点．

最后，本节提醒读者又注意下列事实：符号ω狑（狓）表半群犜＝｛犜（狋）：狋∈犛｝在点狓的弱

ω极限集，即，集｛狔∈犡：狔＝狑－ｌｉｍ
狋
α→∞
犜（狋α）狓，对某个子网｛狋α｝犛｝．

在本文的剩下部分里，总假设犡的犠犆犛（犡）系数大于１．

３　没有（弱）渐近正则性的渐近非扩张型半群

定理３．１　设犡是一致凸的Ｂａｎａｃｈ空间，犆是犡 的非空有界闭凸子集，犜＝｛犜（狋）：狋∈

犛｝是犆上的渐近非扩张型半群．如果每个犜（狋）在犆上连续，则犉（犜）≠．

证　由于犡是一致凸的Ｂａｎａｃｈ空间，故犡必是自反的．因而，犆是犡 的非空弱紧凸子

集．下面，用犉表犆的所有具有下列性质的非空闭凸子集犓 之族

狓∈犓ω狑（狓）犓， （３．１）

其中，ω狑（狓）是犜在点狓的弱ω极限集，即，集

｛狕∈犡：狕＝狑－ｌｉｍ
狋
α→∞
犜（狋α）狓，对某个子网｛狋α｝犛｝．

则犉按包含关系成为一个非空序集．于是，由Ｚｏｒｎ引理得知，犉中必有极小元犓．

今证，存在某个狉≥０使得

狉狓（狔）＝狉，　狓，狔∈犓， （３．２）

其中，狉狓 是定义如下的泛函：狉狓（狔）＝ｌｉｍｓｕｐ
犛　

∈

狋→∞
‖犜（狋）狓－狔‖，狔∈犡．

事实上，对每个犮≥０，定义犓犮（狓）＝｛狔∈犓：狉狓（狔）≤犮｝．

先断言，狉狓（·）是犡上的连续凸泛函．事实上，易见，狉狓（·）在犡 上是凸的．由于对一切

狔，狕∈犡，‖犜（狋）狓－狔‖－‖犜（狋）狓－狕‖ ≤‖狓－狔‖，故得

狉狓（狕）－‖狔－狕‖ ≤狉狓（狔）≤狉狓（狕）＋‖狔－狕‖．

因此，｜狉狓（狔）－狉狓（狕）｜≤‖狔－狕‖．从而，推得狉狓（·）在犡 上是连续的．则犓犮（狓）是闭凸

的．

再断言，狉狓（·）在犡 上是弱下半连续的．事实上，设｛狓狀｝弱收敛到狓，则可选取一序列

｛狋犿′｝犛使得ｌｉｍ
犿′→∞
‖犜（狋犿′）狓－狓‖＝ｌｉｍｓｕｐ

犛　

∈

狋→∞
‖犜（狋）狓－狓‖＝狉狓（狓）．

由于泛函ｌｉｍｓｕｐ
犿′→∞

‖犜（狋犿′）狓－狔‖关于狔∈犡是弱下半连续的，故有

狉狓（狓）＝ｌｉｍｓｕｐ
犿′→∞

‖犜（狋犿′）狓－狓‖ ≤ｌｉｍｉｎｆ
狀→∞

ｌｉｍｓｕｐ
犿′→∞

‖犜（狋犿′）狓－狓狀‖

≤ｌｉｍｉｎｆ
狀→∞

ｌｉｍｓｕｐ
犛　

∈

狋→∞
‖犜（狋）狓－狓狀‖ ＝ｌｉｍｉｎｆ

狀→∞
狉狓（狓狀）．

　　设狔∈犓犮（狓），狕∈ω狑（狔），则选取序列｛狊犼｝犛使得，｛犜（狊犼）狔｝弱收敛到狕．于是，由

狉狓（·）的弱下半连续性得知

狉狓（狕）≤ｌｉｍｉｎｆ
犼→∞

狉狓（犜（狊犼）狔）≤ｌｉｍｓｕｐ
犛　

∈

狊→∞
狉狓（犜（狊）狔）

＝ｌｉｍｓｕｐ
犛　

∈

狊→∞

（ｌｉｍｓｕｐ
犛　

∈

狋→∞
‖犜（狋）狓－犜（狊）狔‖）

＝ｌｉｍｓｕｐ
犛　

∈

狊→∞

（ｌｉｍｓｕｐ
犛　

∈

狋→∞

（‖犜（狊）犜（狋－狊）狓－犜（狊）狔‖

－‖犜（狋－狊）狓－狔‖＋‖犜（狋－狊）狓－狔‖））

≤ｌｉｍｓｕｐ
犛　

∈

狊→∞

（ｌｉｍｓｕｐ
犛　

∈

狋→∞

（ｓｕｐ
狕∈犆

（‖犜（狊）狔－犜（狊）狕‖－‖狔－狕‖）
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＋‖犜（狋－狊）狓－狔‖））

≤ｌｉｍｓｕｐ
犛　

∈

狋→∞
‖犜（狋）狓－狔‖ ＝狉狓（狔）．

据此推得，当犓犮（狓）≠时，用犓犮（狓）取代犓，则犓犮（狓）具有性质（３．１）．于是，由犓 的极小

性，有犓犮（狓）＝犓．由此得知，泛函狉狓（狔）在每点狔∈犓 皆为常数狉狓．今验证，该常数狉狓 实际

上与点狓∈犓 无关．此可由如下推理得知

狉狓 ＝狉狓（狕）＝ｌｉｍｓｕｐ
犛　

∈

狋→∞
‖犜（狋）狓－狕‖ ≤ｌｉｍｓｕｐ

犛　

∈

狋→∞

（ｌｉｍｓｕｐ
犛　

∈

狊→∞
‖犜（狋）狓－犜（狊）狔‖）

≤ｌｉｍｓｕｐ
犛　

∈

狊→∞
‖犜（狊）狔－狓‖ ＝狉狔（狓）＝狉狔，

其中，狓，狔∈犓 且狕∈ω狑（狔）犓．

另一方面，因犡是一致凸的，故由引理２．２即知，对每个狓∈犓，渐近中心

犃犓（｛犜（狋）狓｝）＝ ｛狔∈犓：ｌｉｍｓｕｐ
犛　

∈

狋→∞
‖犜（狋）狓－狔‖ ＝狉犓（｛犜（狋）狓｝）｝

是一单点集，其中狉犓（｛犜（狋）狓｝）＝ｉｎｆ
狔∈犓

（ｌｉｍｓｕｐ
犛　

∈

狋→∞
‖犜（狋）狓－狔‖）．据（３．２）即得犃犓（｛犜（狋）狓｝）＝

犓．可见，犓 仅由一点组成，记犓＝｛狓０｝．注意到，犓 具有性质（３．１）．从而推得，网｛犜（狋）狓０：

狋∈犛｝弱收敛到狓０．

下证，网｛犜（狋）狓０：狋∈犛｝强收敛到狓０．事实上，选取一正数列｛狋狀｝犛，满足条件：｛狋狀｝单

调递增到＋∞且狉＝ｌｉｍｓｕｐ
犛　

∈

狋→∞
‖犜（狋）狓０－狓０‖＝ ｌｉｍ

犛　

∈

狀→∞
‖犜（狋狀）狓０－狓０‖．

显见，序列｛犜（狋狀）狓０｝弱收敛到狓０．由于对一切自然数犿，狀，当犿＞狀时，由范数‖·‖
的弱下半连续性，有

‖犜（狋犿）狓０－犜（狋狀）狓０‖

≤（‖犜（狋狀）狓０－犜（狋狀）（犜（狋犿－狋狀）狓０）‖－‖狓０－犜（狋犿－狋狀）狓０‖）

＋‖狓０－犜（狋犿－狋狀）狓０‖

≤ｓｕｐ
狔∈犆

（‖犜（狋狀）狓０－犜（狋狀）狔‖－‖狓０－狔‖）＋‖狓０－犜（狋犿－狋狀）狓０‖， （３．３）

所以，在（３．３）的两边取ｌｉｍｓｕｐ
犛　

∈

犿→∞

，即得

　ｌｉｍｓｕｐ
犿→∞

‖犜（狋犿）狓０－犜（狋狀）狓０‖

≤ｓｕｐ
狔∈犆

（‖犜（狋犿）狓０－犜（狋狀）狔‖－‖狓０－狔‖）＋ｌｉｍｓｕｐ
犿→∞

‖狓０－犜（狋犿－狋狀）狓０‖

≤ｓｕｐ
狔∈犆

（‖犜（狋狀）狓０－犜（狋狀）狔‖－‖狓０－狔‖）＋ｌｉｍｓｕｐ
犛　

∈

狋→∞
‖狓０－犜（狋）狓０‖

＝ｓｕｐ
狔∈犆

（‖犜（狋狀）狓０－犜（狋狀）狔‖－‖狓０－狔‖）＋ｌｉｍ
犿→∞
‖狓０－犜（狋犿）狓０‖．

于是，有

　犇（｛犜（狋犿）狓０｝）

＝ｌｉｍｓｕｐ
狀→∞

（ｌｉｍｓｕｐ
犿→∞

‖犜（狋犿）狓０－犜（狋狀）狓０‖）

≤ｌｉｍｓｕｐ
狀→∞

（ｓｕｐ
狔∈犆

（‖犜（狋狀）狓０－犜（狋狀）狔‖－‖狓０－狔‖））＋ｌｉｍ
犿→∞
‖狓０－犜（狋犿）狓０‖

≤ｌｉｍｓｕｐ
犛　

∈

狋→∞

（ｓｕｐ
狔∈犆

（‖犜（狋）狓０－犜（狋）狔‖－‖狓０－狔‖））＋ｌｉｍ
犿→∞
‖狓０－犜（狋犿）狓０‖

≤ｌｉｍ
犿→∞
‖狓０－犜（狋犿）狓０‖ ＝狉． （３．４）

　　为了证狉＝ｌｉｍ
犿→∞
‖狓０－犜（狋犿）狓０‖＝０，先证

狉≤犠犆犛（犡）
－１犇［（犜（狋犿）狓０）］． （３．５）

事实上，当狉＝０时，（３．５）成立．设狉≠０，则定义序列｛狔犿｝如下：狔犿＝（犜（狋犿）狓０－狓０）／狉，
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犿≥１．易见，‖狔犿‖→１（犿→∞）且狑－ｌｉｍ
犿→∞
狔犿＝０．于是，由引理２．１即得

犠犆犛（犡）＝β（犡）＝ｉｎｆ｛犇［（狓狀）］：狑－ｌｉｍ
狀→∞
狓狀 ＝０，‖狓狀‖ →１｝

≤犇［（狔犿）］＝ｌｉｍｓｕｐ
犼→∞

ｌｉｍｓｕｐ
犻→∞

‖狔犻－狔犼‖

＝ｌｉｍｓｕｐ
犼→∞

ｌｉｍｓｕｐ
犻→∞

犜（狋犻）狓０－狓０
狉

－
犜（狋犼）狓０－狓０

狉

＝
１

狉
ｌｉｍｓｕｐ

犼→∞
ｌｉｍｓｕｐ

犻→∞
‖犜（狋犻）狓０－犜（狋犼）狓０‖

＝
１

狉
·犇［（犜（狋犿）狓０）］．

因而，狉≤犠犆犛（犡）
－１犇［（犜（狋犿）狓０）］，即知，（３．５）为真．

最后，据（３．４）与（３．５）推得（犠犆犛（犡）－１）·狉≤０．利用条件犠犆犛（犡）＞１，即有狉＝０，

亦即

ｌｉｍｓｕｐ
犛　

∈

狋→∞
‖犜（狋）狓０－狓０‖ ＝ｌｉｍ

狀→∞
‖犜（狋狀）狓０－狓０‖ ＝０．

可见，网｛犜（狋）狓０：狋∈犛｝强收敛到狓０．由于对每个狊∈犛，｛狊＋狋：狋∈犛｝是犛的子网，故｛犜（狊＋

狋）狓０：狋∈犛｝强收敛到狓０．注意到，对每个狊∈犛，犜（狊）在犆上是连续的．因此，必有 ｌｉｍ
犛　

∈

狋→∞
犜（狊

＋狋）狓０＝犜（狊）狓０，狊∈犛．从而，犜（狊）狓０＝狓０，狊∈犛，即知，犉（犜）≠． 

注３．１　已熟知，当犡 是一致凸的Ｂａｎａｃｈ空间时，犡 必是各向一致凸的．当犡 是各向

一致凸的Ｂａｎａｃｈ空间时，我们不知道，定理３．１的结论是否仍真．因此，定理３．１只是部分

推广了定理１．１．而且，只有当犡是一致凸Ｂａｎａｃｈ空间时，定理１．１才是定理３．１的离散情

形，亦即定理３．１的特例．

４　具有弱渐近正则性的渐近非扩张型半群

定理４．１　设犡是具有弱一致正规结构的Ｂａｎａｃｈ空间，犆是犡 的非空弱紧凸子集．又

设犜＝｛犜（狋）：狋∈犛｝是犆上的渐近非扩张型半群，在犆上是弱渐近正则的，且满足犽＝

ｌｉｍｉｎｆ
犛　

∈

狋→∞
‖犜（狋）‖ ＜＋∞．如果每个犜（狋）在犆上是连续的，则犉（犜）≠．

证　首先选取一正数列｛狋狀｝犛，满足条件：｛狋狀｝单调递增到＋∞且

ｌｉｍｉｎｆ
犛　

∈

狋→∞
‖犜（狋）‖ ＝ｌｉｍ

狀→∞
‖犜（狋狀）‖ ＝犽＜＋∞．

由于据文［１７］，易于构造犆的非空凸闭可分子集犆０，使得犆０ 在每个犜（狋狀）之下皆是不变的，

即，犜（狋狀）犆０犆０，狀≥１，故可设犆本身即是可分的．又据引理２．３，不妨设，对每个狓∈犆，

序列｛犜（狋狀）狓｝弱收敛．

今定义映象犛：犆→犆如下：犛狓＝狑－ｌｉｍ
狀→∞
犜（狋狀）狓，狓∈犆．则据范数‖·‖的弱下半连

续性，对一切狓，狔∈犆，有

‖犛狓－犛狔‖≤ｌｉｍｉｎｆ
狀→∞

‖犜（狋狀）狓－犜（狋狀）狔‖

≤ｌｉｍｓｕｐ
狀→∞

（‖犜（狋狀）狓－犜（狋狀）狔‖－‖狓－狔‖）＋‖狓－狔‖

≤ｌｉｍｓｕｐ
犛　

∈

狋→∞

（ｓｕｐ
犛　

∈

狔∈犆

（‖犜（狋）狓－犜（狋）狔‖－‖狓－狔‖））＋‖狓－狔‖

≤ ‖狓－狔‖．

可见，犛：犆→犆是非扩张映象．利用引理２．４，即知犛在犆中有不动点狓０，且狑－ｌｉｍ
狀→∞
犜（狋狀）狓０

＝狓０．显然，由犜＝｛犜（狋）：狋∈犛｝在犆上的弱渐近正则性可推得，对每个狊∈犛
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狑－ｌｉｍ
狀→∞
犜（狊＋狋狀）狓０ ＝狑－ｌｉｍ

狀→∞
犜（狋狀）狓０ ＝狓０．

　　另一方面，对一切自然数犻，犼≥１，当犻＞犼时，再据范数‖·‖的弱下半连续性推得

‖犜（狋犻）狓０－犜（狋犼）狓０‖

≤（‖犜（狋犼）狓０－犜（狋犼）犜（狋犻－狋犼）狓０‖－‖狓０－犜（狋犻－狋犼）狓０‖）

＋‖狓０－犜（狋犻－狋犼）狓０‖

≤ｓｕｐ
狔∈犆

（‖犜（狋犼）狓０－犜（狋犼）狔‖－‖狓０－狔‖）＋‖狓０－犜（狋犻－狋犼）狓０‖

≤ｓｕｐ
狔∈犆

（‖犜（狋犼）狓０－犜（狋犼）狔‖－‖狓０－狔‖）

＋ｌｉｍｉｎｆ
狀→∞

‖犜（狋犻－狋犼＋狋狀）狓０－犜（狋犻－狋犼）狓０‖

≤ｓｕｐ
狔∈犆

（‖犜（狋犼）狓０－犜（狋犼）狔‖－‖狓０－狔‖）

＋ｌｉｍｓｕｐ
狀→∞

（‖犜（狋犻－狋犼）狓０－犜（狋犻－狋犼）犜（狋狀）狓０‖－‖狓０－犜（狋狀）狓０‖）

＋ｌｉｍｓｕｐ
狀→∞

‖犜（狋狀）狓０－狓０‖

≤ｓｕｐ
狔∈犆

（‖犜（狋犼）狓０－犜（狋犼）狔‖－‖狓０－狔‖）

＋ｓｕｐ
狔∈犆

（‖犜（狋犻－狋犼）狓０－犜（狋犻－狋犼）狔‖－‖狓０－狔‖）

＋ｌｉｍｓｕｐ
狀→∞

‖犜（狋狀）狓０－狓０‖．

在上式两边先取ｌｉｍｓｕｐ
犻→∞

，再取ｌｉｍｓｕｐ
犼→∞

，即有

犇（｛犜（狋狀）狓０｝）＝ｌｉｍｓｕｐ
犼→∞

（ｌｉｍｓｕｐ
犻→∞

‖犜（狋犻）狓０－犜（狋犼）狓０‖）

≤ｌｉｍｓｕｐ
狀→∞

‖犜（狋狀）狓０－狓０‖． （４．１）

采用如同定理３．１的证明中的相同方法，可证

ｌｉｍｓｕｐ
狀→∞

‖犜（狋狀）狓０－狓０‖ ≤犠犆犛（犡）
－１犇（｛犜（狋狀）狓０｝）．

因而，据此及（４．１）即得

（犠犆犛（犡）－１）ｌｉｍｓｕｐ
狀→∞

‖犜（狋狀）狓０－狓０‖ ≤０．

可见，狓０＝ｌｉｍ
狀→∞
犜（狋狀）狓０．又据每个犜（狊）的连续性及犜＝｛犜（狊）：狊∈犛｝的弱渐近正则性，即得，

对每个狊∈犛

犜（狊）狓０＝ｌｉｍ
狀→∞
犜（狊＋狋狀）狓０ ＝狑－ｌｉｍ

狀→∞
犜（狊＋狋狀）狓０

＝狑－ｌｉｍ
狀→∞
犜（狋狀）狓０ ＝ｌｉｍ

狀→∞
犜（狋狀）狓０ ＝狓０．

所以，犉（犜）≠． 

注４．１　与定理４．１比较，定理１．２是定理４．１的离散情形，亦即定理４．１的特例．而

且，定理４．１在下列方面改进与推广了Ｋｕｃｚｕｍｏｗ的定理３．２
［８］

（ｉ）由于１＋狉犡（１）≤犠犆犛（犡）
［１８］，故条件ｌｉｍｉｎｆ

犛　

∈

狋→∞
‖犜（狋）‖ ＜１＋狉犡（１）被拓宽到了

ｌｉｍｉｎｆ
犛　

∈

狋→∞
‖犜（狋）‖ ＜＋∞；

（ｉｉ）满足狉犡（１）＞０且具有非严格Ｏｐｉａｌ性质的Ｂａｎａｃｈ空间犡被推广到了具有弱一致

正规结构的Ｂａｎａｃｈ空间；

（ｉｉｉ）半群的渐近正则性被推广到了半群的弱渐近正则性．注意到，在定理４．１中，考虑

与讨论了渐近非扩张型半群．因此，定理４．１是定理３．２
［８］的部分推广．
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