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具有阶段结构单种群系统的诱导控制
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摘要：对具有阶段结构的单种群模型实施了三种诱导控制，分别找到了相应的诱导控制区域．

给出了诱导控制区域与使系统永久持续生存的最终有界区域的关系，得到了使系统永久持续

生存的诱导控制律．
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对种群系统控制问题的研究已得到许多学者的重视［１－６］．但其中的控制或是状态变量

的连续函数或是常值函数．从生物意义上说，只要种群不灭绝，控制就始终被实施．这可

能造成人力和物力的浪费．为此，人们可以考虑用变结构控制或脉冲控制
［７－１０］来取代它．

变结构控制在机器人控制，飞行器控制，电机控制等方面已经有了广泛的应用，但在种群

生态系统的应用几乎无人问津．而脉冲控制在这方面的应用已得到了一些学者的关注，但

脉冲控制可能对系统造成扰动而破坏系统的鲁棒性．由于诱导控制
［１１］结构的特殊性———

控制从零连续地变到最大或从最大连续地变到零，减少了变结构控制及脉冲控制中控制的

不连续性给研究带来的不便，但诱导控制在种群生态系统中的应用极少．

考虑具有阶段结构的单种群系统［４］

狓１ ＝α狓２－γ１狓１－β狓１－η狓
２
１， 狓（狋０）＝狓１０ ＞０，

狓２ ＝β狓１－γ２狓２， 狓（狋０）＝狓２０ ＞０｛ ，
（１）

其中狓１（狋）＞０，狓２（狋）＞０分别是某种群的幼年及成年在狋时刻的种群密度．α，γ１，β分别

为幼年种群出生率，死亡率和成年转换率，－η狓
２
１ 表示幼年种群是密度制约的．γ２ 为成年

种群的死亡率．对其做无量纲化（令珟狓１（狋）＝η狓１（狋）／γ２，珟狓２（狋）＝η狓２（狋）／β，犱τ＝γ２犱狋，仍以

狓１，狓２，狋代替珟狓１（狋），珟狓２（狋），τ）得

狓１ ＝犪狓２－犫狓１－狓
２
１， 狓（狋１）＝犮狓１０ ＞０，

狓２ ＝狓１－狓２－狌１， 狓（狋２）＝犱狓２０ ＞０｛ ，
（２）

狓１ ＝犪狓２－犫狓１－狓
２
１＋狌２， 狓（狋０）＝犮狓１０ ＞０，

狓２ ＝狓１－狓２， 狓（狋０）＝犱狓２０ ＞０｛ ，
（３）

狓１ ＝犪狓２－犫狓１－狓
２
１＋狌３１， 狓（狋０）＝犮狓１０ ＞０，

狓２ ＝狓１－狓２－狌３２， 狓（狋０）＝犱狓２０ ＞０｛ ，
（４）
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式（２），式（３），式（４）中的狌犻，狌３犻（犻＝１，２）都是非负函数，犮＝η／狉２，犱＝η／β．

文章在随后部分介绍了诱导控制的相关内容及种群持续生存的概念，并给出了它们之

间的关系．在第二、三、四部分，对具有阶段结构的单种群模型实施了三种不同的诱导控

制，给出了相应的诱导控制区域，得到了使系统永久持续生存的诱导控制律．最后，简要

总结了文章的结果．

１　预备知识

考虑下面动态系统

狓＝犵（狓，狌，狋）， （５）

这里狓∈犚
狀，犳：犚

狀×犚→犚
狀．狌∈犚

犿，犿≤狀．

现在把向量狓分解成互相垂直的两部分狓犃 和狓犅．（５）式可以写成下面几种形式

狓犃 ＝犵犃（狓犃，狓犅，狋），

狓犅 ＝犵犅（狓犃，狓犅，狌，狋）｛ ．
（６）

狓犃 ＝犵犃（狓犃，狓犅，狌，狋），

狓犅 ＝犵犅（狓犃，狓犅，狋）｛ ．
（７）

狓犃 ＝犵犃（狓犃，狓犅，狌犃，狋），

狓犅 ＝犵犅（狓犃，狓犅，狌犃，狌犅，狋）｛ ．
（８）

　　系统（６），在控制狌的作用下，它的子系统犅构成了系统（６）的内反馈环，而且此内反

馈环把一个理想的特征赋予子系统犃，同时沿着子系统犃的轨迹狓犃 形成的向量函数狓犅也

呈现出所要求的特性．即对子系统犃，事先规定算子狏＝狏（狓犃，狋），而后实施控制狌使子系

统犅 的输出狓犅 满足

狓犅 ＝狏（狓犃，狋）． （９）

　　但要确切地求出满足式（９）的控制狌是非常困难的．为此，把条件（９）放宽为

‖狊‖ ≤σ（狓犃，狋）． （１０）

其中狊＝狓犅－狏（狓犃，狋），‖·‖表示欧氏范数，σ（狓犃，狋）为事先给定的标量函数．狊，σ（狓犃，狋）

分别叫系统（６）的诱导误差向量和诱导误差．

定义１
［１１］
　对系统（６），如果对事先给定的σ（狓犃，狋）及狊＝狓犅－狏（狓犃，狋），能找到控制狌

使系统（６）的解在有限的时间内到达（１０）式规定的区域范围内，称此控制狌为系统（６）的诱

导控制．并称（１０）式确定的区域为诱导控制区域．

定义２
［１２］
　紧集ΩＩｎｔ犚

２
＋被称做系统（１）的一个最终有界区域，如果存在一个有限时

间犜１＝犜１（狋０，狓０）使得狓（狋，狋０，狓０）∈Ω，狋≥犜１ 成立．其中狓（狋，狋０，狓０）是系统（１）的满足初

始条件狓０∈Ｉｎｔ犚
２
＋的解．

定义３
［１２］
　称系统（１）是永久持续生存的，如果存在一个严格远离正向坐标轴的最终

有界区域．

由上述定义可以看出，诱导控制区域与使系统永久持续生存的最终有界区域的关系．

２　对成年种群的诱导控制

对系统（２），取犔＞０，犕＞０及δ＞０，且犔－δ＞０，犕－δ＞犔＋δ。
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首先，分别过点（０，－犕＋δ），（０，－犕），（０，－犕－δ）作平行于狓２＝狓１ 的直线

犾１狌：狓２ ＝狓１－犕＋δ，

犾１：狓２ ＝狓１－犕，

犾１犱：狓２ ＝狓１－犕－δ．

（１１）

　　再过点（０，－犔＋δ），（０，－犔），（０，－犔－δ）分别做平行于犪狓２－犫狓１－狓
２
１＝０的曲线

犺１狌：犪狔２－犫狓１－狓
２
１ ＝犪（－犔＋δ），

犺１：犪狔２－犫狓１－狓
２
１ ＝－犪犔，

犺１犱：犪狔２－犫狓１－狓
２
１ ＝犪（－犔－δ）．

（１２）

　　最后，过点（０，犔＋δ），（０，犔），（０，犔－δ）分别做平行于犪狓２－犫狓１－狓
２
１＝０的曲线

犺２狌：犪狓２－犫狓１－狓
２
１ ＝犪（犔＋δ），

犺２：犪狓２－犫狓１－狓
２
１ ＝犪犔，

犺２犱：犪狓２－犫狓１－狓
２
１ ＝犪（犔－δ）．

（１３）

　　从（１１）式，（１２）式，（１３）式，可以得到下面几个引理．

引理２．１　如果（犪－犫）
２－４犪（犕－犔）＞０，则直线犾１狌，犾１，犾１犱分别与曲线犺１狌，犺１，犺１犱相

交，且它们的交点具有相同的横坐标狓１ ＝［（犪－犫）＋ （犪－犫）２－４犪（犕－犔槡 ）］／２．

引理２．２　如果（犪－犫）
２－４犪（犕＋犔）＞０，则直线犾１狌，犾１，犾１犱分别与曲线犺２狌，犺２，犺２犱相

交，且它们的交点具有相同的横坐标狓１ ＝［（犪－犫）－ （犪－犫）２－４犪（犕＋犔槡 ）］／２．

从引理２．１及引理２．２知道狓１ ＞狓

１ ＞０．取算子为

狏１（狓１）＝

犮狓２１＋犫狓１－犪犔

犪
， 狓１ ＞狓


１ ，

狓１－犕， 狓１ ＜狓１ ≤狓

１ ，

犮狓２１＋犫狓１＋犪犔

犪
， 狓１ ≤狓


１

烅

烄

烆
．

（１４）

　　由（１４）式可看出狏１（狓１）是连续的，针对（１４）式确定的算子狏１（狓１），通过寻找控制狌１，

使得子系统（２）的输出狓２ 与算子狏１（狓１）差的范数小于事先给定的正数δ．通过下面两个步

骤来完成此过程．

第一步：根据系统（２）的第一个方程．如果｜狓２－狏１（狓１）｜≤δ成立，则系统（２）的满足初

始条件狓１０≠０的解最终进入区域犇１＝｛（狓１，狓２）：狓

１ ＜狓１＜狓


２ ，｜狓２－狏１（狓１）｜≤δ｝．

第二步：下面来寻找控制狌１，使系统（２）的解进入区域｜狓２－狏１（狓１）｜≤δ．

如果初始点落在狓２－狏１（狓１）＜－δ区域内，则控制狌１＝０就能使系统（２）的解通过｜狓２

－狏１（狓１）｜＝δ进入区域｜狓２－狏１（狓１）｜＜δ，由第一步可知 ，进入｜狓２－狏１（狓１）｜＜δ的解最终

进入区域犇１ 中．

如果初始点落在狓２－狏１（狓１）＞δ的区域内，狊＝狓２－狏１（狓１）必须稳定地减少，这样系统

（２）的解才能进入区域犇１ 中．

当狓１＞狓

１ 或狓１＜狓


１ 时，有

狊＝狓２－
犱狏
犱狓１

犱狓１
犱狋
＝ （１＋

犫２

犪
）狓１＋

３犫
犪
狓２１＋

２

犪
狓３１－（１＋犫）狓２－２狓１狓２－狌１． （１５）

　　当狓

１ ＜狓１＜狓


１ 时，有

狊＝狓２－
犱狏
犱狓１

犱狓１
犱狋
＝ （１＋犫）狓１＋狓

２
１－狌１－（１＋犪）狓２． （１６）

　　为了使狊＜０，取犽１≥ｍａｘ｛（１＋犫），３犫／犪，２／犪｝．借助狌１ 在｜狊｜≤δ的中间值来规定狌１
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的方向

狌１ ＝犽１（狓１＋狓
２
１＋狓

３
１）ｍａｘ０，ｍｉｎ｛１，

狊＋δ
２δ｛ ｝｝． （１７）

　　综上所述，得到下面定理．

定理２．１　对于正数δ及相应的区域犇１＝｛（狓１，狓２）：狓

１ ＜狓１＜狓


２ ，｜狓２－狏１（狓１）｜≤

δ｝，如果初始条件（狓１０，狓２０）≠（０，０），且（犪－犫）
２－４犪（犕＋犔）＞０，则控制

狌１ ＝犽１（狓１＋狓
２
１＋狓

３
１）ｍａｘ０，ｍｉｎ｛１，

狊＋δ
２δ｛ ｝｝，

能使系统（２）的解最终进入区域犇１ 中．

注１　定理２．１中的犇１ 可以作为使系统（２）永久持续生存的最终有界区域．由此得

推论２．１　如果定理２．１中的条件成立，则系统（２）是永久持续生存的．

由此可知：当成年种群超过一定数量时，人们可以捕获一些，使之为人类服务．而且这

种捕获又不能导致该种群的灭绝．当成年种群不足某一数量时，捕获会自然停止，而且捕

获由实施到停止或又停止到实施的过程是在带形区域｜狓２－狏１（狓１）｜≤δ中完成的，因此这

条带被称为系统（２）的缓冲带．正是这个缓冲带减少了脉冲控制或变结构控制的不连续性

带来的不便．图１是系统（２）解的行为图．

图１　系统（２）解的行为图

３　对幼年种群的诱导控制

对系统（３）．取犎＞０，犖＞０及σ＞０，且犖－σ＞犎＋σ，犎－σ＞０．

首先，分别过点（０，犎＋σ），（０，犎），（０，犎－σ）做平行于狓２＝狓１ 的直线

犾２狌：狓２ ＝狓１＋犎＋σ，

犾２：狓２ ＝狓１＋犎，

犾２犱：狓２ ＝狓１＋犎－σ．

（１８）

　　其次，分别过点（０，－犎＋σ），（０，－犎），（０，－犎－σ）做平行于狓２＝狓１ 的一组直线

犾３狌：狓２ ＝狓１－犎＋σ，

犾３：狓２ ＝狓１－犎，

犾３犱：狓２ ＝狓１－犎－σ．

（１９）

３１７Ｎｏ．５　　　　　　　赵立纯等：具有阶段结构单种群系统的诱导控制



　　最后，分别过点（犖－σ，０），（犖，０），（犖＋σ，０）做平行于犪狓２－犫狓１－狓
２
１＝０的一组曲线

犺３狌：犪狓２－犫狓１－狓
２
１ ＝－犫（犖－σ）－（犖－σ）

２，

犺３：犪狓２－犫狓１－狓
２
１ ＝－犫犖－犖

２，

犺３犱：犪狓２－犫狓１－狓
２
１ ＝－犫（犖＋σ）－（犖＋σ）

２．

（２０）

　　对于上面假设，可以得到下面引理．

引理３．１　如果犾２狌与犺３狌，犾２ 与犺３，犾２犱与犺３犱在第一象限内分别只有一个交点，而且这

些交点具有相同的纵坐标狓２ ＝犎＋犖犪＝０．

引理３．２　如果犾３狌与犺３狌，犾３ 与犺３，犾３犱与犺３犱在第一象限内分别只有一个交点，而且这

些交点具有相同的纵坐标狓２ ＝犖－犎犪＝０．

对于上述犖＞犎＞０，取算子

狏２（狓２）＝

狓２－犎， 狓２ ≥狓

２ ，

犖， 狓２ ≤狓２ ＜狓

２ ，

狓２＋犎， 狓２ ＜狓

２

烅

烄

烆 ．

（２１）

　　由（２１）式可知算子狏２（狓２）是连续的．事先规定诱导误差σ＞０．对于（２１）式中的算子，

根据图２得定理３．１．

图２　系统（３）解的行为图

定理３．１　事先给定算子狏２（狓２）及诱导误差σ＞０．如果犖＞犎＞０成立，且犪＝０，则控

制

狌２ ＝犽２（狓１＋狓
２
１）ｍａｘ０，ｍｉｎ｛１，

－狊１＋σ
２σ｛ ｝｝．

能使系统（３）的解进入区域犇２ 中．

注２　犪＝０表示成年种群失去了生育能力，此时投放一定数量的幼年种群可以使系统

永久持续生存下去，这一点在实际问题中是可以得到理解的．同时有

推论３．１　如果定理３．１的所有条件成立，系统（３）是永久持续生存的．

当然，也可以采用同样的方法在犪≠０的情况下对系统（３）进行控制，但寻找诱导控制

区域的过程会更复杂些，而且找出的诱导控制区域更难表示．有时为了平衡成、幼年种群

的数量，投入幼年种群和获取成年种群的两过程是同时进行的，处理这一问题虽然采用了

诱导控制的思想，但方法上不尽相同。在第四部分将给出其做法．
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４　对幼年及成年种群的诱导控制

对系统（４），取犔１＞０，ρ＞０且－犔１＋ρ＜０．

首先，分别过（０，－犔１＋ρ）和（０，－犔１－ρ）做平行于狓１－狓２＝０的直线

犾４狌：狓２ ＝狓１－犔１＋ρ，

犾４：狓２ ＝狓１－犔１，

犾４犱：狓２ ＝狓１－犔１－ρ．

（２２）

这样犾４狌与犾４犱两直线组成的直线带在第一象限的部分表示为

犇３ ＝ ｛（狓１，狓２）狘狓１ ＞０，狓２ ＞０且狓１－犔１－ρ≤狓２ ≤狓１－犔１＋ρ｝． （２３）

　　再分别过（０，－犔１＋ρ）和（０，－犔１－ρ）做平行于犪狓２－犫狓１－狔
２
１＝０的曲线

犺４狌：犪狓２－犫狓１－狓
２
１ ＝－犪（犔１－ρ），

犺４：犪狓２－犫狓１－狓
２
１ ＝－犪犔１，

犺４犱：犪狓２－犫狓１－狓
２
１ ＝－犪（犔１＋ρ）．

（２４）

　　犺４狌与犺４犱两曲线组成的曲线带在第一象限的部分表示为

犇４ ＝ ｛（狓１，狓２）狘狓２ ＞０，狓１ ＞０且犮≤狓１ ≤犱｝． （２５）

其中犮＝
－犫＋ 犫２＋４犪（狓２＋犔１－ρ槡 ）

２
，犱＝

－犫＋ 犫２＋４犪（狓２＋犔１＋ρ槡 ）

２
．

犇３ 与犇４ 相交的部分由犇来表示，即犇＝犇３∩犇４（图３中的阴影部分）．

图３　系统（４）解的行为图

令算子狏３（狓１）＝狓１－犔，狏４（狓２）＝［－犫＋ 犫２＋４犪（犔＋狓２槡 ）］／２．并令狊３＝狓２－狏３（狓１），

狊４＝狓１－狏４（狓２）．

定理４．１　对事先给定的犔１＞０，ρ＞０，且满足犔１－ρ＞０．如果施加控制

狌３１ ＝犽３１（狓１＋狓
２
１）ｍａｘ０，ｍｉｎ｛１，

－狊４＋ρ
２ρ｛ ｝｝，　狌３２ ＝犽３２狓１ｍａｘ０，ｍｉｎ｛１，

狊３＋ρ
２ρ｛ ｝｝，

（２６）

则通过调节犽３１，犽３２，使系统（４）的满足初始条件狓０∈Ｉｎｔ犚
２
＋的解最终进入区域犇（其中犽３１

≥ｍａｘ｛犫，１｝，犽３２≥１）．
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证　从图３，可以看出第一象限被带 犇３ 和犇４ 分成四个部分：部分Ⅰ，部分Ⅱ，部分

Ⅲ，部分Ⅳ，且在这四部分分别有

狌３１ ＝犽３１（狓１＋狓
２
１），狓１ ＞犪狓２ ＞０，

狌３２ ＝犽３２狓１， 狓２ ＜－狓２ ＜０｛ ．
（２７）

狌３１ ＝犽３１（狓１＋狓
２
１），狓１ ＞犪狓２ ＞０，

狌３２ ＝０， 狓２ ＝狓１－狓２ ＞０｛ ．
（２８）

狌３１ ＝０，狓１ ＝犪狓２－犫狓１－狓
２
１ ＜０，

狌３２ ＝０，狓２ ＝狓１－狓２ ＞０｛ ．
（２９）

狌３１ ＝０， 狓１ ＝犪狓２－犫狓１－狓
２
１ ＜０，

狌３２ ＝犽３２狓１，狓２ ＝－狓２ ＜０｛ ．
（３０）

　　取控制狌３１，狌３２分别在｜狊３｜≤ρ，｜狊４｜≤ρ的中间值来规定狌３１，狌３２的方向．

狌３１ ＝犽３１（狓１＋狓
２
１）ｍａｘ０，ｍｉｎ｛１，

－狊４＋ρ
２ρ｛ ｝｝，　狌３２ ＝犽３２狓１ｍａｘ０，ｍｉｎ｛１，

狊３＋ρ
２ρ｛ ｝｝，

　　经过这两个带，控制会从零连续变到最大或从最大连续变到零．由此可知，犇３，犇４ 为

控制系统（４）的缓冲带 ，而它们的交集犇是控制系统（４）的诱导控制区域．

由狌３１和狌３２的表达式知道，狌３１和狌３２是连续的．又由于它们由狓１ 和狓２ 的多项式组成，

这样施加控制后的闭环系统在每个区域的内部满足解的存在唯一性定理的条件．由此得

（ｉ）对于初始点在第Ⅰ部分的解曲线，或者进入犇３ 在犇左半部分犇３犾或者进入犇４ 在

犇的上半部分犇４狌．用反证法证明系统（４）的解不离开它们．如果解从第Ⅰ部分进入犇３犾后，

再从下部走出犇３犾进入第Ⅱ部分，这样必与起始于第Ⅱ部分的某一解曲线相交，于是破坏

了解的存在唯一性．同样可以证明：起始于第Ⅰ部分的解曲线进入犇４狌后，也不离开犇４狌．

（ｉｉ）对于初始点在第Ⅱ部分的解曲线，只能进入犇３犾，同样可以证明，这些解曲线不离

开犇３犾．

（ｉｉｉ）对于初始点在第Ⅳ部分的解曲线，只能进入犇４狌，同理可证，这些解曲线不离开

犇４狌．

（ｉｖ）对于初始点在第Ⅲ部分的解曲线，要么进入犇４ 在犇的下部犇４犱直接进入诱导控

制区域犇．要么穿过犇４，进入第Ⅱ部分而后，按（ｉｉ）进行．另外，此部分出发的解曲线还可

能进入犇３ 在犇的右侧犇３狉而直接进入第Ⅳ部分，而后再按（ｉｉｉ）进行．

从上面讨论可知：无论哪种情况发生，系统的解最后都进入诱导控制区域犇．证毕．

引理４．１　如果定理４．１中条件得到满足，实施控制狌３１和狌３２，则系统（４）是永久持续

生存的．

５　结论

综上所述，对系统（１）实施三种情况的诱导控制后，都可以达到使系统永久持续生存

的目的．由此可见，诱导控制与系统永久持续生存有着密切的关系．如果诱导控制中的诱

导控制区域远离坐标轴就会使系统永久持续生存下去，也就是说，此时的诱导控制区域可

以作为使系统永久持续生存的最终有界区域．但值得注意的是诱导控制并非是使系统永久

持续生存的唯一手段．根据系统永久持续生存的不同定义方式，会有相应的证明方法．对

于上述诱导控制问题，人们可以把它推广到三维空间上去，但问题会变得更复杂些．尽管

如此，这也是今后要做的工作之一．
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