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某些算子在局部紧的犞犻犾犲狀犽犻狀群上的
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摘要：犌表示局部紧的Ｖｉｌｅｎｋｉｎ群，在论文中作者将研究某些次线性算子和ＣａｌｄｅｒóｎＺｙｇｍｕｎｄ

算子在 Ｈｅｒｚ型 Ｈａｒｄｙ空间上的有界性．
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１　引言

１９９７年，胡国恩、陆善镇和杨大春在文［１］和［２］中引入了犚狀 上的弱 Ｈｅｒｚ空间和弱

Ｈｅｒｚ型 Ｈａｒｄｙ空间，并给出了算子在其上有界性的应用．在文［３］中Ｋｉｔａｄａ和杨大春则引

入了局部紧的Ｖｉｌｅｎｋｉｎ群犌上的加权弱 Ｈｅｒｚ空间，并讨论了位势算子在临界指标情形下

的有界性．后来，杨大春又证明了当ＣａｌｄｅｒóｎＺｙｇｍｕｎｄ算子的核满足一定条件时，它将

Ｈｅｒｚ型 Ｈａｒｄｙ空间映入Ｈｅｒｚ型空间
［４］．在本篇论文中，我们将文［４］的结果进一步拓广，

考虑算子在群犌上的Ｈｅｒｚ型Ｈａｒｄｙ空间的有界性．

首先我们来回忆一些重要的记号与定义．在整篇文章中，犌表示局部紧的Ｖｉｌｅｎｋｉｎ群，

即犌为包含严格递增紧开子群序列｛犌狀｝
∞
狀＝－∞的局部紧的Ａｂｅｌｉａｎ群，且

（ａ） ∪
∞

狀＝－∞
犌狀＝犌和 ∩

∞

狀＝－∞
犌狀＝｛０｝；

（ｂ）ｓｕｐ｛ｏｒｄｅｒ（犌狀／犌狀＋１）：狀∈犣｝＝犅＜∞．

在犌上选择 Ｈａａｒ测度ｄ狓使得｜犌０｜＝１，其中｜犃｜表示犌的可测子集犃 上的 Ｈａａｒ测

度．对狀∈犣，记｜犌狀｜＝（犿狀）
－１．因为２犿狀≤犿狀＋１≤犅犿狀，则α＞０，犽∈犣有

∑
∞

狀＝犽

（犿狀）
－α
≤犆（犿犽）

－α

以及 ∑
犽

狀＝－∞

（犿狀）
α
≤犆（犿犽）

α，

这里犆是与犽无关的常数．狀∈犣，选取狕犾，狀∈犌（犾∈犣＋）使得犌的子集犌犾，狀∶＝狕犾，狀＋犌狀 满
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足当犽≠犾时犌犽，狀∩犌犾，狀＝，∪
∞

犾＝０
犌犾，狀＝犌，另外选取狕０，狀使得犌０，狀＝犌狀．在此基础上如果我们定

义函数犱：犌×犌→犚如下：当狓－狔＝０时，犱（狓，狔）＝０；当狓－狔∈犌狀＼犌狀＋１时，犱（狓，狔）＝

（犿狀）
－１，那么犱定义了一个犌 上的度量，并且由此度量产生的拓扑就是犌的原始拓扑．若

对于狓∈犌，规定｜狓｜＝犱（狓，０），则｜狓｜＝（犿狀）
－１
狓∈犌狀＼犌狀＋１．

设犛（犌）表示犌上的检验函数空间，犛′（犌）为其对偶空间
［５］．函数φ：犌→犆属于犛（犌）当

且仅当依赖于φ的整数犽，犾使得ｓｕｐｐφ犌犽 且φ在犌 的子群犌犾的陪集上恒为常数．若对

于犛（犌）中函数列｛φ狀｝
∞
１ ，存在常数犽，犾使得φ狀 和φ都支在集犌犽 上，在犌犾的陪集上为常数，

并且φ狀（狓）在犌上一致收敛到φ（狓），则称｛φ狀｝
∞
１ 收敛到φ∈犛（犌）．因此犛′（犌）表示的就是

犛（犌）上的连续线性泛函全体．如果对于所有犛（犌）中的φ，ｌｉｍ
狀∈∞

〈犳狀，φ〉＝〈犳，φ〉，则称犛′（犌）

中的序列｛犳狀｝
∞
１ 收敛到犳∈犛′（犌）．

设犳∈犛′（犌），定义其极大函数犳（狓）

犳
（狓）＝ｓｕｐ

狀∈犣
狘犿狀∫狓＋犌狀犳

（狔）ｄ狔狘．

　　定义１　设α∈犚，０＜狆，狇≤∞

（ａ）齐次Ｈｅｒｚ空间定义为

犓
·
α，狆
狇 （犌）＝ ｛犳：犳为犌 上可测函数且 ‖犳‖犓

·
α，狆
狇
（犌）＜ ∞｝，

其中‖犳‖犓
·
α，狆
狇
（犌）＝ ∑

∞

犾＝－∞
犿－α狆
犾 ‖犳χ犌犾＼犌犾＋１‖

狆

犔
狇（犌｛ ｝）

１／狆，

当狆＝∞或狇＝∞时做通常的修改．

（ｂ）非齐次Ｈｅｒｚ空间定义为

犓α
，狆
狇 （犌）＝ ｛犳：犳为犌 上可测函数且 ‖犳‖犓

α，狆
狇
（犌）＜ ∞｝，

其中‖犳‖犓
α，狆
狇
（犌）＝ ‖犳χ犌０‖

狆

犔
狇（犌）＋ ∑

－１

犾＝－∞
犿－α狆
犾 ‖犳χ犌犾＼犌犾＋１‖

狆

犔
狇（犌｛ ｝）

１／狆，

当狆＝∞或狇＝∞时做通常的修改．

定义２　设α∈犚，０＜狆，狇＜∞

（ａ）齐次Ｈｅｒｚ型Ｈａｒｄｙ空间定义为

犎犓
·
α，狆
狇 （犌）＝ ｛犳∈犛′（犌）：犳


∈犓

·
α，狆
狇 （犌）｝，

而且 ‖犳‖犎犓
·
α，狆
狇
（犌）＝ ‖犳


‖犓

·
α，狆
狇
（犌）．

　　（ｂ）非齐次Ｈｅｒｚ型Ｈａｒｄｙ空间定义为

犎犓α
，狆
狇 （犌）＝ ｛犳∈犛′（犌）：犳


∈犓

α，狆
狇 （犌）｝，

而且 ‖犳‖犎犓
α，狆
狇
（犌）＝ ‖犳


‖犓

α，狆
狇
（犌）．

　　定义３　设０≤α＜∞，０＜狆，狇＜∞

（ａ）函数犪∈犔狇（犌）叫做中心（α，狇）块，如果它满足

（ｉ）ｓｕｐｐ犪犌狀；（ｉｉ）‖犪‖犔
狇（犌）≤犿

α
狀，其中ｓｕｐｐ犪表示函数犪（狓）的支集．

（ｂ）函数犪∈犔狇（犌）被称做中心（α，狇）原子，如果它不仅满足上面（ａ）中的条件（ｉ）和（ｉｉ），

而且满足（ｉｉｉ）∫犌
犪（狓）ｄ狓＝０．

与犚狀 上Ｈｅｒｚ空间和Ｈｅｒｚ型Ｈａｒｄｙ空间的分解类似，犌上的Ｈｅｒｚ型Ｈａｒｄｙ空间也有

相应的原子分解［６－８］．

定理犃　设０＜α＜∞，１≤狇＜∞，０＜狆＜∞，那么犳∈犓
·
α，狆
狇 （犌）（或犳∈犓

α，狆
狇 （犌））当且仅
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当犳（狓）＝ ∑
∞

犽＝－∞

λ犽犫犽（狓）（或犳（狓）＝ ∑
０

犽＝－∞

λ犽犫犽（狓））在分布意义下成立，其中犫犽 是中心 （α，

狇）块，且∑
∞

犽＝－∞

狘λ犽狘
狆
＜ ∞．进一步有

‖犳‖犓
·
α，狆
狇
（犌）ｉｎｆ ∑

∞

犽＝－∞

狘λ犽狘（ ）狆
１／

｛ ｝
狆
，

其中下确界取遍犳的所有上述分解．

定理犅　设０＜狇＜∞，１－１／狇≤α＜∞，０＜狆＜∞．那么犳∈犎犓
·
α，狆
狇 （犌）（或犳∈

犎犓α
，狆
狇 （犌））当且仅当犳（狓）＝∑

∞

犽＝－∞

λ犽犪犽（狓）（或犳（狓）＝∑
０

犽＝－∞

λ犽犪犽（狓））在分布意义下成立，其

中犪犽 是支在中心犌犽 上的（α，狇）原子，且∑
∞

犽＝－∞

狘λ犽狘
狆
＜ ∞．进一步有

‖犳‖犎犓
·
α，狆
狇
（犌）ｉｎｆ ∑

∞

犽＝－∞

狘λ犽狘（ ）狆
１／

｛ ｝
狆
，

其中下确界取遍犳的所有上述分解．

２　主要结果及其证明

在本节中，我们将证明ＣａｌｄｅｒóｎＺｙｇｍｕｎｄ算子和一些次线性算子在齐性Ｈｅｒｚ型Ｈａｒ

ｄｙ空间上的有界性．事实上，这些结果在非齐性Ｈｅｒｚ型Ｈａｒｄｙ空间上也同样成立，因为方

法相似，所以这里略去其证明．在下文中用χ犾表示χ犌犾＼犌犾＋１，犆可以代表不同的常数．

定理１　设０＜δ≤１，１＜狇＜∞，１－１／狇≤α＜１－１／狇＋δ，０＜狆≤∞，且对于任意具有

紧支集的犔１（犌）中的函数和狓ｓｕｐｐ犳，次线性算子犜满足

狘犜犳（狓）狘≤犆∫ｓｕｐｐ犳
狘犳（狔）狘
狘狓－狔狘

１＋δｄ狔， （１）

其中犮是与犳和狓无关的常数．若犜是犔
狇（犌）上的有界算子，则犜是犎犓

·
α，狆
狇 （犌）到犓

·
α，狆
狇 （犌）

的有界算子．

证　类似于文［４］中定理２的证明，我们首先假设０＜狆≤１．在这种情况下，由定理Ｂ

知道要完成定理 １ 的证明，我们仅须证明：对于任意支在 犌犽 上的（α，狇）原子犪犽，

‖犜犪犽‖犓
·
α，狆
狇
（犌）≤犆．记

‖犜犪犽‖犓
·
α，狆
狇
（犌）≤犆 ∑

犽－３

犾＝－∞

狘犌犾狘
α狆‖χ犾犜犪犽‖

狆

犔
狇（犌｛ ｝）

１／狆

＋犆 ∑
∞

犾＝犽－２

狘犌犾狘
α狆‖χ犾犜犪犽‖

狆

犔
狇（犌｛ ｝）

１／狆

≡犉１＋犉２，

对于犉２ 部分，由犜在犔狇（犌）上的有界性，容易得到

犉２≤犆 ∑
∞

犾＝犽－２

狘犌犾狘
α狆‖犜犪犽‖

狆

犔
狇（犌｛ ｝）

１／狆

≤犆 ∑
∞

犾＝犽－２

狘犌犾狘
α狆‖犪犽‖

狆

犔
狇（犌｛ ｝）

１／狆

≤犆犿
α
犽 ∑

∞

犾＝犽－２

犿－α狆（ ）犾

１／狆

９３３

　Ｎｏ．３　　汤灿琴等：某些算子在局部紧的Ｖｉｌｅｎｋｉｎ群上的 Ｈｅｒｚ型 Ｈａｒｄｙ空

间



≤犆．

　　下面来估计犉１．当犾≤犽－３时犌犾犌犾＋１犌犽．若狓∈犌犾＼犌犾＋１，狔∈犌犽，则狓犌犽 且狓－狔

∈犌犾＼犌犾＋１．根据尺寸条件（１），由 Ｍｉｎｋｏｗｓｋｉ不等式和 Ｈ̈ｏｌｄｅｒ不等式，我们可以得到

‖χ犾犜犪犽‖犔
狇（犌）≤犆０∫犌犾＼犌犾＋１∫犌犽

狘犪犽（狔）狘

狘狓－狔狘
１＋δｄ（ ）狔

狇

ｄ（ ）狓
１／狇

≤犆（
犿犾
犿犽
）１－１／狇＋δ犿犽

α，

而α＜１－１／狇＋δ，所以犉１ ≤犆 ∑
犽－３

犾＝－∞

（犿犽
犿犾
）［α－（１－１／狇）－δ］｛ ｝狆

１／狆

≤犆．

　　若１＜狆＜∞，犳∈犎犓
·
α，狆
狇 （犌），利用定理Ｂ有犳＝∑

∞

犽＝－∞

λ犽犪犽，其中犪犽是支在犌犽上的（α，狇）

原子且（∑
∞

犽＝－∞

狘λ犽狘
狆）１／狆 ≤犆‖犳‖犎犓

·
α，狆
狇
（犌）．将 ‖犜犳‖犓

·
α，狆
狇
（犌）进行分解

‖犜犳‖犓
·
α，狆
狇
（犌）≤ ∑

∞

犾＝－∞

狘犌犾狘
α狆

∑
犾＋２

犽＝－∞

狘λ犽狘‖χ犾（犜犪犽）‖犔
狇（犌（ ））｛ ｝

狆 １／狆

＋ ∑
∞

犾＝－∞

狘犌犾狘
α狆

∑
∞

犽＝犾＋３

狘λ犽狘‖χ犾（犜犪犽）‖犔
狇（犌（ ））｛ ｝

狆 １／狆

≡犎１＋犎２．

利用犜在犔狇（犌）上的有界性和 Ｈ̈ｏｌｄｅｒ不等式，则

犎１≤犆 ∑
∞

犾＝－∞

犿－α狆犾 ∑
犾＋２

犽＝－∞

狘λ犽狘犿犽（ ）α｛ ｝
狆 １／狆

≤犆 ∑
∞

犾＝－∞
∑
犾＋２

犽＝－∞

狘λ犽狘
狆（犿犽
犿犾
）α狆／［ ］２ ∑

犾＋２

犽＝－∞

（犿犽
犿犾
）α狆′／［ ］２

狆／狆

｛ ｝
′ １／狆

≤犆 ∑
∞

犽＝－∞

狘λ犽狘
狆

∑
∞

犾＝犽－２

（犿犽
犿犾
）α狆／［ ］｛ ｝２

１／狆

≤犆 ∑
∞

犽＝－∞

狘λ犽狘（ ）狆
１／狆

≤犆‖犳‖犎犓
·
α，狆
狇
（犌）．

接着来估计犎２．由犜满足的尺寸条件（１），有

犎２≤犆 ∑
∞

犾＝－∞

狘犌犾狘
α狆

∑
∞

犽＝犾＋３

狘λ犽狘犿犽
α（犿犾
犿犽
）δ＋１－１／［ ］狇｛ ｝

狆 １／狆

≤犆 ∑
∞

犾＝－∞
∑
∞

犽＝犾＋３

狘λ犽狘（
犿犽
犿犾
）［α－δ－（１－１／狇［ ］

）］｛ ｝
狆 １／狆

≤犆 ∑
∞

犾＝－∞
∑
∞

犽＝犾＋３

狘λ犽狘
狆（犿犽
犿犾
）［α－δ－（１－１／狇）］

狆／

［ ］
２

∑
∞

犽＝犾＋３

（犿犽
犿犾
）［α－δ－（１－１／狇）］狆′／［ ］２

狆／狆

｛ ｝
′ １／狆

≤犆 ∑
∞

犽＝－∞

狘λ犽狘
狆

∑
犽－３

犾＝－∞

（犿犽
犿犾
）［α－δ－（１－１／狇）］

狆／

［ ］｛ ｝
２

１／狆

≤犆 ∑
∞

犽＝－∞

狘λ犽狘（ ）狆
１／狆

≤犆‖犳‖犎犓
·
α，狆
狇
（犌）．

这里我们用到了 Ｍｉｎｋｏｗｓｋｉ不等式和 Ｈ̈ｏｌｄｅｒ不等式．从而完成了定理１的证明． 

定义４　设犜为线性算子，若对于所有具有紧支集的有界可测函数犪（狓），当∫犌
犪（狓）＝
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０时有∫犌
犜犪（狓）＝０，我们称犜满足犜１＝０．

若犜满足消失矩条件犜１＝０，下列定理将给出局部ＣａｌｄｅｒóｎＺｙｇｍｕｎｄ算子的有界

性．

定理２　设０＜δ≤１，１＜狇＜∞，１－１／狇≤α＜１－１／狇＋δ，０＜狆≤∞，犜：犛（犌）→犛′（犌）

是连续的算子，且犽≠犾，它的局部可积的核函数犽（狓，狔）满足

ｓｕｐ
狔∈犌犽∫犌犾＼犌犾＋１

狘犽（狓，狔）－犽（狓，０）狘狇ｄ（ ）狓
１／狇

≤犆犿犾
１－１／狇（犿犾

犿犽
）δ． （２）

若犜是犔狇（犌）上的连续算子且犜１＝０，那么犜是犎犓
·
α，狆
狇 （犌）上的有界算子．

证　设犳∈犎犓
·
α，狆
狇 （犌）且０＜狆≤∞，由定理Ｂ有犳＝ ∑

∞

犽＝－∞

λ犽犪犽，其中犪犽 是支在犌犽 上的

（α，狇）原子且（∑
∞

犽＝－∞

狘λ犽狘
狆）１／狆 ≤犆‖犳‖犎犓

·
α，狆
狇
（犌）．记

‖犜犳‖犎犓
·
α，狆
狇
（犌）＝犆 ∑

∞

犼＝－∞

狘犌犼狘
α狆

∑
犼＋２

犽＝－∞

狘λ犽狘‖χ犼（犜犪犽）

‖犔

狇（犌（ ））｛ ｝
狆 １／狆

＋犆 ∑
∞

犼＝－∞

狘犌犼狘
α狆

∑
∞

犽＝犼＋３

狘λ犽狘‖χ犼（犜犪犽）

‖犔

狇（犌（ ））｛ ｝
狆 １／狆

＝犙１＋犙２，

其中犙１ 的估计由极大算子和犜在犔
狇（犌）上的有界性可以顺利得到．

为估计犙２，当狓∈犌犼＼犌犼＋１且犼≤犽－３时，我们分两种情况来考虑

情况１　犾≤犼＜犽．这时犌犾犌犼犌犽，于是狓∈犌犾．而犜
１＝０，所以

１

狘犌犾狘∫狓＋犌犾犜犪犽
（狔）ｄ狔

＝ 犿犾∫犌犾∫犌犽

（犽（狔，狕）－犽（狔，０））犪犽（狕）ｄ狕ｄ狔

＝ 犿犾∫犌＼犌犾∫犌犽

（犽（狔，狕）－犽（狔，０））犪犽（狕）ｄ狕ｄ狔 ．

再利用 Ｍｉｎｋｏｗｓｋｉ和 Ｈ̈ｏｌｄｅｒ不等式以及条件（２），有

‖χ犼（犜犪犽）

‖犔

狇（犌）

≤犿犾∫犌
犼
＼犌
犼＋１

（∫犌＼犌犾∫犌犽

狘犽（狔，狕）－犽（狔，０）狘狘犪犽（狕）狘ｄ狕ｄ狔）狇ｄ｛ ｝狓
１／狇

≤犿犾犿
－１／狇
犼∫犌犽

∑
犾－１

犻＝－∞∫犌犻＼犌犻＋１

狘犽（狔，狕）－犽（狔，０）狘ｄ狔狘犪犽（狕）狘ｄ狕

≤犿犾犿
－１／狇
犼 ∑

犾－１

犻＝－∞

犿－
（１－１／狇）

犻 ∫犌犽

（∫犌犻＼犌犻＋１

狘犽（狔，狕）－犽（狔，０）狘狇ｄ狔）
１／狇狘犪犽（狕）狘ｄ狕

≤犆犿
α
犽（
犿犼
犿犽
）１－１／狇＋δ．

　　情况２　犼＜犾．这时犌犾犌犼＋１犌犼．因为狓犌犽，所以（狓＋犌犾）∩犌犽≠，从而犌犽狓＋

犌犾，也就有犌犽狓＋犌犼＋１．而犌犽犌犼＋１就意味着狓∈犌犼＋１，这就产生了矛盾．因此我们得到

（狓＋犌犾）∩犌犽＝且狓＋犌犾犌＼犌犽．又犜
１＝０，根据核函数满足的条件（２）及犌犽犌犼，容易

证明

１４３

　Ｎｏ．３　　汤灿琴等：某些算子在局部紧的Ｖｉｌｅｎｋｉｎ群上的 Ｈｅｒｚ型 Ｈａｒｄｙ空

间



１

狘犌犾狘
狘∫狓＋犌犾犜犪犽

（狔）ｄ狔狘≤犿犾∫犌＼犌犽∫犌犽

狘犽（狔，狕）－犽（狔，０）狘狘犪犽（狕）狘ｄ狕ｄ狔．

于是 ‖χ犼（犜犪犽）

‖犔

狇（犌）

≤犿犾∫犌
犼
＼犌
犼＋１∫犌＼犌犽∫犌犽

狘犽（狔，狕）－犽（狔，０）狘狘犪犽（狕）狘ｄ狕ｄ（ ）狔
狇

ｄ｛ ｝狓
１／狇

≤犆犿
α
犽（
犿犼
犿犽
）１－１／狇＋δ．

因为α＜１－１／狇＋δ，那么类似于文［４］中定理５的证明，可以推出

犙２≤犆 ∑
∞

犼＝－∞
∑
∞

犽＝犼＋３

狘λ犽狘（
犿犼
犿犽
）１－１／狇＋δ－（ ）α｛ ｝

狆 １／狆

≤犆 ∑
∞

犽＝－∞

狘λ犽狘｛ ｝狆
１／狆

≤犆‖犳‖犎犓
·
α，狆
狇
（犌）． 

　　刘和陆在文［９］中给出了次线性算子在犎犓
·
α，狆
狇 （犌）上的有界性．受他们工作的启发，我

们可以将定理１进行改进．

定理３　设１＜狇≤∞，０＜狆≤∞．若犜是犔狇（犌）上的有界次线性算子，且对于某个０＜δ

≤１，和任意具有紧支集犌犼的犔
１（犌）函数犳，当狓犌犼时

狘犜犳（狓）狘≤犆狘犌犼狘
δ

∫犌
犼

狘犳（狔）狘
狘狓－狔狘

１＋δｄ狔． （３）

如果犜１＝０，那么犜是犎犓
·
α，狆
狇 （犌）上的有界算子．

证　设犪犼（狓）是 犎犓
·
α，狆
狇 （犌）的（α，狇）原子，选择适当的ε使得α＋１／狇－１＜ε＜δ，根据

犎犓
·
α，狆
狇 （犌）的原子和分子理论，只须证明犜犪犼 将（α，狇）原子映成（α，狇，ε）分子

［７］，也就是说

犜犪犼满足下面的条件：（ｉ）∫犌
犜犪犼（狓）ｄ狓＝０；（ｉｉ）‖犜犪犼‖犔

狇（犌） ≤犆犿犼
α；（ｉｉｉ）犚狇（犜犪犼）＝

‖犜犪犼‖
犪／犫

犔
狇（犌）‖狘狓狘

犫犜犪犼‖
１－犪／犫

犔
狇（犌）≤犆＜ ∞，其中犪＝１－１／狇－α＋ε，犫＝１－１／狇＋ε．

由于犜１＝０，即∫犌
犜犪犼（狓）ｄ狓＝０，自然条件（ｉ）就得到满足．再利用犜在犔

狇（犌）上的

有界性，（ｉｉ）也是明显的．

这样我们仅须证明（ｉｉｉ）是正确的．（ｉｉｉ）中的积分可以分解为

‖狘狓狘
犫犜犪犼‖

狇

犔
狇（犌）＝∫犌

狘狓狘
犫狇狘犜犪犼狘

狇ｄ狓＝∫犌
犼

＋∫犌＼犌
犼

＝犐１＋犐２．

于是 犐１≤∑
∞

犽＝犼∫犌犽＼犌犽＋１

狘狓狘
犫狇狘犜犪犼狘

狇ｄ狓

≤犿犼
－犫狇

∫犌
狘犜犪犼（狓）狘

狇ｄ狓

≤犆犿犼
－犫狇＋α狇．

而对犐２ 部分来说，注意到如果犼≥犽＋１，狓∈犌犽＼犌犽＋１，狔∈犌犼，则狓犌犼 且｜狓－狔｜＝（犿犽）
－１．

根据犪犼的尺寸大小和 Ｈ̈ｏｌｄｅｒ不等式，当δ＞ε时，可以得出

犐２≤犆犿
－狇δ
犼 ∑

犼－１

犽＝－∞∫犌犽＼犌犽＋１

狘狓狘
犫狇

∫犌
犼

狘犪犼（狔）狘

狘狓－狔狘
１＋δｄ（ ）狔

狇

ｄ狓
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≤犆犿
－狇δ
犼 ∑

犼－１

犽＝－∞∫犌犽＼犌犽＋１

犿－犫狇
犽
犿狇

（１＋δ）
犽 ∫犌

犼

狘犪犼（狔）狘ｄ（ ）狔
狇

ｄ狓

≤犆 ∑
犼－１

犽＝－∞

犿α狇＋狇－１－狇δ犼 犿－犫狇＋１－狇＋狇δ
犽 ≤犆犿

－犫狇＋α狇
犼 ．

　　综合两部分的估计，有

‖狘狓狘
犫犜犪犼‖犔

狇（犌）≤犆犿
－犫＋α
犼 ，

从而 犚狇（犜犪犼）＝ ‖犜犪犼‖
犪／犫

犔
狇（犌）‖狘狓狘

犫犜犪犼‖
１－犪／犫

犔
狇（犌）

≤犆犿
犪α／犫
犼 犿

（－犫＋α）（１－犪／犫）
犼

≤犆．

因此犜犪犼是（α，狇，ε）分子．从而定理３成立． 

我们还可以进一步推广定理３到次线性分数次积分算子．标准的分数次积分算子的有

界性已在文［１０］中由蓝证明．

定理４　设０＜犾＜１，１＜狇１＜１／犾，１／狇２＝１／狇１－犾，０＜狆１≤狆２＜∞，１－１／狇１＜１－１／狇２≤α

＜∞．如果犜犾是犔
狇１（犌）到犔狇２（犌）的有界次线性算子，犜犾

１＝０，而且对于某个０＜δ≤１和

任意具有紧支集犌犼的犔
１（犌）函数犳，当狓犌犼时

狘犜犾犳（狓）狘≤犆狘犌犼狘
δ

∫犌
犼

狘犳（狔）狘
狘狓－狔狘

１－犾＋δｄ狔， （４）

犜犾是犎犓
·
α，狆１
狇１
（犌）到犎犓

·
α，狆２
狇２
（犌）的有界算子．

证　此定理的证明思想与定理３相似．令犪犼（狓）是一（α，狇１）原子，选取合适的ε使得

α＋１／狇２－１＜ε＜δ－犾．只须证明犜犾犪犼是（α，狇２，ε）分子即可
［７］，即（ｉ）∫犌

犜犾犪犼（狓）ｄ狓＝０，（ｉｉ）

‖犜犾犪犼‖犔
狇（犌）≤犆犿

α
犼，（ｉｉｉ）犚狇２（犜犾犪犼）＝ ‖犜犾犪犼‖

犪／犫

犔
狇２（犌）‖狘狓狘

犫犜犾犪犼‖
１－犪／犫

犔
狇２（犌）≤犆＜ ∞，其中

犪＝１－１／狇２－α＋ε，犫＝１－１／狇２＋ε．

因为犜
犾１＝０，即∫犌

犜犾犪犼（狓）ｄ狓＝０，故条件（ｉ）是满足的．而（ｉｉ）可由犜犾 从犔
狇１（犌）到

犔狇２（犌）的有界性．

接着我们来证明（ｉｉｉ）．分解‖｜狓｜
犫犜犾犪犼‖

狇２

犔
狇２（犌）如下

‖狘狓狘
犫犜犾犪犼‖

狇２

犔
狇２（犌）＝∫犌

狘狓狘
犫狇２狘犜犾犪犼狘

狇２ｄ狓＝∫犌
犼

＋∫犌＼犌
犼

＝犐１＋犐２．

又 犐１≤∑
∞

犽＝犼∫犌犽＼犌犽＋１

狘狓狘
犫狇２狘犜犾犪犼狘

狇２ｄ狓

≤犿
－犫狇２
犼∫犌

狘犜犾犪犼（狓）狘
狇２ｄ狓

≤犿
－犫狇２
犼 ‖犪犼‖

狇２
狇１ ≤犆犿

－犫狇２＋α狇２
犼 ．

下面对犐２ 进行估计．如果犼≥犽＋１，狓∈犌犽＼犌犽＋１，狔∈犌犼，那么狓犌犼并且｜狓－狔｜＝（犿犽）
－１．

利用犪犼的尺寸大小和 Ｈ̈ｏｌｄｅｒ不等式，可以得到

犐２≤犆犿
－狇２δ
犼 ∑

犼－１

犽＝－∞∫犌犽＼犌犽＋１

狘狓狘
犫狇２∫犌

犼

狘犪犼（狔）狘

狘狓－狔狘
１－犾＋δｄ（ ）狔

狇２

ｄ狓

≤犆犿
－狇２δ
犼 ∑

犼－１

犽＝－∞∫犌犽＼犌犽＋１

犿－犫狇２犽 犿犽
狇２
（１－犾＋δ）

∫犌
犼

狘犪犼（狔）狘ｄ（ ）狔
狇２

ｄ狓

３４３
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≤犆犿
－狇２δ
犼 ∑

犼－１

犽＝－∞

犿－犫狇２犽 犿犽
狇２
（１－犾＋δ）犿α狇２犼 犿

狇２
（１
狇１
－１）

犼 犿－１
犽 ≤犆犿

－犫狇２＋α狇２
犼 ，

其中犾＝
１

狇１
－
１

狇２
且δ－犾＞ε．

因此

‖狘狓狘
犫犜犾犪犼‖犔

狇２（犌）≤犆犿
－犫＋α
犼 ，

进一步有

犚狇（犜犾犪犼）＝ ‖犜犾犪犼‖
犪／犫

犔
狇２（犌）‖狘狓狘

犫犜犾犪犼‖
１－犪／犫

犔
狇２（犌）

≤犆犿
犪α／犫
犼 犿

（－犫＋α）（１－犪／犫）
犼 ≤犆．

所以我们证明了犜犾犪犼是（α，狇２，ε）分子，从而完成了整个定理４的证明． 
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