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间断系数的二阶椭圆型方程解的正则性
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摘要：该文研究的问题源自于生物学与物理学中具有间断介电系数的静电场．作者以拟微分算

子为主要工具讨论具间断系数的半线性二阶椭圆型方程解的存在性和正则性．
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１　引言

１９２３年，Ｄｅｂｙｅ和Ｈüｃｋｅｌ已给出带电溶液中球型带电微粒的自由电能
［１］．并由高斯定

理和Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ散度法则得出电势所满足的的微分方程．ＤｅｂｙｅＨüｃｋｅｌ模型如下图所示．

在原始模型中，区域Ω１ 中介电系数为ε１，而区域Ω３ 中包含介电系数为ε３ 的溶液，设其

中含有自由电荷．Ω２ 为区域Ω１ 周围一隔离层，在Ω２ 中无自由电荷，但ε２＝ε３≠ε１．且三个

区域内电荷体密度函数分别为

ρ１ ＝ρ１（狓）ｉｎΩ１，

ρ２ ＝０ｉｎΩ２，

ρ３ ＝－２犆ｓｉｎ犺（犽狌）ｉｎΩ

烅

烄

烆 ３

（１．１）

然而，该理论可拓广至更复杂的带电微粒中，如蛋白质中．

上述问题的弱解形式为：狌∈犎
１
０（Ω），φ∈犎

１
０（Ω），有

∫Ω

（ε（狓）狌φ－２πρφ）ｄ狓＝０． （１．２）
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其中ρ如（１．１）式定义的电荷体密度函数．在分部意义下，（１．２）式等价于下面的边值问题：

记Ω＝珚Ω１∪珚Ω２∪Ω３，狌∈犎
１
０（Ω）满足

－ε１Δ狌 ＝２πρ１，　ｉｎΩ１，

－ε２Δ狌 ＝２πρ２，　ｉｎΩ２，

－ε３Δ狌 ＝２πρ３，　ｉｎΩ３

烅

烄

烆 ，

（１．３）

ε１
狌

狀
狘１ ＝ε２

狌

狀
狘２，　ｉｎΓ１， （１．４）

ε２
狌

狀
狘２ ＝ε３

狌

狀
狘３，　ｉｎΓ２， （１．５）

这里狌

狀
｜犻（犻＝１，２，３）理解为各自的迹．

讨论一般情况，Ω为若干子区域Ω犻（犻＝１，２，…，犾）的并，其边界Ω犻均光滑．依赖于电势

狌的电荷密度函数为犳（狓，狌）∈犆∞（珚Ω犻×犚
１）．从而，介电系数间断的静电势方程的弱解形

式等价于：求狌∈犎
１
０（Ω）使得

∫Ω

（ε（狓）狌φ－犳（狓，狌）φ）ｄ狓＝０，φ∈犎
１
０（Ω）． （１．６）

其中ε（狓）＞０在每个子区域Ω犻中均为常数．对于这种一般情况，有如下定理

定理犃　设狌∈犎
１
０（Ω）为（１．６）式一弱解，犳（狓，狌（狓））∈犔狇（Ω），狇＞

狀
２
，且犳（狓，狌）∈

犆∞（珚Ω犻×犚
１）．则狌∈犆

０，１（珚Ω）且狌∈犆∞（珚Ω犻）（犻＝１，…，犾）．

假设

（Ｈ１）ρ１＝ρ１（狓）∈犆
∞（珚Ω１）；

（Ｈ２）ρ２＝ρ２（狓）∈犆
∞（珚Ω２）；

（Ｈ３）在Ω３ 中，ρ３＝－ρ（狓）狌｜狌｜
γ－１，０≤ρ（狓）∈犆

∞（珚Ω３），１≤γ＜
４

狀－２
（２≤狀＜６）

或ρ３＝－犆ρ（狓）ｓｉｎ犺（犽狌），犽＞０，犆＞０，狀＝２，其中０≤ρ（狓）∈犆
∞（珚Ω３）．

在上述假设下有

定理犅　设Ω犻（犻＝１，２，３）为光滑有界区域．若（Ｈ１）－（Ｈ３）满足，则（１．６）式存在一

犎１０（Ω）弱解，且狌∈犆
０，１（珚Ω），狌∈犆∞（珚Ω犻），犻＝１，２，３．

事实上，当ρ犻＝ρ犻（狓）（犻＝１，２，３）时，线性问题（１．４）、（１．５）解的存在性已解决，证明见

文［２］．又由椭圆型方程解的正则性理论知，当ρ犻∈犆
∞（Ω犻）（犻＝１，２，３）时，狌∈犆

∞（Ω犻）（犻＝

１，２，３）．本文将在第三章中讨论该线性问题解狌在边界上的正则性．实际上，解狌∈犆∞

（珚Ω犻），犻＝１，２，３．从而广义解即为分片经典解．在第四章中，将应用ＤｅＧｉｏｒｇｉＭｏｓｅｒ定理来

讨论一般的间断系数的半线性二阶椭圆型方程解的正则性．在第五章中，作为应用，将解决

两个半线性问题解的存在性和正则性．

２　先验估计

本章在区域Ω＝犚
狀×［０，１］上进行讨论．为方便，引入索伯列夫空间犎（犽，狊）（Ω），并定义

模为

‖狌‖
２

（犽，狊）＝∑
犽

犼＝０

‖犇犼狔Λ
犽－犼＋狊狌（狔）‖

２

犔
２（犚

狀）．
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这里，Λ为一拟微分算子（犐－Δ）
１
２，其象征为σ（Λ）＝ １＋｜ξ｜槡

２，犽为非负整数，且狊∈犚．易

见犎（犽，０）（Ω）与通常意义下的索伯列夫空间 犎
犽（Ω）一致．另外，我们以｜狌｜

２
狊 记‖狌（狔）

‖
２

犎
狊（犚

狀），狔∈［０，１］．

现在，看下面的边值问题

狌

狔
＋犓（狔，狓，犇狓）狌＝犎狌＝犳，（狓，狔）∈犚

狀
×（０，１），

狌狘狔＝０ ＝犵０（ｏｒ狌狘狔＝１ ＝犵１），狓∈犚
狀

烅

烄

烆 ．

（２．１）

其中犓（狔，狓，ξ）∈犆
∞（［０，１］，犛１（犚狀））．

下面的引理引自文献［３］．为方便读者，这里给出证明．

引理２．１　假设Ｒｅσ（犓）≥犆０｜ξ｜－犆１，ξ∈犚，犆０，犆１ 为二正常数．则对任意狌∈犎（１，狊）

（狊≥０）成立

狘狌（１）狘
２

狊＋
１
２
＋‖狌‖

２

（１，狊）≤犆狊［‖犎狌‖
２

（０，狊）＋‖狌‖
２

（０，０）＋狘狌（０）狘
２

狊＋
１
２
］，　狊≥０．

　　证

２Ｒｅ（Λ
２狊＋１狌，犎狌）犔２（犚狀）＝２Ｒｅ（Λ

２狊＋１狌，狔狌）＋２Ｒｅ（Λ
２狊＋１狌，犓狌）

＝ （Λ
２狊＋１狌，狔狌）＋（狔狌，Λ

２狊＋１狌）＋（Λ
２狊＋１狌，犓狌）＋（犓狌，Λ

２狊＋１狌）

＝狔（Λ
狊＋
１
２狌，Λ

狊＋
１
２狌）＋（犓

Λ
２狊＋１狌，狌）＋（Λ

２狊＋１犓狌，狌）

＝狔狘Λ
狊＋
１
２狌狘

２

０＋（（犓

＋犓）Λ

２狊＋１狌，狌）＋（狉２狊＋１狌，狌）．

此处以及后面的狉犻均满足狉犻∈犆
∞（［０，１］，犗犘犛犻）．由假设σ（犓＋犓）＝２Ｒｅσ（犓）≥２犆０｜ξ｜

－２犆１，应用Ｇａｒｄｉｎｇ不等式，可得

２Ｒｅ（Λ
２狊＋１狌，犎狌）≥狔狘Λ

狊＋
１
２狌狘

２

０＋犆狘狌（狔）狘
２

狊＋１－犆′狘狌（狔）狘
２

０．

这里以及后面的犆，犆′均表示不依于狌和狔而变化的常数．

狘狌（狔）狘
２

狊＋１ ≤２犆Ｒｅ（Λ
２狊＋１狌，犎狌）－犆狔狘Λ

狊＋
１
２狌（狔）狘

２

０＋犆狘狌（狔）狘
２

０． （２．２）

将（２．２）式在［０，１］上关于狔积分

‖狌‖
２

（０，狊＋１）＋狘狌（１）狘
２

狊＋
１
２ ≤犆［‖犎狌‖

２

（０，狊）＋‖狌‖
２

（０，０）］＋狘狌（０）狘
２

狊＋
１
２
． （２．３）

由

‖狌‖
２

（１，狊）＝ ‖犇狔狌‖
２

（０，狊）＋‖狌‖
２

＼－（０，狊＋１）， （２．４）

可得

狘狌（１）狘
２

狊＋
１
２
＋‖狌‖

２

（１，狊）≤ ‖犇狔狌‖
２

（０，狊）＋犆‖犎狌‖
２

（０，狊）＋犆‖狌‖
２

（０，０）＋狘狌（０）狘
２

狊＋
１
２
．

（２．５）

由（１．１）式可知

‖犇狔狌‖
２

（０，狊）＝ ‖犎狌－犓狌‖
２

（０，狊）≤犆［‖犎狌‖
２

（０，狊）＋‖狌‖
２

（０，狊＋１）］．

再由（１．３）式可得

‖犇狔狌‖
２

（０，狊）≤犆′［‖犎狌‖
２

（０，狊）＋‖狌‖
２

（０，０）＋狘狌（０）狘
２

狊＋
１
２
］．

从而

狘狌（１）狘
２

狊＋
１
２
＋‖狌‖

２

（１，狊）≤犆狊［‖犎狌‖
２

（０，狊）＋‖狌‖
２

（０，０）＋狘狌（０）狘
２

狊＋
１
２
］． 

　　定理２．１　如果引理２．１的假设成立，则狋∈犣
＋，狊≥０

狘狌（１）狘
２

狋＋狊－
１
２
＋‖狌‖

２

（狋，狊）≤犆狋狊［‖犎狌‖
２

（狋－１，狊）＋‖狌‖
２

（０，０）＋狘狌（０）狘
２

狋＋狊－
１
２
］，

对一切狌∈犎（狋，狊）（Ω）都成立．
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证　对狋用归纳法，当狋＝１时，命题即为引理２．１．现假设下面的不等式对于某个犿≥１

成立

狘狌（１）狘
２

犿＋狊－
１
２
＋‖狌‖

２

（犿，狊）≤犆［‖犎狌‖
２

（犿－１，狊）＋‖狌‖
２

（０，０）＋狘狌（０）狘
２

犿＋狊－
１
２
］，（２．６）

以Λ狌替代狌，得

狘Λ狌（１）狘
２

狋＋狊－
１
２
＋‖Λ狌‖

２

（犿，狊）≤犆［‖犎Λ狌‖
２

（犿－１，狊）＋‖Λ狌‖
２

（０，０）＋狘Λ狌（０）狘
２

犿＋狊－
１
２
］，

而

‖犎Λ狌‖
２

（犿－１，狊）≤犆［‖犎狌‖
２

（犿，狊）＋‖狌‖
２

（犿，狊）］，

所以

狘狌（１）狘
２

犿＋狊＋
１
２
＋‖Λ狌‖

２

（犿，狊）≤犆［‖犎狌‖
２

（犿，狊）＋‖狌‖
２

（犿，狊）＋‖狌‖
２

（０，１）＋狘狌（０）狘
２

犿＋狊＋
１
２
］．

（２．７）

注意到

‖狌‖
２

（犿＋１，狊）＝∑
犿＋１

犼＝０

‖犇狔
犼Λ

犿＋狊＋１－犼狌‖
２

犔
２ ＝ ‖Λ狌‖

２

（犿，狊）＋‖犇狔
犿＋１
Λ
狊狌‖

２

犔
２ （２．８）

及

‖犇狔
犿＋１
Λ
狊狌‖

２

犔
２＝ ‖犇狔·犇狔

犿
Λ
狊狌‖

２

犔
２

≤ ‖犇狔狌‖
２

（犿，狊）

≤ ‖犓狌‖
２

（犿，狊）＋‖犎狌‖
２

（犿，狊）

≤ ‖犎狌‖
２

（犿，狊）＋犆‖狌‖
２

（犿，狊＋１）， （２．９）

由（２．６）、（２．７）、（２．８）、（２．９）式，可得

狘狌（１）狘
２

犿＋狊＋
１
２
＋‖狌‖

２

（犿＋１，狊）≤犆［‖犎狌‖
２

（犿，狊）＋‖狌‖
２

（０，０）＋狘狌（０）狘
２

犿＋狊＋
１
２
］．

从而定理得证． 

推论２．１　如果犓∈犆∞（［０，１］，犗犘犛
１），Ｒｅσ（－犓）≥犆０｜ξ｜－犆１，ξ∈犚，犆０，犆１ 为二

正数，则狋∈犣
＋，狊≥０

狘狌（０）狘
２

狋＋狊－
１
２
＋‖狌‖

２

（狋，狊）≤犆狋狊［‖犎狌‖
２

（狋－１，狊）＋‖狌‖
２

（０，０）＋狘狌（１）狘
２

狋＋狊－
１
２
］．（２．１０）

对一切狌∈犎（狋，狊）都成立．

由上面的讨论，可知当Ｒｅσ（犓）≥犆０｜ξ｜－犆１（犆０，犆１＞０）时，狌的正则性依赖于犎狌和

狌（０）；当Ｒｅσ（－犓）≥犆０｜ξ｜－犆１（犆０，犆１＞０）时，狌的正则性依赖于犎狌和狌（１）．

３　间断系数的线性泊松方程解的正则性

本章考察线性情形．为方便，假设Ω＝珚Ω１∪Ω２，ρ犻＝ρ犻（狓）∈犆
∞（珚Ω犻），犻＝１，２．线性问题

解的存在性见文献［２］．这里讨论该线性问题解在边界Γ１＝Ω１ 上的正则性．本章中，我们

总假设狌∈犎
１
０（Ω）在散度及迹的意义下满足以下的方程和边界条件．

ε１Δ狌＝－２πρ１，　ｉｎΩ１，

ε２Δ狌＝－２πρ２，　ｉｎΩ２｛ ，
（３．１）

其中，Γ１ 光滑，ρ１∈犆
∞（珚Ω１），ρ２∈犆

∞（珚Ω２）．且有

狌＝０，　ｉｎΩ，

ε１
狌

狀
＝ε２

狌

狀
，　ｉｎΓ１烅

烄

烆
，

（３．２）
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　　由Ω１＝Γ１光滑，对任意狓０∈Γ１，当其邻域充分小时，存在一光滑的微分同胚 Ψ：

犖（狓０）｜→犅１（０）．使得

Γ１ ∩犖（狓０）狘→ ｛狘狔狘＜１，狔狀 ＝０｝＝犅
０
１，

Ω１ ∩犖（狓０）狘→ ｛狘狔狘＜１，狔狀 ＞０｝＝犅
＋
１，

Ω２ ∩犖（狓０）狘→ ｛狘狔狘＜１，狔狀 ＜０｝＝犅
－
１．

于是狌（狓）＝狌（Ψ
－１（狔））＝珘狌（狔）．又由链式法则可得

Δ狌＝∑
狀

犻＝１

犻犻狌＝ ∑
狀

犾，犽，犻＝１

（
２
狔犾

狓
２
犻

·珘狌犾＋
狔犾

狓犻

狔犽

狓犻
珘狌犾犽）

＝∑
狀

犻＝１

（狔狀
狓犻
）２珘狌狀狀＋２∑

狀－１

犾＝１
∑
狀

犻＝１

狔犾

狓犻

狔狀

狓犻
珘狌犾狀＋ ∑

犾，犽≤狀－１

狔犾

狓犻

狔犽

狓犻
珘狌犾犽＋∑

狀

犾＝１

犫犾珘狌犾

＝犪
狀狀珘狌狀狀＋２∑

狀－１

犾＝１

狀－１

犪犾狀珘狌犾狀＋ ∑
犾，犽≤狀－１

犪犾犽珘狌犾犽＋∑
狀

犾＝１

犫犾珘狌犾 ＝犔珘狌， （３．３）

而且 （犪犾犿）狀×狀 ＝ （
狔
狓
）狋·（狔

狓
）．

由Ψ 光滑，易证犔为一椭圆算子．

引理３．１　在狔狀＝０附近存在光滑的微分同胚犣＝Φ（犢）

Φ：（狔１，狔２，… ，狔狀）狘→ （狕１，狕２，… ，狕狀）＝ （Φ１（狔），…，Φ狀－１（狔），狔狀）

使得在新坐标系下，变换后的混合偏导数
２
狕狀狕犾
，犾＝１，…，狀－１的系数为０．

证　现考察下面的柯西问题

犪狀狀
φ犾

狔狀
＋２∑

狀－１

犻＝１

犪犻狀
φ犾

狔犻
＝０，

φ犾狘狔狀＝０ ＝狔犾，１≤犾≤狀－１
烅

烄

烆 ，

（３．４）

我们知道该问题存在狀－１个独立的光滑解φ犾，１≤犾≤狀－１．从而，命题得证． 

现仍记珘狌（Φ
－１（狕））为珘狌（狕），则（３．３）式变为

犔珘狌＝珘犪
狀狀珘狌狀狀＋ ∑

１≤犾，犾′≤狀－１

珘犪犾犾′珘狌犾犾′＋∑
狀

犾＝１

珘犫犾珘狌犾．

　　令（狕１，…，狕狀－１）＝狓，狕狀＝狔，则原问题变为

犔１珘狌＝狔狔珘狌＋∑
狀－１

犻，犼＝１

犪犻犼（狔，狓）犻犼珘狌＋∑
狀

犻＝１

犫犻犻珘狌＝珓ρ１（狔＞０），

犔２珘狌＝狔狔珘狌＋∑
狀－１

犻，犼＝１

犪犻犼（狔，狓）犻犼珘狌＋∑
狀

犻＝１

犫犻犻珘狌＝珓ρ２（狔＜０）
烅

烄

烆 ．

（３．１）′

　　狌乘以一个截断函数η∈犆犮
∞（犚狀－１，［－１，１］），ｓｕｐｐη犅１，在一个小区域犞犅１ 上，η

＝１．仍记η
珘狌为珘狌则

珘狌（狓，狔）∈犎
１（犚狀－１×［－１，１］）， （３．５）

不失一般性，我们仍可假设

ε１
珘狌

狔
（狓，＋０）－ε２

珘狌

狔
（狓，－０）＝０． （３．６）

此时，原问题仍写为（３．１）′的形式，且珓ρ∈犔
２（犚狀－１×［－１，１］）．于是，可得下定理

定理３．１　设狌∈犎
１
０（Ω）为问题（３．１）（３．２）的解，ρ１（狓）∈犎

狊（Ω１），ρ２（狓）∈犎
狊（Ω２），狊≥

０．则狌∈犎
狊＋２（Ω犻）（犻＝１，２）且狌∈犎

狊＋
３
２（Γ１）．

证　记犃（狔，狓，犇狓）＝－ ∑
狀－１

犻，犼＝１
犪犻犼（狔，狓）犻犼．则
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σ（犃）＝∑
狀－１

犻，犼＝１

犪犻犼（狔，狓）ξ犻ξ犼∈犆
∞（［－１，１］，犛

２（犚狀－１）），

从而（３．１）′中的第一个方程化为

犔珘狌＝狔狔珘狌－犃（狔，狓，犇狓）珘狌＋∑
狀

犻＝１

犫犻犻珘狌＝珓ρ１．

现将犔分解为如下形式

（狔－犃
＋ （狔，狓，犇狓））（狔－犃

－ （狔，狓，犇狓））珘狌＝珓ρ１－狉０（狔，狓，犇狓）狔珘狌－狉１（狔，狓，犇狓）珘狌．

其中

σ（犃±）（狔，狓，ξ）＝± ∑
狀－１

犻，犼＝１

犪犻犼ξ犻ξ槡 犼，　 当狘ξ狘≥１

且狉０（狔，狓，犇狓）狔珘狌∈犎（０，０）（犚
狀－１×（０，１］），狉１（狔，狓，犇狓）珘狌∈犎（１，－１）（犚

狀－１×（０，１］）犎（０，０）

（犚狀－１×（０，１］）．

于是，（狔－犃
＋（狔，狓，犇狓））（狔－犃

－（狔，狓，犇狓））珘狌∈犎（０，０）（犚
狀－１×（０，１］）．令狑＝（狔－

犃－（狔，狓，犇狓））珘狌，则（狔－犃
＋（狔，狓，犇狓））狑＝珓ρ１－狉０（狔，狓，犇狓）狔珘狌－狉１（狔，狓，犇狓）珘狌＝犳．由第

二章中讨论及标准的磨光技术，可知

‖狑‖
２

（１，０）＋狘狑（０）狘
２
１
２ ≤犆‖犳‖

２

（０，０）＋犆‖狑‖
２

（０，０）＋犆狘狑（１）狘
２
１
２
．

又狑（１）＝０，从而狑∈犎（１，０）（犚
狀－１×（０，１））且狑（０）∈犎

１
２（犚狀－１）．即

（狔－犃
－ （狔，狓，犇狓））珘狌狘狔＝０ ∈犎

１
２（犚狀－１）． （３．７）

　　当狔＜０时，令狔１＝－狔＞０．按照如狔＞０时的做法，可得

（狔１－犃
－ （狔１，狓，犇狓））珘狌狘狔１＝０ ∈犎

１
２（犚狀－１），

即 （－狔－犃
－ （狔，狓，犇狓））珘狌狘狔＝０ ∈犎

１
２（犚狀－１）， （３．８）

ε１×（３．７）＋ε２×（３．８），若令狔＝０，可得

（－ε１犃
－
－ε２犃

－）珘狌（狓，０）∈犎
１
２（犚狀－１）．

当ε１＋ε２≠０时，由犃
－（０，狓，犇狓）是一阶拟微分算子，可得珘狌（狓，０）∈犎

３
２（犚狀－１）．又由磨光

技巧及定理１．１可得珘狌∈犎
２（（０，１）×犚狀－１），珘狌∈犎

２（（－１，０）×犚狀－１）．

重复上面做法，可得珓ρ（狓）∈犎
狊（珚Ω犻），犻＝１，２，狊≥０时

珘狌（狓，０）∈犎
狊＋
３
２（犚狀－１），珘狌∈犎

狊＋２（（０，１）×犚
狀－１），

珘狌∈犎
狊＋２（（－１，０）×犚

狀－１），　狊≥０．

再拉回到Ω犻即得狌∈犎
狊＋２（Ω犻）（犻＝１，２），狌∈犎

狊＋
３
２（Γ１）狊≥０．定理得证． 

４　半线性问题解的正则性

在文章最初提到的蛋白质问题中，ρ３依赖于狌，是一半线性问题．本章中我们就讨论一

般的间断系数半线性二阶椭圆型方程解的正则性．

假设区域珚Ω＝∪
犾

犻＝１

珚Ω犻犚
狀，Ω犻∩Ω犼＝（犻≠犼），边界Ω犻＝Γ犻（犻＝１，…，犾）光滑，Ω中电荷密

度函数为犳（狓，狌）∈犆＼＋∞（珚Ω犻×犚
１）．设狌∈犎

１
０（Ω）为方程（１．６）的解

∫Ω

（ε（狓）狌φ－犳（狓，狌）φ）ｄ狓＝０，φ∈犎
１
０（Ω）．
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　　定理犃　假设狌∈犎
１
０（Ω）为（１．６）式的一个弱解，且犳（狓，狌（狓））∈犔狇（Ω），狇＞

狀
２
，犳（狓，

狌）∈犆∞（珚Ω犻×犚
１）．则狌∈犆

０，１（珚Ω）且狌∈犆∞（珚Ω犻）（犻＝１，…，犾）．

证　由犳（狓，狌（狓））∈犔狇（Ω），狇＞
狀
２
以及ＤｅＧｉｏｒｇｉＭｏｓｅｒ定理，可得狌∈犆α（珚Ω）对某个α

∈（０，１）．又因为，犳（狓，狌）∈犆∞（珚Ω犻×犚
１），所以

‖犇狓犳（狓，狌（狓））‖犔
２（Ω犻

）＝ ‖犳狓（狓，狌（狓））＋犳狌（狓，狌（狓））狓狌‖犔
２（Ω犻

）

≤犆‖犳狓（狓，狌（狓））‖犔
２（Ω犻

）＋犆‖犳狌（狓，狌（狓））狓狌‖犔
２（Ω犻

）

≤犆‖犳狓（狓，狌（狓））‖犔
２（Ω犻

）＋犆狘犳狌（狓，狌（狓））狘∞‖狓狌‖犔
２（Ω犻

）

从而犇狓犳（狓，狌（狓））∈犔
２（Ω犻），犳（狓，狌（狓））∈犎

１（Ω犻）．由定理３．１，可得狌∈犎
３（Ω犻）且狌∈

犎
５
２（Ω犻）．注意到

‖犇狓
２
犳（狓，狌（狓））‖犔

２（Ω犻
）＝ ‖犳狓狓 ＋犳狓狌犇狓狌＋犳狌狓犇＼－狓狌＋犳狌狌（犇狓狌）

２
＋犳狌犇狓

２狌‖犔
２（Ω犻

），

因为，犳（狓，狌）∈犆∞（珚Ω犻×犚
１），狌∈犔∞（珚Ω），于是由 Ｎｉｒｅｎｂｅｒｇ不等式，可得犳（狓，狌（狓））∈

犎２（Ω犻）．又由定理３．１，可得狌∈犎
４（Ω犻）且狌∈犎

７
２（Ω犻）．由此依次下去可得，狌∈犎

狊（Ω犻）

且狌∈犎
狊－

１
２（Ω犻），狊≥３．即狌∈犆

∞（珚Ω犻）（犻＝１，…，犾）．所以，狌∈犆
０，１（珚Ω）． 

５　应用

本章将应用第四章得到的结论解决两个半线性问题解的正则性．假设珚Ω＝∪
３

犻＝１

珚Ω犻．狌∈

犎１０（Ω）满足

－ε１Δ狌＝２πρ１（狓），在Ω１ 内，

－ε２Δ狌＝２πρ２（狓），在Ω２ 内，

－ε３Δ狌＝２πρ３（狓，狌（狓）），在Ω３ 内
烅

烄

烆 ，

（５．１）

其中Γ１，Γ２ 光滑，ρ犻∈犆
∞，犻＝１，２．且

ε１
狌

狀
狘１－ε２

狌

狀
狘２ ＝０，在Γ１ 上， （５．２）

ε２
狌

狀
狘２－ε３

狌

狀
狘３ ＝０，在Γ２ 上， （５．３）

其中狌

狀
｜犻，
狌

狀
｜犻＋１（犻＝１，２）分别为狌在Γ犻两侧法向导数在Γ犻上的迹．

问题Ⅰ

假设

ρ３（狓，狌）＝－ρ（狓）狌狘狌狘
γ－１（γ≥１）， （５．４）

其中０≤ρ（狓）∈犆
∞（珚Ω３）．由狌∈犎

１
０（Ω）及索伯列夫嵌入定理，可知若狀＝１，２，ρ３∈犔

狆（Ω３），

狆≥１．若狀＞２，则狌∈犔
２狀
狀－２（Ω）＝犔

２


（Ω），ρ３∈犔
２

γ （Ω３）．

注意到，当γ＋１≤２时，满足条件（５．２）－（５．４）的方程（５．１）是泛函

犈（狌）＝∫Ω

１

２
ε（狓）狘狌狘

２

ｄ狓＋２π∫Ω３

ρ（狓）

γ＋１
狘狌狘

γ＋１ｄ狓－２π∫Ω１
ρ１（狓）狌ｄ狓－２π∫Ω２

ρ２（狓）狌ｄ狓，

在犎１０（Ω）上的ＥｕｌｅｒＬａｇｒａｎｇｅ方程．由ρ（狓）≥０和Ｃａｕｃｈｙ不等式以及Ｐｏｉｎｃａｒé不等式

知，有
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犈（狌）≥∫Ω

１

４
ε（狓）狘狌狘

２

ｄ狓－犆１ ≥犆‖狌‖
２

犎
１（Ω）－犆１．

所以犈（狌）是强制的．犈（狌）在犎１０（Ω）上是弱下半连续的．事实上，假设狌犿∈犎
１
０（Ω），狌犿

狌∈犎
１
０（Ω）．则由嵌入定理知，狌犿→狌∈犔狆（Ω），若狀≥３则狆＜２

；若狀＝２，则狆为任意正数．

即当狀≥３，γ＋１＜２时；或狀＝２，γ＋１＜＋∞时，成立

∫Ω３

ρ（狓）

γ＋１
（狘狌犿狘

γ＋１
－狘狌狘

γ＋１）ｄ狓－∫Ω１
ρ１（狓）（狌犿－狌）ｄ狓

－∫Ω２
ρ２（狓）（狌犿－狌）ｄ狓→０　（当犿→ ∞）．

又由犎１ 模的弱下半连续性，易得犈 的弱下半连续性．因此，犎１０（Ω）中存在犈 的极小元

狌．并且狌即为（１．６）式一个弱解．

问题Ⅱ

实际上，在蛋白质问题中，条件（５．４）被下面的条件所取代

ρ３（狌）＝－犆ρ（狓）ｓｉｎ犺（犽狌），ρ（狓）≥０，犆＞０，犽＞０，且狀＝２ （５．５）

为讨论该半线性问题解的存在性，我们需要介绍 ＭｏｓｅｒＴｒｕｄｉｎｇｅｒ不等式．

引理５．１（ＭｏｓｅｒＴｒｕｄｉｎｇｅｒ不等式）

设犕狀 为一紧黎曼流形．若φ∈犎
１，狀（犕狀），则ｅｘｐφ和ｅｘｐ［α（｜φ｜·‖φ‖

－１

犎
１）

狀
（狀－１）］（α是

一个不依于φ的充分小实数）均可积．且存在常数犆，μ和γ使得对一切φ∈犎
１，狀都满足

∫犕狀

犲φｄ犞 ≤犆ｅｘｐ［μ‖φ‖
狀
犔
２＋γ‖φ‖

狀
犔
２］

且犎１　

∈

φ→犲
φ∈犔

１ 为紧映射．

假设问题Ⅱ的解狌∈犎
１
０（Ω），由引理５．１可知当狀＝２时，犲

狌
∈犔狇，狇≥１．因此，

ｃｏｓ犺（犽狌）∈犔狇，狇≥１．

注意到，满足条件（５．２）（５．３）和（５．５）的方程（５．１）是泛函

犈（狌）＝∫Ω

１

２
ε（狓）狘狌狘

２

ｄ狓＋２π∫Ω３

犆
犽ρ
（狓）ｃｏｓ犺（犽狌）ｄ狓

－２π∫Ω１
ρ１（狓）狌ｄ狓－２π∫Ω２

ρ２（狓）狌ｄ狓

在犎１０（Ω）上的ＥｕｌｅｒＬａｇｒａｎｇｅ方程．则由ρ（狓）≥０和Ｃａｕｃｈｙ不等式以及Ｐｏｉｎｃａｒé不等

式，得

犈（狌）≥∫Ω

１

４
ε（狓）狘狌狘

２

ｄ狓－犆１ ≥犆‖狌‖
２

犎
１（Ω）－犆１，

所以，犈（狌）是强制的．假设 当狀→∞时，狌狀狌（在犎
１（Ω）中）．又由 ＭｏｓｅｒＴｒｕｄｉｎｇｅｒ不等

式，可知犎１　

∈

φ→犲
φ∈犔

１ 为紧映射．因此，当狀→∞时，ｃｏｓ犺（犽狌狀）→ｃｏｓ犺（犽狌）（在犔
１（Ω）

中）．进而犈（狌）是弱下半连续的．

于是存在狌∈犎
１
０（Ω）使得犈（狌

）＝ ｉｎｆ
狌∈犎

１
０
（Ω）

犈（狌）．并且狌是问题Ⅱ一个弱解．

由上述讨论可得

引理５．２　对于满足条件（Ｈ１）－（Ｈ３）的犳（狓，狌），问题 （１．６）存在弱解狌∈犎
１
０（Ω）．

于是由定理Ａ可得

定理犅　设Ω犻（犻＝１，２，３）为光滑有界区域．若（Ｈ１）－（Ｈ３）满足，则（１．６）存在一
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犎１０（Ω）弱解，且狌∈犆
０，１（珚Ω）

狌∈犆
∞（珚Ω犻），　犻＝１，２，３．

　　证　由引理５．２可得（１．６）式存在一犎
１
０（Ω）弱解．由索伯列夫嵌入定理可知，当狀＝２

时，问题Ⅰ中的ρ３∈犔
狇（Ω３），狇∈［１，∞）．另一方面，在问题Ⅱ中，当狀＝２时，由 Ｍｏｓｅｒ

Ｔｒｕｄｉｎｇｅｒ不等式，可得ｓｉｎ犺（犽狌）∈犔狇（Ω３），狇∈［１，∞）．于是，定理 Ａ可用于这两种情

形，得到狌∈犆
０，１（珚Ω）且狌∈犆∞（珚Ω犻），犻＝１，２，３．

已知在问题Ⅰ中，当狀＞２时，有狌∈犔
２


（Ω）．由已知条件 （Ｈ３）：２＜狀＜６时，１≤γ＜

４

狀－２
，可得ρ３（狓，狌）∈犔

狇（Ω３），狇＞
狀
２
．再由定理Ａ即得狌∈犆

０，１（珚Ω）且狌∈犆∞（珚Ω犻），犻＝１，２，

３． 
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