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摘要：该文研究七阶非线性弱色散方程：狌
狋
＋犪狌

狌

狓
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３狌

狓
３＋γ

　
５狌

狓
５＋μ

　
７狌

狓
７＝０，（狓，狋）∈犚

２ 的初

值问题，通过运用震荡积分衰减估计的最近结果，首先对相应线性方程的基本解建立了几类

Ｓｔｒｉｃｈａｒｔｚ型估计．其次，应用这些估计证明了七阶非线性弱色散方程初值问题解的局部与整

体存在性和唯一性．结果表明，当初值狌０（狓）∈犎
狊（犚），狊≥２／１３时，存在局部解；当狊≥１时，

存在整体解．

关键词：色散方程；初值问题；解；局部存在性；整体存在性．

犕犚（２０００）主题分类：３５Ｑ３０；３５Ｇ２５；４２Ｂ２５　　中图分类号：Ｏ１７５．１２　　文献标识码：Ａ

文章编号：１００３３９９８（２００５）０４４５１１０

１　引言及主要结论

本文讨论下列七阶非线性弱色散方程的初值问题
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狋
＋犪狌

狌
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＋β
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３＋γ
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狓
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狓
７ ＝０，（狓，狋）∈犚

２， （１．１）

狌（狓，０）＝狌０（狓），　狓∈犚， （１．２）

其中犪∈犚为非线性扰动系数，β，γ，μ∈犚为色散系数．方程（１．１）描述沿狓方向弱色散非线

性长波传播的物理模型［１－２］．方程（１．１）包含了几类著名的非线性色散方程，例如，当γ＝μ

＝０，β＝１，犪＝６，方程（１．１）为ＫｏｒｔｅｗｅｇｄｅＶｒｉｅｓ方程
［３］，当μ＝０，方程（１．１）为非线性

Ｋａｗａｈａｒａ方程或奇异扰动ＫｏｒｔｅｗｅｇｄｅＶｒｉｅｓ方程
［４－５］．ＫｏｒｔｅｗｅｇｄｅＶｒｉｅｓ方程和非线性

Ｋａｗａｈａｒａ方程的初值问题在Ｓｏｂｏｌｅｖ空间犎狊中的适定性（即解的局部和整体存在性及唯

一性）的研究目前已经取得了很好进展，例如，ＫｅｎｉｇＰｏｎｃｅＶｅｇａ
［６－７］对ＫｏｒｔｅｗｅｇｄｅＶｒｉｅｓ

方程分别关于狊≥１和狊＞
１

４
；ＴａｏＣｕｉ

［８－９］对非线性Ｋａｗａｈａｒａ方程关于狊≥
１

４
．然而，更一

般的初值问题（１．１）－（１．２）的适定性至今仍未得到解决，本文就此问题进行研究．首先，

对于相应线性方程的基本解犌（狓，狋）得到了如下的衰减估计（详见引理２．１）：设α∈犆，０≤

Ｒｅα≤
５

２
，则对任意固定的δ＞０，都存在仅依赖于δ，α，β，γ和μ的常数犆＞０使成立
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ｓｕｐ
狓∈犚
狘犇

α犌（狓，狋）狘≤犆狋
－
１
７
（Ｒｅα＋１），　０＜狘狋狘≤δ． （１．３）

其次，建立了下面的Ｓｔｒｉｃｈａｒｔｚ型光滑估计（详见定理２．３）

‖犇
θα
２犠（狋）犳‖犔

狇

犜犔
狆
狓 ≤犆‖犳‖２，　犳∈犔

２（犚）， （１．４）

其中０≤α≤
５

２
，０≤θ≤１，狆＝

２

１－θ
，狇＝

１４

θ（α＋１）
，犠（狋）犳（狓）＝（犌（·，狋）犳）（狓）．同时，将

建立另外一些关于解算子犠（狋）犳的重要犎
狊－犔狆狓犔

狇

犜 型光滑时空混合范数估计，这些估计

在证明非线性结果中将起到关键性的作用．最后，我们得到下面的主要定理

定理１．１　假设μβ＞０，μγ＜０，狌０∈犎
狊（犚），狊≥

２

１３
．则存在相应的犜＝犜（‖狌０‖狊，２）

＞０使得初值问题（１．１）－（１．２）在犚×［－犜，　犜］上存在唯一的解狌（狓，狋）满足

狌∈犆（［－犜，犜］；犎
狊（犚））∩ （犔狓

２６
９犔犜

１３
４）（犚×［－犜，犜］）， （１．５）

狌

狓
∈ （犔

４

犜犔
∞
狓 ）（犚×［－犜，　犜］）， （１．６）

犇狊
狌

狓
∈ （犔狓

１３
２犔犜

２６
５）（犚×［－犜，　犜］）， （１．７）

犇狊＋３狌∈ （犔
∞
狓 犔

２
犜）（犚×［－犜，　犜］）． （１．８）

借助于犔２守恒律（［１０］），从定理１．１可以得到下面整体性结果

定理１．２　假设μβ＞０，μγ＜０，狌０∈犎
１（犚）．则初值问题（１．１）－（１．２）在犚２ 上存在唯

一的整体解狌（狓，狋）满足

狌∈犔
∞（犚；犎１（犚））．

　　本文用到的记号如下

犎 表示 Ｈｉｌｂｅｒｔ变换，即

犎犳（狓）＝犉
－１（－ｉ（ｓｇｎ（ξ））珟犳（ξ））＝

１

π
　Ｐ．Ｖ．∫

∞

－∞

犳（狔）

狓－狔
ｄ狔．

　　犇
α（α∈犆，Ｒｅα＞－１）表示关于空间变量狓的α阶绝对导数，即

犇α犳（狓）＝犉
－１（狘ξ狘

α珟犳（ξ））．

因此，成立

犇１ ＝犎
狌

狓
＝
狌

狓
犎，　

狌

狓
＝－犎犇

１
＝－犇

１犎．

　　‖·‖狆（１≤狆≤∞）表示空间犔
狆（犚）的范数．

犠狊，狆（犚狀）＝犑－狊犔狆（犚狀），１≤狆≤∞，其上的范数用 ‖·‖狊，狆表示，其中犑
狊＝（１－Δ）

狊
２为

－狊阶的Ｂｅｓｓｅｌ位势算子（其定义详见Ｅ．Ｍ．Ｓｔｅｉｎ
［２０］）．当狆＝２时，用犎

狊代替犠狊，２．

犆（［犪．犫］；犅）（相应地犆（［犪，犫）；犅），犆（（犪，犫）；犅））表示所有从［犪，犫］（相应地［犪．犫），（犪，

犫））到犅 的连续函数空间．

设１≤狆，狇＜∞，函数狏：犚×［－犜，犜］→犚．定义

‖狏（狋，狓）‖犔
狆
狓犔
狇

犜
＝∫

∞

－∞

（（∫
犜

－犜
狘狏（狓，狋）狘狇ｄ狋）

１
狇）狆ｄ［ ］狓

１
狆

．

类似地有‖狏（狋，狓）‖犔
狇

犜犔
狆
狓
，并相应地用犜＝狋表示［－犜，犜］＝犚 时的情形．当狆 或狇 等于

∞ 时，范数取相应的极限范数．（犔
狇

犜犔
狆
狓）（犚×［－犜，犜］）（简记作犔

狇

犜犔
狆
狓）表示定义在犚×［－

犜，犜］上并满足 ‖·‖犔
狇

犜犔
狆
狓
＜∞ 的所有可测函数构成的空间．类似地可定义空间（犔狆狓犔

狇

犜）（犚

×［－犜，犜］）．
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狆′表示狆（１≤狆≤∞）的对偶指标，即
１

狆
＋
１

狆′
＝１．

２　基本估计

本节将建立相应线性方程的解及其分数阶导数的估计．特别地，我们将证明Ｓｔｒｉｃｈａｒｔｚ

型光滑效应（１．４）．除此之外，还将建立几个在证明非线性结果中起重要作用的‖·‖犔
狆
狓犔
狇

犜

型的光滑时空混合范估计．

考虑下面的自由（线性）方程的初值问题

狌

狋
＋β
　
３狌

狓
３＋γ

　
５狌

狓
５＋μ

　
７狌

狓
７ ＝０，　（狓，狋）∈犚

２， （２．１）

狌（狓，０）＝狌０（狓），　狓∈犚． （２．２）

　　通过标准方法可以得到方程（２．１）的基本解有如下表达式

犌（狓，狋）＝犮∫
∞

－∞
ｅｉ狓ξｅｉ狋

（μξ
７
－γξ
５
＋βξ
３）
犱ξ＝犮ｌｉｍ

犕→∞∫
犕

－犕
ｅｉ狓ξｅｉ狋

（μξ
７
－γξ
５
＋βξ
３）
ｄξ， （２．３）

其中犮＝（２π）
－１．易知上述极限是有意义的，对每个狋∈犚，　狋≠０，定义算子犠（狋）如下：

犠（狋）犳（狓）＝（犌（·，狋）犳）（狓），并定义犠（０）犳＝犳．则函数

狌（狓，狋）＝犠（狋）狌０（狓），　（狓，狋）∈犚
２

（对适当的初值狌０）是初值问题（２．１）－（２．２）的唯一解．易知｛犠（狋）｝狋∈犚是犔
２（犚）上的酉算

子群，因此，

‖犠（狋）犳‖２ ＝ ‖犳‖２，　 犳∈犔
２（犚）． （２．４）

本节的目的是建立关于算子犠（狋）的一些下节将用到的估计式．

引理２．１　设α∈犆，０≤Ｒｅα≤５／２．则对任意的δ＞０，存在仅依赖于δ，α，β，γ，μ的

常数犆＞０，成立

ｓｕｐ
狓∈犚
狘犇

α犌（狓，狋）狘≤犆狋
－
１
７
（Ｒｅα＋１），　０＜狘狋狘≤δ． （２．５）

　　证　记狆（ξ）＝μξ
７－γξ

５＋βξ
３，则

犇α犌（狓，狋）＝犮∫
∞

－∞
狘ξ狘

αｅｉ
（狋狆（ξ）＋狓ξ）ｄξ

＝犮∫
∞

０
ξ
αｅｉ狋

（狆（ξ）＋
狓
狋ξ
）
ｄξ＋犮∫

∞

０

（ξ）
αｅｉ狋

（狆（－ξ）＋（
－狓
狋
）ξ）ｄξ．

因此从［１２，定理２．５］容易得到（２．５）式（注：尽管［１２，定理２．５］只对实的α陈述，但检查

其证明不难知道它对复的α也成立）． 

应用Ｙｏｕｎｇ不等式和引理２．１立得

‖犇
α犠（狋）犳‖∞ ≤犆狋

－
１
７
（Ｒｅα＋１）

‖犳‖１， （２．６）

其中α和犆同引理２．１．根据复插值定理（见［１３，ＣｈａｐｔｅｒＶ，Ｔｈｅｏｒｅｍ４．１］），由（２．４）和

（２．６）式易得

定理２．２　设０≤α≤５／２，０≤θ≤１，则对任意δ＞０存在仅依赖于δ，α，β，γ和μ的常

数犆＞０使对任意的犳∈犔
２
１＋θ（犚）和０＜｜狋｜≤δ成立

‖犇
θα犠（狋）犳‖ ２

１－θ ≤犆狋
－
１
７θ
（α＋１）
‖犳‖ ２

１＋θ
． （２．７）

估计式（２．６）和（２．７）对下节的应用来说不方便，因为它们的右端都不是函数的犔２范数或

犎狊范数，而是犔狆范数且１≤狆＜２．由于我们无法建立关于 ‖犠（狋）犳‖狆当１≤狆＜２时的估

３５４　Ｎｏ．４　　　陶双平等：七阶非线性色散方程初值问题解的局部和整体存在性



计，这正是色散方程与抛物型方程的一个显著区别：关于抛物型方程，对于任意的１≤狆≤狇

≤∞ 都可以建立基本解的犔狆－犔狇型估计
［１４］，然而对于色散方程只能建立基本解的犔狆－

犔狆′估计，当然这里要求１≤狆＜２．正由于这个原因，获得非线性色散方程初值问题在

Ｓｏｂｏｌｅｖ空间中的适定性结果要比非线性抛物方程相应的问题困难得多．为了克服这一困

难，我们不得不借助于现代调和分析理论，建立线性色散方程（２．１）基本解算子犠（狋）的

犎狊－犔狆狓犔
狇

犜 或犎
狊－犔

狇

犜犔
狆
狓型光滑时空混合范数估计，即所谓的Ｓｔｒｉｃｈａｒｔｚ型估计（Ｃ．Ｅ．

Ｋｅｎｉｇ，Ｇ．Ｐｏｎｃｅ和Ｌ．Ｖｅｇａ首先应用这类估计研究非线性色散方程初值问题在Ｓｏｂｏｌｅｖ

空间中的适定性［７］）．因此，为了证明主要定理，我们必须建立下面的Ｓｔｒｉｃｈａｒｔｚ型估计．

定理２．３　设０≤α≤５／２，０≤θ≤１．则对任意的δ＞０存在仅依赖于δ，α，θ，β，γ，μ的

常数犆＞０使对任意的犳∈犔
２（犚）和０＜犜≤δ成立

‖犇
θα
２犠（狋）犳‖犔

狇

犜犔
狆
狓 ≤犆‖犳‖２，这里狆＝２／（１－θ），狇＝１４／θ（α＋１）． （２．８）

　　证　对任意的狌（狓，狋）∈犔
狇′

犜犔
狆′
狓，从估计式（２．７）得

‖∫
犜

－犜
犇θα犠（狋－τ）狌（狓，τ）ｄτ‖犔

狇

犜犔
狆
狓≤ （∫

犜

－犜

（∫
犜

－犜
‖犇

θα犠（狋－τ）狌（狓，τ）‖狆ｄτ）
狇ｄ狋）

１
狇

≤犆（∫
犜

－犜

（∫
犜

－犜
狘狋－τ狘

－
１
７θ
（α＋１）
‖狌（·，τ）‖狆′ｄτ）

狇ｄ狋）
１
狇．

记犐λ（犳）为λ阶的Ｒｉｅｓｚ位势积分算子
［１１］，由于０≤

１

７
θ（α＋１）≤

１

２
及

１

狇
′＋

１

７
θ（α＋１）＝１＋

１

狇
，ｉ．ｅ．，　狇＝

１４

θ（α＋１）
，

所以应用关于犐λ 的 ＨａｒｄｙｌｉｔｔｌｅｗｏｏｄＳｏｂｏｌｅｖ不等式得（［１１，ＣｈａｐｔｅｒＶ，Ｔｈｅｏｒｅｍ１］或

［１５，Ｔｈｅｏｒｅｍ４．５．３］）

　‖∫
犜

－犜
犇θα犠（狋－τ）狌（狓，τ）犱τ‖犔

狇

犜犔
狆
狓

≤犆（∫
∞

－∞

（∫
∞

－∞
狘狋－τ狘

－
１
７θ
（α＋１）
‖狌

（·，τ）‖狆′ｄτ）
狇ｄ狋）

１
狇

＝犆（∫
∞

－∞

（犐１－１７θ（α＋１）（‖狌
（·，狋）‖狆′））

狇ｄ狋）
１
狇

≤犆（∫
∞

－∞
‖狌

（·，狋）‖狇
′
狆′ｄ狋）

１
狇′ ＝ ‖狌‖犔

狇′

犜犔
狆′
狓
，

其中

狌（狓，狋）＝
狌（狓，狋），　 如果 　狓∈犚，狘狋狘≤犜，

０，　　 　 如果 　狓∈犚，狘狋狘＞犜｛ ．

现在采用Ｐ．Ｔｏｍａｓ方法
［１６］便得到

　‖∫
犜

－犜
犇

αθ
２犠（狋）狌（狓，狋）ｄ狋‖

２
２

＝∫
∞

－∞

（∫
犜

－犜
犇

αθ
２犠（狋）狌（狓，狋）ｄ狋）（∫

犜

－犜
犇

αθ
２犠（狋）狌（狓，狋）ｄ狋）ｄ狓

＝∫
∞

－∞∫
犜

－犜
狌（狓，狋）（∫

犜

－犜
犇αθ犠（狋－τ）狌（狓，τ）ｄτ）ｄ狋ｄ狓

≤ ‖狌‖犔
狇′

犜犔
狆′
狓
·‖∫

犜

－犜
犇αθ犠（狋－τ）狌（狓，狋）犱τ‖犔

狇

犜犔
狆
狓 ≤ ‖狌‖

２

犔
狇′

犜犔
狆′
狓
．

因此，
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‖∫
犜

－犜
犇

θα
２犠（狋）狌（狓，狋）ｄ狋‖２ ≤犆‖狌‖犔

狇′

犜犔
狆′
狓
． （２．９）

注意到

∫
犜

－犜∫
∞

－∞
犇
θα
２犠（狋）犳（狓）狌（狓，狋）ｄ狓ｄ狋＝∫

∞

－∞
犳（狓）（∫

犜

－犜
犇

αθ
２犠（狋）狌（狓，狋）ｄ狋）ｄ狓，

　　所以借助于对偶关系和 Ｈ̈ｏｌｄｅｒ不等式，从（２．９）式立得（２．８）式． 

推论２．４　对任意固定的δ＞０，存在仅依赖于δ，β，γ和μ的常数犆＞０使对任意的犳

∈犔
２（犚）和０＜犜≤δ成立

‖


狓
犠（狋）犳‖犔犜

１４
３犔

∞
狓 ≤犆‖犳‖２． （２．１０）

　　证　在（２．８）式中取θ＝１和α＝２得

‖犇
１犠（狋）犳（狓）‖犔犜

１４
３犔

∞
狓 ≤犆‖犳‖２．

因此从Ｈｉｌｂｅｒｔ变换是犔２（犚）上的酉算子得

‖


狓
犠（狋）犳‖犔犜

１４
３犔

∞
狓
＝ ‖ －犇

１犠（狋）犎犳‖犔犜

１４
３犔

∞
狓 ≤犆‖犎犳‖２ ＝犆‖犳‖２． 

　　引理２．５　设μβ＞０，μγ＜０，则存在仅依赖于β，γ和μ 的常数犆＞０使对任意的犳∈

犔２（犚）成立

‖
　
３

狓
３犠（狋）犳‖犔

∞
狓犔

２
狋 ≤犆‖犳‖２． （２．１１）

　　证　设犳∈犆０
∞（犚），犵（狓）＝

犱３犳
犱狓３

（狓），则

　
　
３

狓
３犠（狋）犳（狓）＝犠（狋）犵（狓），　

其中狆（ξ）＝μξ
７－γξ

５＋βξ
３．注意到μβ＞０，μγ＜０有

狘狆′（ξ）狘＝狘ξ
２（７μξ

４
－５γξ

２
＋３β）狘≥７狘μ狘狘ξ狘

６，

所以应用［１７，Ｔｈｅｏｒｅｍ４．１］得到

　ｓｕｐ
狓∈犚

（∫
∞

－∞
狘
　
３

狓
３犠（狋）犳（狓）狘

２ｄ狋）
１
２

＝ｓｕｐ
狓∈犚

（∫
∞

－∞
狘犠（狋）犵（狓）狘

２ｄ狋）
１
２ ≤犆（∫

∞

－∞
狘珟犵（ξ）狘

２
狘狆′（ξ）狘

－１ｄξ）
１
２

≤犆（∫
∞

－∞
狘ξ狘

６
狘珟犳（ξ）狘

２

ξ
－６犱ξ）

１
２ ＝犆‖珟犳‖

２
＝犆‖犳‖２，

其中珟犵表示犵 的Ｆｏｕｒｉｅｒ变换．故当犳∈犆０
∞（犚）时（２．１１）式成立．再由犆０

∞（犚）在犔２（犚）

中的稠密性即得（２．１１）式对任意的犳∈犔
２（犚）也成立． 

引理２．６　设μβ＞０，μγ＜０，则存在仅依赖于β，γ和μ 的常数犆＞０使对任意的犳∈

犎
１
４（犚）成立

‖犠（狋）犳‖犔
４
狓犔
∞
狋 ≤犆‖犇

１
４犳‖２． （２．１２）

　　证　设犳∈犆０
∞（犚），狆（ξ）＝μξ

７－γξ
５＋βξ

３，由μβ＞０，μγ＜０得｜
狆′（ξ）

狆″（ξ）
｜≤犆｜ξ｜，ξ∈

犚．所以应用 ［１７，Ｔｈｅｏｒｅｍ２．５］便得

‖犠（狋）犳‖犔
４
狓犔
∞
狋
＝ （∫

∞

－∞
ｓｕｐ
狋∈犚
狘犠（狋）犳（狓）狘

４ｄ狓）
１
４

≤犆（∫
∞

－∞
狘珟犳（ξ）狘

２
狘
狆′（ξ）

狆″（ξ）
狘
１
２ｄξ）

１
２
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≤犆（∫
∞

－∞
狘珟犳（ξ）狘

２
狘ξ狘

１
２ｄξ）

１
２ ＝犆‖犇

１
４犳‖２．

故当犳∈犆０
∞（犚）时（２．１２）式成立．再由犆０

∞（犚）在犎
１
４（犚）中的稠密性即得（２．１２）式． 

引理２．７　设μβ＞０，μγ＜０，０≤θ≤１，则存在仅依赖于β，γ，θ，μ的常数犆＞０使对任

意的犳∈犔
２（犚）成立

‖犇
３－
１３
４θ犠（狋）犳‖犔

狆
θ
狓 犔

狇
θ
狋 ≤犆‖犳‖２， （２．１３）

其中狆θ＝４／θ，狇θ＝２／（１－θ）．

证　考虑解析算子簇（固定狋＞０）犜狕＝犇
－狕／４犇３－３狕犠（狋），狕∈犆，０≤Ｒｅ狕≤１．当狕＝ｉ犫

时，由（２．１１）式得

‖犜ｉ犫犳‖犔
∞
狓犔

２
狋
＝ ‖犇

３犠（狋）犇－ｉ
１３
４犫犳‖犔

∞
狓犔

２
狋
＝ ‖

　
３

狓
３犠（狋）犇

－ｉ
１３
４犫犎犳‖犔

∞
狓犔

２
狋

≤犆‖犎犳‖２ ＝犆‖犳‖２， （２．１４）

其中犎 表示 Ｈｉｌｂｅｒｔ变换（为犔２（犚）上的酉算子）．另一方面当狕＝１＋ｉ犫时，由（２．１２）式得

‖犜１＋ｉ犫犳‖犔
４
狓犔
∞
狋
＝ ‖犇

－
１
４犠（狋）犇－ｉ

１３
４犫犳‖犔

４
狓犔
∞
狋 ≤犆‖犳‖２． （２．１５）

因此应用Ｓｔｅｉｎ插值定理
［１８］由（２．１４）和（２．１５）式得（２．１３）式． 

推论２．８　设μβ＞０，μγ＜０，则存在仅依赖于β，γ，μ的常数犆＞０使对任意的犳∈犔
２（犚）

和０＜犜≤δ成立

‖


狓
犠（狋）犳‖犔

１３
２
狓 犔

２６
５
狋 ≤犆‖犳‖２． （２．１６）

　　证　在（２．１３）式中取θ＝
８

１３
便得（２．１６）式． 

引理２．９　设δ＞０，μβ＞０，μγ＜０，０≤θ≤１，则存在仅依赖于δ，θ，β，γ和μ 的常数

犆＞０使对任意的犳∈犔
２（犚）和０＜犜 ≤δ成立

‖犇
－
θ
４犠（狋）犳‖犔狓

狆
θ犔犜

狇
θ ≤犆‖犳‖２， （２．１７）

其中狆θ＝４／（２－θ），狇θ＝２／（１－θ）．

证　考虑解析算子簇犜狕＝犇
－狕／４犠（狋），狕∈犆，０≤Ｒｅ狕≤１．注意到犠（狋）为犔

２（犚）上的

酉算子，对 犳∈犔
２（犚），犜＞０有

‖犠（狋）犳‖犔
２
狓犔
２
犜
＝ ‖犠（狋）犳‖犔

２
犜犔
２
狓 ≤槡２犜

１
２ ‖犳‖２． （２．１８）

因此当狕＝ｉ犫时，由（２．１８）式得

‖犜ｉ犫犳‖犔
２
狓犔
２
犜 ≤犆‖犳‖２． （２．１９）

另一方面当狕＝１＋ｉ犫时，由（２．１２）式得

‖犜１＋ｉ犫犳‖犔
４
狓犔
∞
狋
＝ ‖犇

－
１
４犠（狋）犇－ｉ

犫
４犳‖犔

４
狓犔
∞
狋 ≤犆‖犳‖２． （２．２０）

因此应用Ｓｔｅｉｎ插值定理
［１８］由（２．１９），（２．２０）式便得（２．１７）式． 

推论２．１０　设μβ＞０，μγ＜０，δ＞０，则存在仅依赖于β，γ，μ，δ＞０的常数犆＞０使对任

意的犳∈犔
２（犚）和０＜犜≤δ成立

‖犇
－
２
１３犠（狋）犳‖犔狓

２６
９犔犜

２６
５ ≤犆‖犳‖２． （２．２１）

　　证　在（２．１７）式中取θ＝
８

１３
便得（２．１６）式． 

６５４ 数 学 物 理 学 报　　　　　　　　　　　Ｖｏｌ．２５Ａ　



３　定理１．１的证明

先限定０＜犜≤１（即取第二节中出现的δ＝１）．再设狊≥
２

１３
．对这样给定的狊，犜＞０和

犚×［－犜，犜］上的二元函数ω（狓，狋）：犚×［－犜，犜］→犚，定义模函数

Λ１
犜（ω）＝ ‖犇

狊＋３
ω‖犔

∞
狓犔

２
犜
＝ｓｕｐ

狓∈犚

（∫
犜

－犜
狘犇

狊＋３
ω（狓，狋）狘

２ｄ狋）
１
２， （３．１）

Λ
犜
２（ω）＝ ‖

ω
狓
‖犔

４
犜犔
∞
狓
＝ （∫

犜

－犜
‖
ω
狓
（·，狋）‖

４
∞ｄ狋）

１
４， （３．２）

Λ
犜
３（ω）＝ ‖犇

狊ω
狓
‖犔狓

１３
２犔犜

２６
５ ＝ （∫

∞

－∞

（∫
犜

－犜
狘犇

狊ω
狓
（狓，狋）狘

２６
５ｄ狋）

５
４ｄ狓）

２
１３， （３．３）

Λ
犜
４（ω）＝ ‖ω‖犔狓

２６
９犔犜

１３
４ ＝ （∫

∞

－∞

（∫
犜

－犜
狘ω（狓，狋）狘

１３
４ｄ狋）

８
９ｄ狓）

９
２６， （３．４）

Λ
犜
５（ω）＝ ｓｕｐ

－犜≤狋≤犜
‖ω（·，狋）‖狊，２， （３．５）

Λ
犜（ω）＝ ｍａｘ

１≤犼≤５

｛Λ犼
犜（ω）｝． （３．６）

令犡犜 为下列函数空间（狊≥
２

１３
）

犡犜 ＝ ｛ω∈犆（［－犜，犜］；犎
狊（犚）），Λ

犜（ω）＜ ∞｝，

其上的范数就取为Λ
犜（·）．易见犡犜是Ｂａｎａｃｈ空间．对任意的 犕＞０，用 犡犜，犱表示犡犜 中

半径为犱＞０的闭球

犡犜，犱 ＝ ｛ω∈犡犜：Λ
犜（ω）≤犱｝．

易知初值问题（１．１）－（１．２）等价于下列积分方程

狌（·，狋）＝犠（狋）狌０＋犪∫
狋

０
犠（狋－τ）（狌

狌

狓
）（·，τ）ｄτ． （３．７）

对给定的初值狌０∈犎
狊（犚）（狊≥

２

１３
），定义映射ψ：狌→ψ（狌）

ψ（狌）（·，狋）＝犠（狋）狌０＋犪∫
狋

０
犠（狋－τ）（狌

狌

狓
）（·，τ）ｄτ，　狌∈犡犜．

我们将证明这一定义合理（即右端的运算有意义），且ψ映犡犜到自身，并且当取犱 充分大

（依赖于 ‖狌０‖狊，２），犜 充分小（依赖于‖狌０‖狊，２和犱）时，ψ是犡犜，犱到自身的压缩映射．为

此，先建立下列引理．

引理３．１　设狊≥
２

１３
，０＜犜≤１，狌０∈犎

狊（犚），狏∈犔
１（［－犜，犜］；犎狊（犚）），令μβ＞０，μγ

＜０，犪∈犚，犪≠０，及

狑（·，狋）＝犠（狋）狌０＋犪∫
狋

０
犠（狋－τ）狏（·，τ）ｄτ　（狘狋狘≤犜）．

则狑∈犡犜且存在仅与狊，β，γ，犪有关的常数犆＞０使成立

Λ（狑）≤犆（‖狌０‖狊，２＋∫
犜

－犜
‖狏（·，狋）‖狊，２ｄ狋）． （３．８）

　　证　易见狑∈犆（［－犜，犜］；犎
狊（犚），首先由（２．１１）式得

‖犇
狊＋３狑 ‖犔

∞
狓犔

２
犜 ≤‖

　
３

狓
３犠（狋）犇

狊狌０‖犔
∞
狓犔

２
犜
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＋狘犪狘ｓｕｐ
狓∈犚

（∫
犜

０
狘∫

狋

０

　
３

狓
３犠（狋－τ）犇

狊狏（·，τ）ｄτ狘
２ｄ狋）

１
２

＋狘犪狘ｓｕｐ
狓∈犚

（∫
０

－犜
狘∫

狋

０

　
３

狓
３犠（狋－τ）犇

狊狌２狏（·，τ）ｄτ狘
２ｄ狋）

１
２

≤犆‖犇
狊狌０‖２＋狘犪狘∫

犜

０
ｓｕｐ
狓∈犚

（∫
犜

τ
狘
　
３

狓
３犠（狋－τ）犇

狊狏（·，τ）狘
２ｄ狋）

１
２ｄτ

＋狘犪狘∫
０

－犜
ｓｕｐ
狓∈犚

（∫
τ

－犜
狘
　
３

狓
３犠（狋－τ）犇

狊狏（·，τ）狘
２ｄ狋）

１
２ｄτ． （３．９）

　　做变换狋′＝狋－τ并注意到犜－τ≤犜（当τ∈［０，犜］），由估计式（２．１１）可知

ｓｕｐ
狓∈犚

（∫
犜

τ
狘
　
３

狓
３犠（狋－τ）犇

狊狏（·，τ）狘
２ｄ狋）

１
２≤ｓｕｐ

狓∈犚

（∫
犜

０
狘
　
３

狓
３犠（狋′）犇

狊狏（·，τ）狘
２ｄ狋′）

１
２

≤犆‖犇
狊狏（·，τ）‖２ ＝犆‖狏（·，τ）‖狊，２．

对（３．９）式中第三项类似处理，最后得到

‖犇
狊＋３狑‖犔

∞
狓犔

２
犜 ≤犆‖狌０‖狊．２＋犆∫

犜

－犜
‖狏（·，τ）‖狊，２ｄτ．

因此（３．８）式对Λ
犜
１ 成立．其次由

‖
狑

狓
‖犔

４
犜犔
∞
狓 ≤ ‖

狑

狓
‖犔犜

１４
３犔

∞
狓
，‖狑‖犔狓

２６
９犔犜

１３
４ ≤ ‖狑‖犔狓

２６
９犔犜

２６
５ ，

所以由（２．１０）式、（２．１６）式、（２．２１）式，并注意到｛犠 （狋）｝狋∈犚为犔
２（犚）上的酉算子及

‖狑（·，狋）‖狊，２＝‖犑
狊狑（·，狋）‖２，分别对Λ

犜
２、Λ

犜
３、Λ

犜
４ 进行上述类似的处理便得（３．１８）式

对Λ
犜 成立． 

引理３．２　设狊≥
２

１３
，０＜犜≤１，狌∈犡犜，则狌

狌

狓
∈犔

２（［－犜，犜］；犎狊（犚）），且

（∫
犜

－犜
‖（狌

狌

狓
）（·，狋）‖狊，２

２ｄ狋）
１
２ ≤犆（Λ

犜（狌））２． （３．１０）

　　证　只须证明

‖狌
狌

狓
‖犔

２
犜犔
２
狓 ≤犆（Λ

犜（狌））２， （３．１１）

‖犇
狊（狌

狌

狓
）‖犔

２
犜犔
２
狓 ≤犆（Λ

犜（狌））２． （３．１２）

事实上

‖狌
狌

狓
‖犔

２
犜犔
２
狓
＝ （∫

犜

－犜∫
∞

－∞
狘狌（狓，狋）狘

２
狘
狌

狓
（狓，狋）狘

２ｄ狓ｄ狋）
１
２

≤ （∫
犜

－犜
‖狌（·，狋）‖

２

２‖
狌

狓
（·，狋）‖

２

∞ｄ狋）
１
２

≤ ｓｕｐ
－犜≤狋≤犜

‖狌（·，狋）‖２犜
１
４（∫

犜

－犜
‖
狌

狓
（·，狋）‖

４
∞ｄ狋）

１
４

≤犜
１
４Λ

犜
５（狌）Λ

犜
２（狌）≤ （Λ

犜（狌））２．

所以（３．１１）式成立．由分数阶求导的Ｌｅｉｂｎｉｚ法则（见［１８，Ａ．８］，取犳＝狌，犵＝
狌

狓
，α＝α１＝

狊，狆＝狇＝２，狆２＝１３／２，狇２＝２６／５）得

‖犇
狊（狌

狌

狓
）‖犔

２
犜犔
２
狓
＝‖犇

狊（狌
狌

狓
）‖犔

２
狓犔
２
犜

≤犆（∫
犜

－犜
‖犇

狊狌（·，狋）‖
２

２‖
狌

狓
（·，狋）‖

２
∞ｄ狋）

１
２
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＋犆‖狌‖犔狓

２６
９犔犜

１３
４ ‖犇

狊狌

狓
‖犔狓

１３
２犔犜

２６
５

≤ ｓｕｐ
－犜≤狋≤犜

‖犇
狊狌（·，狋）‖２犜

１
４（∫

犜

－犜
‖
狌

狓
（·，狋）‖∞

４ｄ狋）
１
４ ＋犆Λ

犜
３（狌）Λ

犜
４（狌）

＝犆Λ
犜
５（狌）Λ

犜
２（狌）＋犆Λ

犜
３（狌）Λ

犜
４（狌）≤犆（Λ

犜（狌））２．

即（３．１２）式成立．

因为犔２（［－犜，犜］；犎狊（犚））犔
１（［－犜，犜］；犎狊（犚））且

∫
犜

－犜
‖狏（·，狋）‖狊，２ｄ狋≤犜

１
２（∫

犜

－犜
‖狏（·，狋）‖狊，２

２ｄ狋）
１
２，

所以得ψ映犡犜到自身并且

Λ
犜（ψ（狌））≤犆（‖狌０‖狊，２＋犆犜

１
２（Λ

犜（狌））２），　狌∈犡犜． （３．１３）

取犱＞０足够大满足犆‖狌０‖狊，２＋１≤犱，其中犆＞０为出现于（３．１３）式中的正常数．再取犜０

＞０充分小使当０＜犜≤犜０ 时成立

犆犜
１
２犱２ ≤１， （３．１４）

其中犆＞０也是出现于（３．１３）式中的正常数．则由（３．１３）和（３．１４）式得：ψ：犡犜，犱→犡犜，犱．

引理３．３　必要时适当缩小犜０，则当０＜犜 ≤犜０时，ψ为犡犜，犱到犡犜，犱的压缩映射．

证　类似于（３．１３）式的推理，我们可以得到

Λ
犜（ψ（狌）－ψ（狏））≤犆犜

１
２（Λ

犜（狌）＋Λ
犜（狏））Λ

犜（狌－狏），　狌，狏∈犡犜，犕．（３．１５）

取犜０＞０充分小使犜（０＜犜≤犜０）满足（３．１４）式的同时也满足ν≡２犆犜
１
２犱＜１，其中犆＞０为

（３．１５）式中出现的常数．故由（３．１５）式得ψ：犡犜，犱→犡犜，犱且

Λ
犜（ψ（狌）－ψ（狏））≤νΛ

犜（狌－狏），　狌，狏∈犡犜，犱． 

　　据引理３．３和压缩映射原理，我们得到存在唯一的狌∈犡犜，犱使得ψ（狌）≡狌，即

狌（·，狋）＝犠（狋）狌０＋犪∫
狋

０
犠（狋－τ）（狌

狌

狓
）（·，τ）ｄτ．

也就是说，狌是初值问题（１．１）－（１．２）满足条件（１．５）－（１．８）的唯一解。
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ｔｉａｌｆｕｎｃｔｉｏｎ狌０（狓）∈犎
狊（犚）ａｎｄ狊≥２／１３，ａｎｄａｇｌｏｂａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｅｘｉｓｔｓｉｆ狊≥１．

犓犲狔狑狅狉犱狊：ＤｉｓｐｅｒｓｉｖｅＥｑｕａｔｉｏｎ；ＩｎｉｔｉａｌＶａｌｕｅＰｒｏｂｌｅｍ；Ｓｏｌｕｔｉｏｎ；Ｌｏｃａｌｅｘｉｓｔｅｎｃｅ；Ｇｌｏｂａｌ

ｅｘｉｓｔｅｎｃｅ．

犕犚（２０００）犛狌犫犼犲犮狋犆犾犪狊狊犻犳犻犮犪狋犻狅狀：３５Ｑ３０；３５Ｇ２５；４２Ｂ２５
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