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单纯形上 犕犲狔犲狉犓̈狅狀犻犵犪狀犱犣犲犾犾犲狉算子的二阶矩量
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摘要：该文讨论了单纯形上 ＭｅｙｅｒＫ̈ｏｎｉｇａｎｄＺｅｌｌｅｒ算子的矩量问题．首先得到了二阶矩量在

广义积分下的显式表示，并由此导出了二阶矩量的二元Ａｐｐｅｌｌ超几何函数表示，超几何级数表

示和完全渐近公式．
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１　引言

正线性算子的矩量，尤其是二阶矩量能很好地反映出算子的一些逼近性质，是很有意义

的研究课题．也有了不少结果，但绝大多数是关于一元情形的．１９８４年，Ａｌｋｅｍａｄｅ
［１］中利

用超几何级数导出了 ＭｅｙｅｒＫ̈ｏｎｉｇａｎｄＺｅｌｌｅｒ算子二阶矩量的显式表示．后来，被Ａｂｅｌ推

广到了任意阶［２］．ＭｅｙｅｒＫ̈ｏｎｉｇａｎｄＺｅｌｌｅｒ算子被Ｃｈｅｎｅｙ和Ｓｈａｒｍａ
［３］稍作修正为

犕狀（犳，狓）＝∑
∞

犽＝０

犳（
犽

狀＋犽
）犿狀，犽（狓）　（狓∈ ［０，１）），

犕狀（犳，１）＝犳（１），

（１）

这里 犿狀，犽（狓）＝
（狀＋犽）！

犽！狀！
狓犽（１－狓）

狀＋１
　 （狀∈犖，犽＝０，１，２，…）．

　　我们用犲
狉表示函数狓→狓

狉（狉＝０，１，２，…），则由文［１］可知当狉＝０，１时，有犕狀（犲
狉，狓）

＝狓狉；而当狉＝２时，有

犕狀（犲
２，狓）＝狓

２
＋
狓（１－狓）

２

狀＋１
２犉１（１，２；狀＋２；狓）， （２）

这里２犉１（１，２；狀＋２；狓）（狓∈［０，１），狀∈犖）是超几何级数简记为犉（１，２；狀＋２；狓）．

１９９６年，文献［４］将该算子推广到单纯形△∶＝｛（狓，狔）｜狓，狔≥０；狓＋狔≤１｝上，定义如下

犕狀（犳；狓，狔）＝∑
∞

犽＝０
∑
∞

犾＝０

犳（
犽

狀＋犽＋犾
， 犾
狀＋犽＋犾

）犿狀犽犾（狓，狔），狓＋狔≠１， （３）

犕狀（犳；狓，狔）＝犳（狓，狔），　狓＋狔＝１，


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这里 犿狀犽犾（狓，狔）＝
（狀＋犽＋犾）！

狀！犽！犾！
狓犽狔

犾（１－狓－狔）
狀＋１．

文献［４］以及［５］利用二阶矩量的估计讨论了算子的一些基本的逼近性质．记犲狉１：（狓，狔）→

狓狉，犲狉２：（狓，狔）→狔
狉（狉＝０，１，２），犲２３：（狓，狔）→狓狔，则有（也可参见文［４］和［５］）

犕狀（犲
狉
犽；狓，狔）＝犲

狉
犽　（犽＝１，２；狉＝０，１）， （４）

犕狀（犲
２
２；０，狔）＝犕狀（犲

２，狔）， （５）

犕狀（犲
２
１；狓，０）＝犕狀（犲

２，狓）， （６）

犕狀（犳；狓，狔）＝∑
∞

犽＝０

犿狀，犽（
狓
１－狔

）∑
∞

犾＝０

犳（
犽

狀＋犽＋犾
， 犾
狀＋犽＋犾

）犿狀＋犽，犾（狔）， （７）

犕狀（犳；狓，狔）＝∑
∞

犾＝０

犿狀，犾（
狔
１－狓

）∑
∞

犽＝０

犳（
犽

狀＋犽＋犾
， 犾
狀＋犽＋犾

）犿狀＋犾，犽（狓）． （８）

　　本文的目的是导出单纯形上 ＭｅｙｅｒＫ̈ｏｎｉｇａｎｄＺｅｌｌｅｒ算子二阶矩量的显式表示．由于

Ａｌｋｅｍａｄｅ和Ａｂｅｌ的方法在这里都难以奏效，只好另辟蹊径．很幸运，我们利用算子的分解

技巧，首先得到了二阶矩量的积分表示，然后由此导出了二阶矩量的二元Ａｐｐｅｌｌ超几何函

数表示，超几何级数表示和完全渐近公式．

２　积分表示

由（２）式、（７）式和（８）式，我们有

犕狀（犲
２
１；狓，狔）＝∑

∞

犽＝０
∑
∞

犾＝０

（ 犽
狀＋犽＋犾

）２犿狀犽犾（狓，狔）

＝∑
∞

犾＝０

犿狀，犾（
狔
１－狓

）∑
∞

犽＝０

（ 犽
狀＋犽＋犾

）２犿狀＋犾，犽（狓）＝∑
∞

犾＝０

犿狀，犾（
狔
１－狓

）犕狀＋犾（犲
２；狓）

＝狓
２
＋狓（１－狓）

２

∑
∞

犾＝０

犿狀，犾（
狔
１－狓

） １

狀＋犾＋１
犉（１，２；狀＋犾＋２；狓），

这里超几何级数

犉（α，β；γ；狓）＝∑
∞

犼＝０

（α）犼（β）犼
（γ）犼犼！

狓犼，

（犪）０ ＝１，　（犪）犼 ＝∏
犼－１

犻＝０

（犪＋犻）　（犼∈犖，犪∈犚）．

我们还要以下的欧拉积分

Γ（狕）＝∫
∞

０
ｅ－狋狋狕－１ｄ狋　（Ｒｅ（狕）＞０）

且 Γ（狀＋１）＝狀！狀∈犖．

犅（狆，狇）＝∫
１

０
狓狆－１（１－狓）狇－

１ｄ狓　（Ｒｅ（狆）＞０，Ｒｅ（狇）＞０））

且 犅（狆，狇）＝
Γ（狆）Γ（狇）

Γ（狆＋狇）
．

这样，我们可得

犕狀（犲
２
１；狓，狔）－狓

２
＝狓（１－狓）

２

∑
∞

犾＝０

犿狀，犾（
狔
１－狓

） １

狀＋犾＋１∑
∞

犼＝０

（１）犼（２）犼
（狀＋犾＋２）犼

狓犼

犼！
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＝狓（１－狓）
２

∑
∞

犾＝０

犿狀，犾（
狔
１－狓

）∑
∞

犼＝１

犼！
（狀＋犾＋１）犼

狓犼－１

＝狓（１－狓）
２

∑
∞

犾＝０

（狀＋犾）犿狀，犾（
狔
１－狓

）∑
∞

犼＝１

Γ（犼＋１）Γ（狀＋犾）

Γ（狀＋犾＋犼＋１）
狓犼－１

＝狓（１－狓）
２

∑
∞

犾＝０

（狀＋犾）犿狀，犾（
狔
１－狓

）∑
∞

犼＝１

犅（狀＋犾，犼＋１）狓犼
－１

＝狓（１－狓）
２

∫
１

０∑
∞

犼＝１

（１－狋）犼狓犼－
１［∑

∞

犾＝０

（狀＋犾＋１）犿狀，犾（
狔
１－狓

）狋狀＋犾－１

－∑
∞

犾＝０

犿狀，犾（
狔
１－狓

）狋狀＋犾－１］ｄ狋

＝狓（１－狓）
２

∫
１

０∑
∞

犼＝１

（１－狋）犼狓犼－
１（１－

狔
１－狓

）狀＋１狋狀－１·［∑
∞

犾＝０

犿狀＋１，犾（
狋狔
１－狓

）

·（１－
狔狋
１－狓

）－（狀＋２）（狀＋１）－∑
∞

犾＝０

犿狀，犾（
狋狔
１－狓

）（１－
狔狋
１－狓

）－（狀＋１）］ｄ狋

＝狓（１－狓）
２

∫
１

０∑
∞

犼＝１

（１－狋）犼狓犼－
１（１－

狔
１－狓

）狀＋１狋狀－１

·（１－
狔狋
１－狓

）－（狀＋２）［（狀＋１）－（１－
狔狋
１－狓

）］ｄ狋

＝狓（１－狓）
２

∫
１

０

（１－
狔
１－狓

）狀＋１狋狀－１·（１－
狔狋
１－狓

）－（狀＋２）

·（狀＋
狔狋
１－狓

）
（１－狋）

（１－狓＋狋狓）
ｄ狋

＝狓（１－狓）
２（１－狓－狔）

狀＋１

∫
１

０

１－狋
１－狓＋狓狋

ｄ
狋狀

（１－狓－狔狋）
狀＋１．

再由分步积分和变量替换狊＝１－狋，便可得

犕狀（犲
２
１；狓，狔）－狓

２
＝狓（１－狓）

２

∫
１

０

（１－狊）
狀（１＋

狔
１－狓－狔

狊）－
（狀＋１）（１－狓狊）－

２ｄ狊．

由对称性，有

犕狀（犲
２
２；狓，狔）－狔

２
＝狔（１－狔）

２

∫
１

０

（１－狊）
狀（１＋

狓
１－狓－狔

狊）－
（狀＋１）（１－狔狊）

－２ｄ狊．

至于犕狀（犲
２
３；狓，狔），我们注意到

犕狀（犲
２
３；狓，狔）＝∑

∞

犽＝０
∑
∞

犾＝０

犽犾
（狀＋犽＋犾）

２犿狀犽犾（狓，狔）

＝∑
∞

犽＝０

犽
狀＋犽

犿狀，犽（
狓
１－狔

）∑
∞

犾＝０

（１－
犾

狀＋犽＋犾
） 犾
狀＋犽＋犾

犿狀＋犽，犾（狔）

＝∑
∞

犽＝０

犽
狀＋犽

犿狀，犽（
狓
１－狔

）［犕狀＋犽（犲
１；狔）－犕狀＋犽（犲

２；狔）］

＝∑
∞

犽＝０

犽
狀＋犽

犿狀，犽（
狓
１－狔

）［狔－狔
２
－
狔（１－狔）

２

狀＋犽＋１
犉（１，２；狀＋犽＋２；狔）］．

因此

犕狀（犲
２
３；狓，狔）－狓狔＝－狔（１－狔）

２

∑
∞

犽＝０

犽
（狀＋犽＋１）（狀＋犽）

犿狀，犽（
狓
１－狔

）犉（１，２；狀＋犽＋２；狔）．
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类似犕狀（犲
２
１；狓，狔）的处理，只是稍有不同，我们有

犕狀（犲
２
３；狓，狔）－狓狔＝－狓狔（１－狔）∫

１

０

（１－狊）
（狀＋１）（１＋

狓
１－狓－狔

狊）－
（狀＋１）（１－狔狊）

－２ｄ狊．

这样，我们便得到了算子二阶矩量的积分表示如下

定理１　对任意的狀∈犖 和（狓，狔）∈△＼｛狓＋狔＝１｝，有

犕狀（犲
２
１；狓，狔）－狓

２
＝狓（１－狓）

２

∫
１

０

（１－狊）
狀（１＋

狔
１－狓－狔

狊）－
（狀＋１）（１－狓狊）－

２ｄ狊， （９）

犕狀（犲
２
１；狓，狔）－狔

２
＝狔（１－狔）

２

∫
１

０

（１－狊）
狀（１＋

狓
１－狓－狔

狊）－
（狀＋１）（１－狔狊）

－２ｄ狊， （１０）

犕狀（犲
２
３；狓，狔）－狓狔＝－狓狔（１－狔）∫

１

０

（１－狊）
（狀＋１）（１＋

狓
１－狓－狔

狊）－
（狀＋１）（１－狔狊）

－２ｄ狊，（１１）

犕狀（犲
２
３；狓，狔）－狓狔＝－狓狔（１－狓）∫

１

０

（１－狊）
（狀＋１）（１＋

狔
１－狓－狔

狊）－
（狀＋１）（１－狓狊）－

２ｄ狊．（１２）

３　其它形式的表示

由于（见文［６］ｐ．１９１）

Γ（α）Γ（γ－α）

Γ（γ）
犉１（α；β，β′；γ；狓，狔）＝∫

１

０
狊α－１（１－狊）γ－α－

１（１－狊狓）－β（１－狊狔）
－β′ｄ狊．

二元Ａｐｐｅｌｌ超几何函数犉１（α；β，β′；γ；狓，狔）＝∑
∞

犽＝０
∑
∞

犾＝０

（α）犽＋犾（β）犽（β′）犾
（γ）犽＋犾犽！犾！

狓犽狔
犾，由定理１得

犕狀（犲
２
１；狓，狔）－狓

２
＝
狓（１－狓）

２

狀＋１
犉１（１；２，狀＋１；狀＋２；狓，－

狔
１－狓－狔

）．

再由犉１ 的其它等式（见文［６］ｐ．１９２），我们就能得到

犕狀（犲
２
１；狓，狔）－狓

２
＝
狓（１－狓）（１－狓－狔）

狀＋１
犉１（１；２，－１；狀＋２；狓＋狔，

狔
１－狓

）， （１３）

犕狀（犲
２
１；狓，狔）－狓

２
＝
狓（１－狓－狔）

狀＋１

狀＋１
犉１（狀＋１；－１，狀＋１；狀＋２；狓，狓＋狔）． （１４）

由对称性得

犕狀（犲
２
２；狓，狔）－狔

２
＝
狔（１－狔）（１－狓－狔）

狀＋１
犉１（１；２，－１；狀＋２；

狓
１－狔

，狓＋狔）， （１５）

犕狀（犲
２
２；狓，狔）－狔

２
＝
狔（１－狓－狔）

狀＋１

狀＋１
犉１（狀＋１；狀＋１，－１；狀＋２；狓＋狔，狔）． （１６）

关于犕狀（犲
２
３；狓，狔），我们也容易得到

犕狀（犲
２
３；狓，狔）－狓狔＝－

狓狔（１－狔）

狀＋２
犉１（１；狀＋１，２；狀＋３；－

狓
１－狓－狔

，狔）， （１７）

犕狀（犲
２
３；狓，狔）－狓狔＝－

狓狔（１－狓）

狀＋２
犉１（１；２，狀＋１；狀＋３；狓，－

狔
１－狓－狔

）． （１８）

由于在γ＝β＋β′时，二元Ａｐｐｅｌｌ超几何函数退化为超几何级数（见文［６］ｐ．１９４）

犉１（α；β，β′；γ；狓，狔）＝ （１－狔）
－α犉（α，β；γ；

狔－狓

狔－１
），

因此，我们有 犕狀（犲
２
３；狓，狔）－狓狔＝－

狓狔（１－狓－狔）

狀＋２
犉（１，２；狀＋３；狓＋狔）．

同理犕狀（犲
２
１；狓，狔）－狓

２ 和犕狀（犲
２
２；狓，狔）－狔

２ 也可用超几何级数表示，我们注意到
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犉１（１；２，－１；狀＋２；狓＋狔，
狔
１－狓

）＝∑
∞

犽＝０
∑
∞

犾＝０

（１）犽＋犾（２）犽（－１）犾
（狀＋２）犽＋犾犽！犾！

（狓＋狔）
犽（狔
１－狓

）犾，

上式右边的和式中只有当犾＝０，１时，不为零．所以有

犉１（１；２，－１；狀＋２；狓＋狔，
狔
１－狓

）

＝∑
∞

犽＝０

（１）犽（２）犽
（狀＋２）犽犽！

（狓＋狔）
犽
－∑

∞

犽＝０

（１）犽＋１（２）犽
（狀＋２）犽＋１犽！

（狓＋狔）
犽 狔
１－狓

＝犉（１，２；狀＋２；狓＋狔）－
狔

（狀＋２）（１－狓）
犉（２，２；狀＋３；狓＋狔）．

再由（１３）式，即可得

犕狀（犲
２
１；狓，狔）－狓

２
＝－
狓狔（１－狓－狔）
（狀＋２）（狀＋１）

犉（２，２；狀＋３；狓＋狔）

＋
狓（１－狓）（１－狓－狔）

狀＋１
犉（１，２；狀＋２；狓＋狔）．

由（１４）式，我们完全类似地有

犕狀（犲
２
１；狓，狔）－狓

２
＝－
狓２（１－狓－狔）

狀＋２
犉（１，２；狀＋３；狓＋狔）

＋
狓（１－狓－狔）

狀＋１
犉（１，１；狀＋２；狓＋狔）．

这样，我们便得到了算子二阶矩量的超几何级数表示．

定理２　对任意的狀∈犖 和（狓，狔）∈△＼｛狓＋狔＝１｝，有

犕狀（犲
２
１；狓，狔）－狓

２
＝－
狓狔（１－狓－狔）
（狀＋２）（狀＋１）

犉（２，２；狀＋３；狓＋狔）

＋
狓（１－狓）（１－狓－狔）

狀＋１
犉（１，２；狀＋２；狓＋狔）． （１９）

犕狀（犲
２
１；狓，狔）－狓

２
＝－
狓２（１－狓－狔）

狀＋２
犉（１，２；狀＋３；狓＋狔）

＋
狓（１－狓－狔）

狀＋１
犉（１，１；狀＋２；狓＋狔）． （２０）

犕狀（犲
２
２；狓，狔）－狔

２
＝－
狔狓（１－狓－狔）
（狀＋２）（狀＋１）

犉（２，２；狀＋３；狓＋狔）

＋
狔（１－狔）（１－狓－狔）

狀＋１
犉（１，２；狀＋２；狓＋狔）． （２１）

犕狀（犲
２
２；狓，狔）－狔

２
＝－
狔
２（１－狓－狔）

狀＋２
犉（１，２；狀＋３；狓＋狔）

＋
狔（１－狓－狔）

狀＋１
犉（１，１；狀＋２；狓＋狔）． （２２）

犕狀（犲
２
３；狓，狔）－狓狔＝－

狓狔（１－狓－狔）

狀＋２
犉（１，２；狀＋３；狓＋狔）． （２３）

　　注１　在（１９）式中令狔＝０，我们即得

犕狀（犲
２；狓）－狓

２
＝犕狀（犲

２
１；狓，０）－狓

２
＝
狓（１－狓）

２

狀＋１
犉（１，２；狀＋２；狓），

这也可由（２０）式导出，只是稍复杂些．它正好就是文［１］中的定理２．

注２　受（２０）式，（２２）式和（２３）式的启发，我们发现它们也可直接导出．事实上，由二
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元Ａｐｐｅｌｌ超几何函数以及如下恒等式

犿狀犽犾（狓，狔）＝
（狀＋１）犽＋犾
犽！犾！

狓犽狔
犾（１－狓－狔）

狀＋１，　
１

狀＋犽＋犾
＝
（狀－１）！（狀）狀＋犽
狀！（狀＋１）狀＋犽

，

犉（α，β；γ；狓）＝ （１－狓）
γ－α－β犉（γ－α，γ－β；γ；狓），

我们有

犕狀（犲
２
１；狓，狔）＝∑

∞

犽＝０
∑
∞

犾＝０

（ 犽
狀＋犽＋犾

）２犿狀犽犾（狓，狔）＝狓∑
∞

犽＝０
∑
∞

犾＝０

犽＋１
狀＋犽＋犾＋１

犿狀犽犾（狓，狔）

＝狓∑
∞

犽＝０
∑
∞

犾＝０

犽
狀＋犽＋犾＋１

犿狀犽犾（狓，狔）＋狓∑
∞

犽＝０
∑
∞

犾＝０

１

狀＋犽＋犾＋１
犿狀犽犾（狓，狔）

＝狓
２

∑
∞

犽＝０
∑
∞

犾＝０

狀＋犽＋犾＋１
狀＋犽＋犾＋２

犿狀犽犾（狓，狔）＋狓∑
∞

犽＝０
∑
∞

犾＝０

１

狀＋犽＋犾＋１
犿狀犽犾（狓，狔）

＝狓
２
－狓

２

∑
∞

犽＝０
∑
∞

犽＝０

１

狀＋犽＋犾＋２
犿狀犽犾（狓，狔）＋狓∑

∞

犽＝０
∑
∞

犽＝０

１

狀＋犽＋犾＋１
犿狀犽犾（狓，狔）

＝狓
２
－
狓２（１－狓－狔）

狀＋１

狀＋２ ∑
∞

犽＝０
∑
∞

犽＝０

（狀＋２）犽＋犾（狀＋１）犽＋犾
（狀＋３）犽＋犾犽！犾！

狓犽狔
犾

＋
狓（１－狓－狔）

狀＋１

狀＋１ ∑
∞

犽＝０
∑
∞

犽＝０

（狀＋１）犽＋犾（狀＋１）犽＋犾
（狀＋２）犽＋犾犽！犾！

狓犽狔
犾

＝狓
２
－
狓２（１－狓－狔）

狀＋１

狀＋２
犉（狀＋１，狀＋２；狀＋３；狓＋狔）

＋
狓（１－狓－狔）

狀＋１

狀＋１
犉（狀＋１，狀＋１；狀＋２；狓＋狔）

＝狓
２
－
狓２（１－狓－狔）

狀＋２
犉（１，２；狀＋３；狓＋狔）

＋
狓（１－狓－狔）

狀＋１
犉（１，１；狀＋２；狓＋狔）．

而 犕狀（犲
２
３；狓，狔）＝∑

∞

犽＝０
∑
∞

犾＝０

犽犾
（狀＋犽＋犾）

２犿狀犽犾（狓，狔）

＝狓狔∑
∞

犽＝０
∑
∞

犾＝０

（１－
１

狀＋犽＋犾＋２
）犿狀犽犾（狓，狔）

＝狓狔－
狓狔（１－狓－狔）

狀＋１

狀＋２
犉（狀＋１，狀＋２；狀＋３；狓＋狔）

＝狓狔－
狓狔（１－狓－狔）

狀＋２
犉（１，２；狀＋３；狓＋狔）．

４　完全渐近公式

类似文［１］中的引理２，我们易得二阶矩量的如下估计

∑
犿－１

犽＝０

（２）犽
（狀＋２）犽

（狓＋狔）
犽
≤犉（１，２；狀＋２；狓＋狔）

≤∑
犿－１

犽＝０

（２）犽
（狀＋２）犽

（狓＋狔）
犽
＋

（犿＋１）！
（狀－１）（狀＋２）犿－１

（狓＋狔）
犿，
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∑
犿－１

犽＝０

（２）犽
（狀＋３）犽

（狓＋狔）
犽
≤犉（１，２；狀＋３；狓＋狔）

≤∑
犿－１

犽＝０

（２）犽
（狀＋３）犽

（狓＋狔）
犽
＋
（犿＋１）！

狀（狀＋３）犿－１
（狓＋狔）

犿，

∑
犿－１

犽＝０

（１）犽
（狀＋２）犽

（狓＋狔）
犽
≤犉（１，１；狀＋２；狓＋狔）

≤∑
犿－１

犽＝０

（１）犽
（狀＋２）犽

（狓＋狔）
犽
＋

犿！

狀（狀＋２）犿－１
（狓＋狔）

犿，

∑
犿－１

犽＝０

（２）犽（２）犽
（狀＋３）犽犽！

（狓＋狔）
犽
≤犉（２，２；狀＋３；狓＋狔）

≤∑
犿－１

犽＝０

（２）犽（２）犽
（狀＋３）犽

（狓＋狔）
犽
＋
（犿＋２）！（狀＋１）（狀＋２）

狀（狀－犿－１）犿－１
（狓＋狔）

犿．

利用这些估计，由定理２我们便可得二阶矩量的完全渐近公式如下

定理３

犕狀（（狌－狓）
２；狓，狔）＝犕狀（犲

２
１；狓，狔）－狓

２
＝
狓（１－狓－狔）

狀 ∑
犿－１

犻＝０

犪犻（狓，狔）

狀犻
＋○（狀－

犿－１），

犕狀（（狏－狔）
２；狓，狔）＝犕狀（犲

２
２；狓，狔）－狔

２
＝
狔（１－狓－狔）

狀 ∑
犿－１

犻＝０

犪犻（狔，狓）

狀犻
＋○（狀－

犿－１），

犕狀（（狌－狓）（狏－狔）；狓，狔）＝犕狀（犲
２
３；狓，狔）－狓狔

＝－
狓狔（１－狓－狔）

狀 ∑
犿－１

犻＝０

犫犻（狓，狔）

狀犻
＋○（狀－

犿－１）．

这里

犪犻（狓，狔）＝∑
犻

犽＝０

（狓＋狔）
犽

∑
犻
０＋
…＋犻犽＝犻－犽

［（－１）犻０…（－犽－１）犻犽（１）犽－（－２）
犻
０…（－犽－２）犻犽（２）犽狓］，

犫犻（狓，狔）＝∑
犻

犽＝０

（狓＋狔）
犽

∑
犻
０＋
…＋犻犽＝犻－犽

（－２）
犻
０…（－犽－２）

犻犽（２）犽，　犻＝０，１，…．

如果取犿＝１，那么我们有

犕狀（（狌－狓）
２；狓，狔）＝犕狀（犲

２
１；狓，狔）－狓

２
＝
狓（１－狓）（１－狓－狔）

狀
＋○（狀－

２），

犕狀（（狏－狔）
２；狓，狔）＝犕狀（犲

２
２；狓，狔）－狔

２
＝
狔（１－狔）（１－狓－狔）

狀
＋○（狀－

２），

犕狀（（狌－狓）（狏－狔）；狓，狔）＝犕狀（犲
２
３；狓，狔）－狓狔＝－

狓狔（１－狓－狔）

狀
＋○（狀－

２），

它正是文［４］的引理２．通过取更大的犿值，我们能得到二阶矩量更精确的估计．例如，取

犿＝２，则有

犕狀（犲
２
１；狓，狔）－狓

２
＝
狓（１－狓）（１－狓－狔）

狀
－
狓（１－２狓）（１－狓－狔）

２

狀２
＋○（狀－

３），

犕狀（犲
２
２；狓，狔）－狔

２
＝
狔（１－狔）（１－狓－狔）

狀
－
狓（１－２狔）（１－狓－狔）

２

狀２
＋○（狀－

３），

犕狀（犲
２
３；狓，狔）－狓狔＝－

狓狔（１－狓－狔）

狀
＋
２狓狔（１－狓－狔）

２

狀２
＋○（狀－

３）．

取犿＝３，则得
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犕狀（犲
２
１；狓，狔）－狓

２
＝
狓（１－狓）（１－狓－狔）

狀
－
狓（１－２狓）（１－狓－狔）

２

狀２

＋
狓（１－４狓－２（１－３狓）（狓＋狔））（１－狓－狔）

３

狀３
＋○（狀－

４），

犕狀（犲
２
２；狓，狔）－狔

２
＝
狔（１－狔）（１－狓－狔）

狀
－
狓（１－２狔）（１－狓－狔）

２

狀２

＋
狔（１－４狔－２（１－３狔）（狓＋狔））（１－狓－狔）

３

狀３
＋○（狀－

４），

犕狀（犲
２
３；狓，狔）－狓狔＝－

狓狔（１－狓－狔）

狀
＋
２狓狔（１－狓－狔）

２

狀２

－
２狓狔（１－３（狓＋狔））（１－狓－狔）

３

狀３
＋○（狀－

４）．

　　有了二阶矩量的这些更精确估计，就能改进算子犕狀 的一些已知结果，但这里我们不

打算这么做．
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