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摘要：主要探讨了两类半线性双调和Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ问题：奇系数次临界问题和临界但带较弱奇性问

题，得出了在临界维数和正常维数不同情况下都至少有一个正解的结论．同时也研究了临界维

数的消失问题，比较了奇系数与较弱奇性不同情况下临界维数的变化，得出奇性越大临界维数

越少的结论．
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１　引言及主要结论

在这篇论文里，我们讨论方程

Δ
２狌＝

λ狌

狘狓狘
α＋狘狌狘

狆－２狌，　狓∈Ω，

狌＝ 狌＝０，　 　 　　　狓∈Ω
烅

烄

烆 ，

（１．１）

其中犖≥５，Ω是犚
犖 中一有界光滑区域，０≤α≤４，２＜狆≤２犖／（犖－４）．我们用犎

２
０（Ω）表示

Ｓｏｂｏｌｅｖ空间犠２，２
０ （Ω）．

近年来半线性和拟线性双调和算子的次临界增长以及临界增长问题得到广泛的研究，

关于非平凡解的存在性或不存在性，我们可以参看文［１－６］及其参考文献．特别在文［１］

中，ＰＰｕｃｃｉ和ＪＳｅｒｒｉｎ研究了非奇系数临界增长问题，得出了一些重要结论，讨论了解与维

数的关系，而且定义了临界维数的概念．ＤＥＥｄｍｕｎｄｓ等
［４］也讨论了临界情况下的双调和

问题

Δ
２狌＝λ狌＋狘狌狘

８／（犖－４）狌，　狓∈Ω ，

狌＝ 狌＝０，　　　　　　狓∈Ω｛ ，
（１．２）

得出在临界维数与一般维数下的非平凡解存在的几个结论．而对于多重调和问题，ＦＢｅｒｎｉｓ

和ＨａｎｓＣｈｒｉｓｔｏｐｈＧｒｕｎａｕ
［３］考虑了
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Δ
犿狌＝λ狌＋狘狌狘

８／（犖－４）狌，　　狓∈Ω，

狌＝ 狌＝ … ＝犇α狌＝０，　狓∈Ω｛ ，
（１．３）

其中α＝０，１，…，犿－１，综合他们的论证，可知在非奇系数临界增长情况下

（ｉ）当犖≥４犿，Ω为单位球犅 时，对λ，０＜λ＜λ１
（犿），方程都至少有一个正的径向解；

（ｉｉ）当２犿＜犖＜４犿，Ω为单位球犅 时，存在一个适当的λ０＞０，使得当λ０＜λ＜λ１
（犿）时，

方程都至少有一正的径向解；而λ＜λ０ 时，方程无解．

其中λ１
（犿）为（－Δ）

犿狌＝λ狌的齐次Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ边界问题的第一特征值，而（ｉｉ）也只是Ｐ

Ｐｕｃｃｉ等
［１］的一个猜想，并没有对所有的犖∈（２犿，４犿）加以证明，目前最好的工作是ＦＢｅｒ

ｎｉｓ等
［５］证明了犖＝２犿＋１，２犿＋２，２犿＋３时满足．

本文主要目的是证明在问题（１．１）中，α的改变会影响临界维数犖 的取值，而且通过计

算，我们还得出一系列结果．以下是本文的主要结论

定理１．１　对于问题（１．１），有以下结论成立

（ｉ）当２＜狆＜２犖／（犖－４）即奇系数次临界情况时，若α＝４，则临界维数犖 将消失；

（ｉｉ）当狆＝２犖／（犖－４）即奇系数临界情况时，有

（ａ）当３≤α＜４时，则临界维数犖 消失；

（ｂ）当２≤α＜３时，则临界维数犖＝５；

（ｃ）当１≤α＜２时，则临界维数犖＝５，６；

（ｄ）当０≤α＜１时，则临界维数犖＝５，６，７．

其中（ｉｉ）（ｄ）中当α＝０时即为ＰＰｕｃｃｉ和ＪＳｅｒｒｉｎ
［１］所得到的结论．

定理１．２　对于问题（１．１）

（ｉ）当２＜狆＜２犖／（犖－４），α＝４即奇系数次临界情况时

Δ
２狌＝

λ狌

狘狓狘
４＋狘狌狘

狆－２狌，　狓∈Ω ，

狌＝ 狌＝０，　　 　　　狓∈Ω
烅

烄

烆 ，

（１．４）

对λ＜λ１
＝犖２（犖－４）２／１６，犖≥５，该问题都至少有一个正解．

（ｉｉ）当狆＝２犖／（犖－４），０≤α＜４即临界情况时，若犖≥８－α，则对λ∈（０，λ１
（２）），该问

题都至少有一个正解；若犖＝５，…，７－α，则存在某个λ０＞０且

λ０ ＝λ１
（２）
－

犓

狘狘
２
犔
２∫Ω


２

狘狓狘
αｄ狓＜λ１

（２），

使得对λ∈（λ０，λ１
（２）），该问题都至少有一个正解．

定理１．１（ｉ）和定理１．２（ｉ）本质上是一样的．

定义犎２０（Ω）空间的范数和犔狇（Ω）（１＜狇＜＋∞）空间的模分别为

‖狌‖
２
＝∫Ω

狘Δ狌狘
２ｄ狓，　狘狌狘犔狇 ＝∫Ω

狌狇ｄ（ ）狓
１
狇

，

　　记号→表示强收敛，表示弱收敛，表示弱收敛．

２　结论证明

定义 犓 ＝ｉｎｆ∫Ω
狘Δ狌狘

２ｄ狓：狌∈犎
２
０（Ω），∫Ω

狘狌狘
２


ｄ狓＝｛ ｝１ ，
由ＤＥＥｄｍｕｎｄｓ等

［４］中的Ｔｈｅｏｒｅｍ２．３我们知道，这个极小值犓 在Ω 内达不到．在流形
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犞 ＝ 狌∈犎
２
０（Ω）狘∫Ω

狘狌狘
２犖
犖－４ｄ狓＝｛ ｝１

上考虑以下的问题．

引理２．１　对于问题（１．１），当狆＝２犖／（犖－４），０≤α＜４时，相应泛函为

犑λ（狌）＝
１

２∫Ω
狘Δ狌狘

２ｄ狓－
λ
２∫Ω

狌２

狘狓狘
αｄ狓－

１

２∫Ω
狘狌狘

２


ｄ狓． （２．１）

这时犑λ（狌）满足局部ＰＳ条件，即存在某个常数犮∈（－∞，
２

犖
犓犖／４＋

２

犖
）和序列｛狌狀｝∈犞 使

得当狀→∞时，有

犑λ（狌狀）→犮， （２．２）

犑′λ（狌狀）狌狀 →０， （２．３）

成立，则在空间犎２０（Ω）中｛狌狀｝必存在一个强收敛的子列．

证　我们先证明｛狌狀｝在空间犎
２
０（Ω）中有界，因为

犑λ（狌狀）＝
１

２∫Ω
狘Δ狌狀狘

２ｄ狓－
λ
２∫Ω

狌狀
２

狘狓狘
αｄ狓－

１

２∫Ω
狘狌狀狘

２


ｄ狓，

〈犑′λ（狌狀），狌狀〉＝∫Ω
狘Δ狌狀狘

２ｄ狓－λ∫Ω

狌狀
２

狘狓狘
αｄ狓－∫Ω

狘狌狀狘
２


ｄ狓，

我们有

犑λ（狌狀）－
１

２
〈犑λ′（狌狀），狌狀〉＝

２

犖∫Ω
狘狌狀狘

２


ｄ狓．

由（２．２），（２．３）式，很明显积分∫Ω
狘狌狀狘

２


ｄ狓有界，令犅（０，犚）是以零点为球心以犚为半径

的球，且使得Ω犅（０，犚），由 Ｈ̈ｏｌｄｅｒ不等式

∫Ω

狌狀
２

狘狓狘
αｄ狓≤∫Ω

狌狀
２


ｄ（ ）狓
犖－４
犖

∫Ω
狘狓狘

－α犖
４ ｄ（ ）狓

４
犖

＝犆∫Ω
狘狓狘

－α犖
４ ｄ（ ）狓

４
犖

≤犆∫犅（０，犚）
狘狓狘

－α犖／４ｄ（ ）狓
４
犖

＝犆ω
４
犖∫

犚

０
狉犖－１－

α犖
４ｄ（ ）狓

４
犖

＝犆ω
４
犖犚４－α ＜ ∞．

再由（２．２）式，我们知道

∫Ω
狘Δ狌狀狘

２ｄ狓≤犮＋
１

２∫Ω
狘狌狀狘

２


ｄ狓＋
λ
２∫Ω

狌狀
２

狘狓狘
αｄ狓＋狅（‖狌狀‖）．

因此｛狌狀｝在空间犎
２
０（Ω）中有界，有界则意味着它存在一个子列（仍记之为｛狌狀｝）满足

狌狀狌，　ｉｎ　犎
２
０（Ω），

狌狀 →狌，　ｉｎ　犔
狉（珚Ω｛ ），

（２．４）

其中１＜狉＜２
．由于｛狌狀｝弱收敛，所以由ＰＬＬｉｏｎｓ

［２］集中紧原理可以假定

狘Δ狌狀狘
２



μ，

狘狌狀狘
２




ν

烅
烄

烆
，

其中μ，ν都是某有限测度，则存在｛狓犻｝｛狌狀｝，犻＝１，２，…，犾，使得
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μ≥狘Δ狌狘
２
＋∑

犖

犻＝１
μ犻δ狓犻，　μ犻＞０，

ν＝狘狌狘
２


＋∑
犖

犻＝１

ν犻δ狓犻，　ν犻＞０，

ν犻
２／２



≤μ
犻

犓

烅

烄

烆
，

因此

狘Δ狌狀狘
２
ｄμ≥狘Δ狌狘

２
＋∑

犼∈犑
μ犻δ狓犻，　μ犻＞０，

狘狌狀狘
２


ν＝狘狌狘
２


＋∑
犼∈犑

ν犼δ狓犼，　ν犻＞０
烅

烄

烆
．

（２．５）

取截断函数ψ∈犆
∞（犚犖）使满足

ψ≡１　ｏｎ　犅（狓犼，ε），

ψ≡０　ｏｎ　犅（狓犼，２ε）
犮，

狘ψ狘≤
２

ε
，

狘Δψ狘≤
２

ε
２

烅

烄

烆
，

（２．６）

其中犅（狓犼，ε）表示以狓犼 为中心以ε为半径的圆，犅（狓犼，ε）
犮 表示犅（狓犼，２ε）的补集．作函数

（狓）＝ψ（狓）χΩ（狓），平均化，很明显它在犎
２
０（Ω）是有界的．由（２．３）式我们知道

ｌｉｍ〈犑′（狌犼），狌犼〉＝０，

而且

∫Ω
ｄν＋λ∫Ω


狌２

狘狓狘
αｄ狓＝ｌｉｍ

犼→∞∫Ω
Δ狌犼Δ（狌犼）ｄ狓．

结合（２．４），（２．５）和（２．６）式，可得

ｌｉｍ
犼→∞
狘∫Ω
Δ狌犼Δ（狌犼）ｄ狓狘＝∫Ω

ｄμ＋ｌｉｍ
犼→∞
狘∫Ω
Δ狌犼（２〈狌犼，〉＋狌犼Δ）ｄ狓狘，

再利用 Ｈ̈ｏｌｄｅｒ不等式估计

０≤ｌｉｍ
犼→∞
狘∫Ω
Δ狌犼〈狌犼，〉ｄ狓狘

≤ｌｉｍ
犼→∞∫Ω

狘Δ狌犼狘（ ）２
１／２

∫Ω
狘狘

２
狘狌犼狘

２ｄ（ ）狓
１／２

≤犆∫犅（狓犽
，ε）∩Ω
狘狘

２
狘狌狘

２ｄ（ ）狓
１／２

≤犆∫犅（狓犽
，ε）∩Ω
狘狘

犖ｄ（ ）狓
１／犖

∫犅（狓犽
，ε）∩Ω
狘狌狘

２犖／（犖－２）ｄ（ ）狓
（犖－２）／２犖

≤犆′∫犅（狓犽
，ε）∩Ω
狘狌狘

２犖／（犖－２）ｄ（ ）狓
（犖－２）／２犖

→０　 （ε→０），

而且

０≤ｌｉｍ
犼→∞
狘∫Ω
Δ狌犼狌犼Δｄ狓狘

≤ｌｉｍ
犼→∞∫Ω

狘Δ狌犼狘（ ）２
１／２

∫Ω
狘Δ狘

２
狘狌犼狘

２ｄ（ ）狓
１／２
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≤犆∫犅（狓犽
，ε）∩Ω
狘Δ狘

２
狘狌狘

２ｄ（ ）狓
１／２

≤犆∫犅（狓犽
，ε）∩Ω
狘Δ狘

犖／２ｄ（ ）狓
２／犖

∫犅（狓犽
，ε）∩Ω
狘狌狘

２犖／（犖－４）ｄ（ ）狓
（犖－４）／２犖

＝犆
２

ε
２狘犅（狓犽，ε）∩Ω狘∫犅（狓犽

，ε）∩Ω
狘狌狘

２犖／（犖－４）ｄ（ ）狓
（犖－４）／２犖

≤犆ω狀ε
犖－２

∫犅（狓犽
，ε）∩Ω
狘狌狘

２犖／（犖－４）ｄ（ ）狓
（犖－４）／２犖

→０　（ε→０），

所以

０＝ｌｉｍ
ε→０

（∫Ω
ｄν＋λ∫Ω


狌２

狘狓狘
αｄ狓－∫Ω

ｄμ）＝ν犽－μ犽． （２．７）

　　由ＰＬＬｉｏｎｓ
［２］知，至多存在可数个点集犓，使得｛狓犽｝犽∈犓Ω，且非负权｛μ犽，ν犽｝满足

ν＝∑
犽∈犓

ν犽δ狓犽，　μ≥∑
犽∈犓
μ犽δ狓犽，

其中δ狓犽是在狓犽∈Ω时的Ｄｉｒａｃ测度，而且

μ犽 ≥犓ν犽
２／２



，

由上式和（２．７）式得ν犽≥犓ν犽
２／２



．因此ν犽＝０或ν犽≥犓
犖／４．接下来我们要证明ν犽≥犓

犖／４这种

情况不可能发生．利用反证法，假设存在某个犽０ 使得ν犽
０
≠０而满足ν犽

０
≥犓

犖／４．从（２．２）和

（２．３）式我们有

犮＝ｌｉｍ
犼→∞
犑（狌犼）＝ｌｉｍ

犼→∞

（犑（狌犼）－
１

２
〈犑＇（狌犼），狌犼〉）

≥
２

犖∫Ω
狘狌狘

２


ｄ狓＋
２

犖
犓犖／４

＝
２

犖
犓犖／４

＋
２

犖
，

但这与已知条件犮＜
２

犖
犓犖／４＋

２

犖
相矛盾．因此对任意犽都有ν犽＝０，即｛狌狀｝必存在一个子列

在空间犎２０（Ω）中强收敛．由此引理２．１得证． 

引理２．２　假定λ＞０且犖≥８－α，则必存在一个狌∈犎
２
０（Ω）使得

犐λ（狌）＝
∫Ω
狘Δ狌狘

２ｄ狓－λ∫Ω

狌２

狘狓狘
αｄ狓

（∫Ω
狘狌狘

２


ｄ狓）２
／２


＜犓．

　　证　由ＤＥＥｄｍｕｎｄｓ等
［５］知双调和方程的达到函数为

狌ε＝
（狓）

（ε＋狘狓狘
２）（狀－４）／２　

（狓∈Ω，ε＞０），

　　不失一般性，我们假定｛０｝Ω，令∈犆０
∞是非负的且在零点的某个邻域内≡１，作狔犻

＝狓犻／槡ε变换，换成极坐标中的积分，则有

∫Ω

狌ε
２

狘狓狘
αｄ狓＝

ω狀ε
８－α－犖
２∫

∞

０
狉犖－１－α（１＋狉

２）４－犖ｄ狉＋犗（１），　 犖 ≥９－α，

１

２
ω狀狘ｌｎε狘＋犗（１），　犖 ＝８－α

烅

烄

烆
，

（２．８）

∫Ω
狌ε

２


ｄ（ ）狓
２／２



＝ω狀
（犖－４）
犖 ε

（４－犖）
２∫

∞

０
狉犖－１（１＋狉

２）－犖 ＋犗（１）， （２．９）
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其中ω狀 是犖－１维单位球面的测度．当ε→０时，由极坐标直接计算可知

∫Ω
狘Δ狌ε狘

２ｄ狓＝ω狀（犖－４）
２
ε
（４－犖）
２∫

∞

０

（４狉犖＋３＋４犖狉
１＋犖
＋犖

２狉犖－１）（１＋狉
２）－犖ｄ狉＋犗（１）．

（２．１０）

　　现令珘狌＝（１＋｜狓｜
２）（４－犖）／２，可得

犓１ ＝∫Ω

珘狌２


ｄ（ ）狓
２／２



＝ω狀
（犖－４）
犖 ∫

∞

０
狉犖－１（１＋狉

２）－犖ｄ（ ）狉
（犖－４）
犖

， （２．１１）

犓２ ＝∫Ω
狘Δ珘狌狘

２ｄ狓＝ω狀（犖－４）
２

∫
∞

０
狉犖－１（犖＋２狉

２）２（１＋狉
２）－犖ｄ狉． （２．１２）

由达到函数可知犓＝犓２／犓１，比较（２．９）和（２．１１）式，（２．１０）和（２．１２）式，可以发现

∫Ω
狌ε

２


ｄ（ ）狓
２／２



＝犓１ε
（４－犖）
２ ＋犗（１）， （２．１３）

∫Ω
狘Δ狌ε狘

２ｄ狓＝犓２ε
（４－犖）
２ ＋犗（１）， （２．１４）

∫Ω

狌ε
２

狘狓狘
αｄ狓＝

犆１ε
（８－α－犖）／２

＋犗（１），　犖 ≥９－α，

犆２狘ｌｎε狘＋犗（１），　 犖 ＝８－α｛ ．
（２．１５）

由犓＝犓２／犓１，（２．１３）和（２．１４）式，我们直接可得引理２．２． 

证明定理１．１　（ｉ）因为定理１．１（ｉ）和定理１．２（ｉ）本质上是一样的，我们在后面一起

证明．

（ｉｉ）根据以上两个引理，再由（２．１５）式可知

（ａ）当３≤α＜４时，非临界维数为犖≥８－α≥５，而对于四阶方程要求犖≥５，所以临界

维数犖 消失；

（ｂ）当２≤α＜３时，５＜８－α≤６，所以临界维数犖＝５；

（ｃ）当１≤α＜２时，６＜８－α≤７，所以临界维数犖＝５，６；

（ｄ）当０≤α＜１时，７＜８－α≤８，所以临界维数犖＝５，６，７． 

可见，奇性影响临界维数的产生，临界维数的个数与α的大小是呈反向增长的，奇性越

高，临界维数越少．

为了证明定理１．２，需要以下两个引理

引理２．３　对狌（狓）∈犠
２，２（犚犖）且犖≥５，有以下不等式成立

∫犚
犖

狌２

狘狓狘
４ｄ狓≤ ［

４

犖（犖－４）
］２∫犚

犖
狘Δ狌狘

２ｄ狓． （２．１６）

　　证　由恒等式Δ｜狓｜
－２＝－２（犖－４）｜狓｜

－４可得

２α（犖－４）狘狓狘－
４

∫犚
犖

狌２

狘狓狘
４ｄ狓＝－∫犚

犖
狌２Δ（

１

狘狓狘
２
）ｄ狓，

　　显然Δ（狌
２）＝２狌Δ狌＋２｜狌｜

２ 且∫犚
犖
（狌Δ狌＋狘狌狘

２）ｄ狓＝０，因此

（犖－４）∫犚
犖

狌２

狘狓狘
４ｄ狓＝－∫犚

犖

狌Δ狌

狘狓狘
２ｄ狓－∫犚

犖

狘狌狘
２

狘狓狘
２ ｄ狓． （２．１７）

　　由于（狌
２）′＝２狌狌，则分部积分可得

（犖－４）∫犚
犖

狌２

狘狓狘
４ｄ狓＝－２∫犚

犖

狌狓·狌

狘狓狘
４ ｄ狓．

由 Ｈ̈ｏｌｄｅｒ不等式有

（犖－４）
２

４ ∫犚
犖

狌２

狘狓狘
４ｄ狓≤∫犚

犖

狘狌狘
２

狘狓狘
２ ｄ狓． （２．１８）
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　　结合（２．１８）和（２．１７）式，再次利用 Ｈ̈ｏｌｄｅｒ不等式可得

∫犚
犖

狌２

狘狓狘
４ｄ狓≤－

４
（犖－４）犖∫犚

犖

狌２

狘狓狘
４ｄ（ ）狓

１
２

∫犚
犖
狘Δ狌狘

２ｄ（ ）狓
１
２

，

　　等价变形即得（２．１６）式． 

引理２．４　如果λ＜λ１ ＝犖
２（犖－４）２／１６，犖≥５，则问题（１．４）对应的泛函

犐（狌）＝
１

２∫Ω
狘Δ狌狘

２ｄ狓－
λ
２∫Ω

狌２

狘狓狘
４ｄ狓－

１

狆∫Ω
狘狌狘狆ｄ狓，

满足山路几何，即

（ｉ）ρ，β＞０，当‖狌‖＝ρ时，使得犐（狌）≥β．

（ｉｉ）犲∈Ω，当‖犲‖＞ρ时，使得犐（犲）≤０．

该引理的（ｉ）可直接利用引理２．３来证明，这两步都很简单，为篇幅起见，此略．

证明定理１．２

（ｉ）由引理２．４和山路引理我们知道，存在一个（ＰＳ）犮序列狌狀犎
２
０（Ω）使得

犐（狌狀）→犮，　狀→ ∞， （２．１９）

〈犐′（狌狀），狌狀〉→０，　狀→ ∞， （２．２０）

其中

犮＝ｉｎｆ
γ∈Γ
ｍａｘ
狋∈［０，１］

犐（γ（狋）），　Γ＝ ｛γ∈犆（［０，１］，犈）狘犐（γ（０））＝０，犐（γ（１））＝犲｝．

　　因为Ω是有界区域且｜狌｜狆
－１狌是次临界的，那么，如果｛狌狀｝在空间 犎

２
０（Ω）有界，由

Ｓｏｂｏｌｅｖ紧嵌入和标准过程我们知道｛狌狀｝在空间犎
２
０（Ω）有一个子列强收敛到犐（狌）的非平凡

临界点狌．因此，为了证明定理１．２，我们先要证明｛狌狀｝在犎
２
０（Ω）中有界，而这一点我们可以

由（２．１９）和（２．２０）式，结合不等式（２．１６）便很容易得到．再利用标准过程，则可得出该解是

山路类型的正解．由于这时对任意犖≥５的维数有界条件都是一样的，可见定理１．１（ｉ）也

因此得证．

（ｉｉ）当犖≥８－α时．由引理２．１和引理２．２，可知存在一个狌∈犎
２
０（Ω）使得犑λ 达到极

小，因此存在一个Ｌａｇｒａｎｇｅ倍数θ使得

Δ
２狌－λ

狌

狘狓狘
α ＝θ狌狘狌狘

２

－２，

又因为λ＜λ１
（２），所以∫Ω

（狘Δ狌狘
２
－λ

狌２

狘狓狘
α
）ｄ狓＞０，因此θ

犖－４
８狌就是（１．１）式的一个正解．

当犖＝５，…，７－α时．设是相应于λ１ 的特征函数，则由引理２．４可得

犐λ（）狘狘
２
犔
２ ＝∫Ω

狘Δ狘
２ｄ狓－λ∫Ω


２

狘狓狘
αｄ狓

＝∫Ω
Δ

２
ｄ狓－λ∫Ω


２

狘狓狘
αｄ狓

＝ （λ１
（２）
－λ）∫Ω


２

狘狓狘
αｄ狓

＜犓，

取

λ０ ＝λ１
（２）
－

犓

狘狘
２
犔
２∫Ω


２

狘狓狘
αｄ狓

＜λ１，

则对任意λ∈（λ０，λ１
（２）），问题（１．４）都有一个正解． 
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