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二阶含阻尼项椭圆型方程的区域振动准则
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摘要：籍用平均函数和积分算子，对二阶含阻尼项椭圆型微分方程
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建立了一些区域振动准则，这些准则不同于已知的依赖于整个区域Ω（１）的性质的结果，而是

仅依赖于区域Ω（１）的一列子区域的性质．
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１引言

考虑二阶含阻尼项椭圆型微分方程

∑
犖

犻，犼＝１

犇犻［犪犻犼（狓）犇犼狔］＋∑
犖

犻＝１

犫犻（狓）犇犻狔＋狇（狓）犳（狔）＝０， （１．１）

其中狓＝（狓１，…，狓犖）∈犚
犖，Ｅｕｃｌｉｄｅａｎ模记为｜狓｜，犇犻＝／狓犻，犻＝１，…，犖．对正常数犪＞０，

定义Ω（犪）＝｛狓∈犚
犖：｜狓｜≥犪｝和犛犪＝｛狓∈犚

犖：｜狓｜＝犪｝．

全文假设下列基本条件成立

（Ａ１）　犳∈犆
１（犚，犚），狔犳（狔）＞０和犳′（狔）≥犽＞０，对狔≠０；

（Ａ２）　狇∈犆
μ

ｌｏｃ（Ω（１），犚），犫犻∈犆
１＋μ
ｌｏｃ （Ω（１），犚），犻＝１，…，犖，μ∈（０，１）；

（Ａ３）　犃＝（犪犻犼）犖×犖，犪犻犼∈犆
１＋μ
ｌｏｃ （Ω（１），犚），μ∈（０，１），犻，犼＝１，…，犖，是实对称正定矩

阵函数．设λｍａｘ（狓）是矩阵犃的最大特征值，假设存在函数λ∈犆（犚
＋，犚＋），使得

λ（狉）≥ｍａｘ
狘狓狘＝狉
λｍａｘ（狓）　（狉＞０）．

　　称一个函数狔∈犆
２＋μ
ｌｏｃ （Ω（１）），μ∈（０，１），为方程（１．１）的解，如果狔（狓）在域Ω（１）上

几乎处处满足方程（１．１）．以后，我们总是假设方程（１．１）在域Ω（１）上存在这样的解
［１］．方

程（１．１）的一个解狔（狓）称为振动的，如果对任意常数犪＞１，狔（狓）在域Ω（犪）上有零点，否

则称之为非振动．如果方程（１．１）的所有解均振动，则称方程（１．１）振动．

方程（１．１）包含如下方程
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犖
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犇犻［犪犻犼（狓）犇犼狔］＋狇（狓）犳（狔）＝０， （１．２）
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　　作为特殊形式．关于方程（１．１）的振动性问题已被许多作者利用不同的方法进行研究．

特别，１９８０年，Ｎｏｕｓｓａｉｒ和Ｓｗａｎｓｏｎ
［２］首次引入Ｎ维向量型Ｒｉｃｃａｔｉ变换

ω（狓）＝－
α（狘狓狘）

犳（狔（狓））
（犃狔）（狓）， （１．３）

（这里α∈犆
２（犚＋，犚＋），狔表示狔的散度），并成功地把著名的 Ｗｉｎｔｎｅｒ定理

［３］推广到方

程（１．２），综述性文献
［４］介绍了这一领域直到１９７９年的工作．最近，文［５］通过利用文［６］

的某些技巧，对方程（１．２）建立了Ｐｈｉｌｏｓ型振动准则．但这些结果都涉及方程（１．２）的系数

函数狇在整个区域Ω（１）的行为，而对狇在域Ω（１）的“不良”行为（比如∫Ω（１）
狇（狓）ｄ狓＝－

∞），其结果无法应用方程（１．２）．

运用发端于文［２］和［７］的某些思想，籍用平均函数和积分算子，在本文，我们对一般

形式的方程（１．１）建立若干个区域振动准则，这些准则仅依赖方程（１．１）（或犪犻犼，犫犻和狇）在

区域Ω（１）的子区域的性质．我们的结果涉及到Ｋａｍｅｎｅｖ型
［８］的条件，且改进和推广文［５］

的结果，同时还可运用于∫Ω（１）
狇（狓）ｄ狓＝－∞ 情形．所得结果的优越性将由给出的例子予以

说明．而据我们所知，对含阻尼项的椭圆型方程（１．１）振动性的研究工作（尤其函数犫犻和狇

都可变号时）并不多见．

２　主要结果

以下称一个函数犎∶＝犎（狉，狊）属于函数类犎，记为犎∈犎，如果犎∈犆（犇，犚
＋）（犇＝

｛（狉，狊）：－∞＜狊≤狉＜∞｝，犚
＋＝（０，∞）），满足

犎（狉，狉）＝０，犎（狉，狊）＞０对狉＞狊 （２．１）

且在犇上有偏导数犎／狉和犎／狊，使得

犎

狉
＝犺１（狉，狊）犎（狉，狊）和

犎

狊
＝－犺２（狉，狊）犎（狉，狊）， （２．２）

其中犺１，犺２∈犔ｌｏｃ（犇，犚）．

设ρ∈犆（［１，∞），犚
＋）和κ∈犆（［１，∞），犚），定义积分算子犡

犎，ρ
τ，狉和犢

犎，ρ
τ，狉 为

犡犎，ρ
τ，狉（κ）＝∫

狉

τ
犎（狊，τ）κ（狊）ρ（狊）ｄ狊和犢

犎，ρ
τ，狉（κ）＝∫

狉

τ
犎（狉，狊）κ（狊）ρ（狊）ｄ狊，

对狉≥τ≥１．

为简便，对任意给定函数Φ（狉）∈犆
１（［１，∞），犚

＋）和（λ）∈犆
１（［１，∞），犚），定义函数

Θ（狉）＝Φ（狉）∫犛狉

［狇（狓）－
１

４犽
犅犜犃－１犅－

１

２犽∑
犖

犻＝１

犇犻犫犻］ｄσ＋
犽

ω
λ（狉）

２（狉）狉１－犖 －［λ（狉）（狉）］｛ ｝′
和 狆（狉）＝－［

Φ′（狉）

Φ（狉）
＋
２犽

ω
（狉）狉

１－犖］，犵（狉）＝
ω
犽
λ（狉）Φ（狉）狉

犖－１，

其中犅＝（犫１（狓），…，犫犖（狓））
犜，ｄσ表示犚

犖 的球面积分，ω表示Ｎ维单位球面面积．

受Ｎｏｕｓｓａｉｒ和Ｓｗａｎｓｏｎ
［２］工作启发，我们引入不同于（１．３）的Ｎ维向量型Ｒｉｃｃａｔｉ变

换

犠（狓）＝
１

犳（狔）
（犃狔）（狓）＋

１

２犽
犅． （２．３）

　　值得指出的是，（２．３）式中项
１

２犽
犅 的出现极为重要，否则，我们的方法不能运用于含阻
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尼项椭圆型方程（１．１）
［２，４，５］．下面的引理２．１是文［２］引理１到方程（１．１）的推广，它对建

立方程（１．１）振动性准则极为有用．

引理２．１　设狔（狓）是方程（１．１）在域Ω（犫）（犫＞１）的一个正解，并令犠（狓）如（２．３）式定

义，则

ｄｉｖ犠（狓）≤－犽犠
犜犃－１犠 －狇（狓）＋

１

４犽
犅犜犃－１犅＋

１

２犽∑
犖

犻＝１

犇犻犫犻． （２．４）

　　证　对犠（狓）的第犻个分量求关于狓犻的偏导数，得

犇犻犠犻（狓）＝－
犳′（狔）

犳
２（狔）

犇犻狔（∑
犖

犻＝１

犪犻犼犇犼狔）＋
１

犳（狔）
犇犻（∑

犖

犼＝１

犃犻犼犇犼狔）＋
１

２犽
犇犻犫犻，犻＝１，…，犖．

对犻求和，并利用（１．１）和（２．３）式，有

ｄｉｖ犠（狓）＝－
犳′（狔）

犳
２（狔）

（狔）
犜犃狔－

１

犳（狔）
［狇（狓）犳（狔）＋犅

犜
狔］＋

１

２犽∑
犖

犻＝１

犇犻犫犻

≤－犽［犠 －
１

２犽
犅］犜犃－１［犠 －

１

２犽
犅］－狇（狓）－犅

犜犃－１［犠 －
１

２犽
犅］＋

１

２犽∑
犖

犻＝１

犇犻犫犻

＝－犽犠
犜犃－１犠 －狇（狓）＋

１

４犽
犅犜犃－１犅＋

１

２犽∑
犖

犻＝１

犇犻犫犻． 

　　定理２．１　如果对任意犜≥１，存在函数犎∈犎，ρ，Φ∈犆
１（［１，∞），犚

＋），（λ）∈犆
１（［１，

∞），犚）和常数犪，犫，犮∈犚
＋，使得犜≤犪＜犮＜犫和

１

犎（犮，犪）
犡犎，ρ
犪，犮（Θ－

１

４
犵［犺１－狆＋ρ

′

ρ
］２）＋

１

犎（犫，犮）
犢犎，ρ
犪，犮（Θ－

１

４
犵［犺２＋狆－ρ

′

ρ
］２）＞０，

（２．５）

则方程（１．１）振动．

证　设狔（狓）是方程（１．１）的一个非振动解．不失一般性，假设在Ω（犜０）上狔（狓）＞０，

对某犜０ ≥犪．定义

犣（狉）＝Φ（狉）∫狊狉犠
（狓）·υ（狓）ｄσ＋λ（狉）（狉［ ］），对狉≥１， （２．６）

其中υ（狓）＝狓／｜狓｜（狓≠０），表示单位外法向量．依Ｇｒｅｅｎ公式，并利用（２．４）式，我们有

犣′（狉）＝
Φ′（狉）

Φ（狉）
犣（狉）＋Φ（狉）∫犛狉

ｄｉｖ犠（狓）ｄσ＋［λ（狉）（狉）］｛ ｝′

≤
Φ′（狉）

Φ（狉）
犣（狉）－Φ（狉）犽∫狊狉

（犠犜犃－１犠）（狓）ｄ｛ σ

＋∫狊狉
［狇（狓）－

１

４犽
犅犜犃－１犅－

１

２犽∑
犖

犻＝１

犇犻犫犻］ｄσ－［λ（狉）η（狉）］｝′ ， （２．７）

由（Ａ３），知 （犠犜犃－１犠）（狓）≥λ
－１
ｍａｘ（狓）狘犠（狓）狘

２．

依Ｓｃｈｗａｒｔｚ不等式

∫犛狉

狘犠（狓）狘
２ｄσ≥

狉１－犖

ω∫犛狉

犠（狉）·υ（狓）ｄ［ ］σ
２

．

由（２．７）式，知

犣′（狓）≤
Φ′（狉）

Φ（狉）
犣（狉）－Φ（狉）

犽狉１－犖

ωλ（狉）∫犛狉

犠（狓）·狏（狓）ｄ［ ］σ｛
２

＋∫犛狉

狇（狓）－
１

４犽
犅犜犃－１犅－

１

２犽∑
犖

犻＝１

犇犻犫［ ］犻 ｄσ－［λ（狉）（狉）］｝′
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＝
Φ′（狉）

Φ（狉）
犣（狉）－Φ（狉）

犽狉１－犖

ωλ（狉）
［犣
（狉）

Φ（狉）
－λ（狉）（狉）］｛ ２

＋∫狊狉 狇
（狓）－

１

４犽
犅犜犃－１犅－

１

２犽∑
犖

犻＝１

犇犻犫［ ］犻 ｄσ－［λ（狉）（狉）］｝′
＝－Θ（狉）－狆（狉）犣（狉）－

１

犵（狉）
犣２（狉），

即 Θ（狉）≤－犣′（狉）－狆（狉）犣（狉）－
１

犵（狉）
犣２（狉），对狉＞犜０． （２．８）

　　依假设，对任意犜≥犜０ 存在犪，犫，犮＞犜使得犜≤犪＜犮＜犫．在区间（犪，犮］上，对（２．８）

式取积分算子犡犎，ρ
狉，犮 ，并注意到（２．１）和（２．２）式，有

犡犎，ρ
狉，犮 （θ）≤－犎（犮，狉）ρ（犮）犣（犮）＋犡

犎，ρ
狉，犮 （［犺１－狆＋ρ

′

ρ
］犣）－犡

犎，ρ
狉，犮 （
１

犵
犣２）

＝－犎（犮，狉）ρ（犮）犣（犮）－犡
犎，ρ
狉，犮 （
１

犵
［犣－

１

２
犵（犺１－狆＋ρ

′

ρ
）］２）

＋
１

４
犡犎，ρ
狉，犮 （犵［犺１－狆＋ρ

′

ρ
］２）

≤－犎（犮，狉）ρ（犮）犣（犮）＋
１

４
犡犎，ρ
狉，犮 （犵［犺１－狆＋ρ

′

ρ
］２）．

对上式，取狉→犪
＋，并对其两边同除以犎（犮，犪），可得

１

犎（犮，犪）
犡犎，ρ
犪，犮（Θ－

１

４
犵［犺１－狆＋ρ

′

ρ
］２）≤－ρ（犮）犣（犮）． （２．９）

类似地，可证

１

犎（犫，犮）
犢犎，ρ
犮，犫 （Θ－

１

４
犵［犺２＋狆－ρ

′

ρ
］２）≤ρ（犮）犣（犮）． （２．１０）

联合（２．９）与（２．１０）式，我们得出与（２．５）式相矛盾． 

定理２．２　如果对任意犾≥１，存在犎∈犎，ρ，Φ∈犆
１（［１，∞），犚

＋）和（λ）∈犆
１（［１，∞），

犚），使得

ｌｉｍｓｕｐ
狉→∞

犡犎，ρ
犾，狉 （Θ－

１

４
犵［犺１－狆＋ρ

′

ρ
］２）＞０ （２．１１）

和 ｌｉｍｓｕｐ
狉→∞

犢犎，ρ
犾，狉 （Θ－

１

４
犵［犺２＋狆－ρ

′

ρ
］２）＞０， （２．１２）

则方程（１．１）振动．

证　对任意犜＞１．令犪＝犜．在（２．１１）式中取犾＝犪，则存在犮＞犪，使得

犡犎，ρ
犪，犮（Θ－

１

４
犵［犺１－狆＋ρ

′

ρ
］２）＞０． （２．１３）

在（２．１２）式中取犾＝犮，则存在犫＞犮，使得

犢犎，ρ
犮，犫 （Θ－

１

４
犵［犺２＋狆－ρ

′

ρ
］２）＞０． （２．１４）

联合（２．１３）和（２．１４）式．我们得（２．５）式成立．由定理２．１知结论成立． 

对犎∶＝犎（狉－狊）∈犎，易知犺１（狉－狊）＝犺２（狉－狊），记为犺（狉－狊）．函数类犎中包含犎（狉

－狊）的集合记作犎０．把定理２．１运用于犎０ 时，我们有下面定理

定理２．３　如果对任意犜≥１，存在犎∈犎，ρ，Φ∈犆
１（［１，∞），犚

＋），（λ）∈犆
１（［１，∞），

犚）和常数犪，犫，犮∈犚
＋，使得犜≤犪＜犮＜犫和
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∫
犮

犪
犎（狊－犪）［Θ（狊）ρ（狊）＋Θ（２犮－狊）ρ（２犮－狊）］ｄ狊

＞
１

４∫
犮

犪
犎（狊－犪）［犵（狊）ρ（狊）＋犵（２犮－狊）ρ（２犮－狊）］犺

２（狊－犪）ｄ狊， （２．１５）

其中ρ（狊）＝ｅｘｐ［∫
狊

１
狆（（τ）ｄτ］．则方程（１．１）振动．

证　取犫＝２犮－犪，则 犎（犫－犮）＝犎（犮－犪）＝犎（（犫－犪）／２），且对任意φ∈犔［犪，犫］，我们

有

∫
犫

犮
φ（狊）ｄ狊＝∫

犮

犪
φ（２犮－狊）ｄ狊．

于是，（２．１５）式成立意味着（２．５）式对犎∈犎０ 成立．由定理２．１知方程（１．１）振动． 

从上面定理可知，选择不同函数犎（狉，狊）和ρ（狊），可得到不同的振动准则．

令 犎（狉，狊）＝ （狉－狊）α，α＞１，狉≥狊≥１．

　　推论２．１　如果对任意犾≥１和α＞１，使得

ｌｉｍｓｕｐ
狉→∞

１

狉α－１∫
狉

犾

（狊－犾）αΘ（狊）ｄ狊≥
α
２

４犽（α－１）
（２．１６）

和 ｌｉｍｓｕｐ
狉→∞

１

狉α－１∫
狉

犾

（狉－狊）αΘ（狊）ｄ狊≥
α
２

４犽（α－１）
， （２．１７）

其中 Φ（狉）＝
１

ωλ（狉）狉
犖－１
，（狉）＝－

ω狉
犖－１
Φ′（狉）

２犽Φ（狉）
．

则方程（１．１）振动．

证　令ρ（狊）＝１，则

狆（狉）＝０和犵（狉）＝
１

犽
．

注意到

犡犎，ρ
犾，狉 （犵［犺１－狆＋ρ

′

ρ
］２）＝

α
２

犽（α－１）
（狉－犾）α－

１． （２．１８）

由（２．１６）和（２．１８）式，可得

ｌｉｍｓｕｐ
狉→∞

１

狉α－１
犡犎，ρ
犾，狉 （Θ－

１

４
犵［犺１－狆＋ρ

′

ρ
］２）

＝ｌｉｍｓｕｐ
狉→∞

１

狉α－１∫
狉

犾

（狊－犾）αΘ（狊）ｄ狊－
α
２

４犽（α－１）
＞０．

于是，（２．１１）式成立．类似地，（２．１７）式推得（２．１２）式成立．依定理２．２得结论成立． 

推论２．２　假设犌（∞）＝∞．如果对任意犾≥１和α＞１，存在函数（λ）∈犆
１（［１，∞），

犚），使得

ｌｉｍｓｕｐ
狉→∞

１

犌α－１（狉）∫
狉

犾

［犌（狊）－犌（犾）］αΘ（狊）ｄ狊＞
α
２

４（α－１）
（２．１９）

和 ｌｉｍｓｕｐ
狉→∞

１

犌α－１（狉）∫
狉

犾

［犌（狉）－犌（狊）］＋αΘ（狊）ｄ狊＞
α
２

４（α－１）
， （２．２０）

其中 Φ（狉）＝ｅｘｐ［－
２犽

ω∫
狉

１
（狊）狊

１－犖ｄ狊］，犌（狉）＝∫
狉

１

１

犵（狊）
ｄ狊．

则方程（１．１）振动．

证

　　 令 ρ（狉）＝１和 犎（狉，狊）＝ ［犌（狉）－犌（狊）］
α，狉＞狊＞犾．
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则 犺１（狉，狊）＝α［犌（狉）－犌（狊）］
－１ １

犵（狉）
和犺２（狉，狊）＝α［犌（狉）－犌（狊）］

－１ １

犵（狊）
．

注意到狆（狉）＝０，和

犡犎，ρ
犾，狉 （犵［犺１－狆＋ρ

′

ρ
］２）＝

α
２

α－１
［犌（狉）－犌（犾）］α－

１． （２．２１）

再利用（２．１９）和（２．２１）式，可得

ｌｉｍｓｕｐ
狉→∞

１

犌α－１（狉）
犡犎，ρ
犾，狉 （Θ－

１

４
犵［犺１－狆＋ρ

′

ρ
］２）

＝ｌｉｍｓｕｐ
狉→∞

１

犌α－１（狉）∫犾
狉

［犌（狊）－犌（犾）］αΘ（狊）ｄ狊－
α
２

４（α－１）
＞０．

从而（２．１１）式成立．类似地，（２．２０）式推得（２．１２）式成立．由定理２．２可知结论成立． 

３　例子和注

本节，我们将给出两个实例以说明本文结果的有效性，但文［２］和［５］的已知结果不能

判定．最后给出一些注以结束本文．

例３．１　考虑方程

狔
狓１
（１
狘狓狘

狔
狓１
）＋



狓２
（１
狘狓狘



狓２
）＋狇（狓）（狔＋狔

３）＝０，狘狓狘＞１， （３．１）

这里犖＝２，狇（狓）定义如下

狇（狓）＝

１

狘狓狘
（狘狓狘－３狀），　　　　３狀≤狘狓狘≤３狀＋１，

１

狘狓狘
（－狘狓狘＋３狀＋２），　３狀＋１＜狘狓狘≤３狀＋２，

－
１

狘狓狘
，　　　　　　　　３狀＋２＜狘狓狘＜３狀＋３

烅

烄

烆
．

其中狀∈犖０＝｛１，２，…｝．明显地λ（狉）＝１／狉，犳′（狔）＝１＋３狔
２，对所有狔∈犚．

对任意犜≥１，存在狀∈犖０，使得３狀＞犜．取犪＝３狀，犮＝３狀＋１，ρ（狉）＝１和犎（狉－狊）＝

（狉－狊）２．再取（狉）＝０，Φ（狉）＝１，则犵（狉）＝２π，且

Θ（狉）＝∫犛狉

狇（狓）ｄσ＝

２π（狉－３狀），

２π（－狉＋３狀＋２），

－２π

烅

烄

烆 ，

３狀≤狘狓狘≤３狀＋１，

３狀＋１＜狘狓狘≤３狀＋２，

３狀＋２＜狘狓狘＜３狀＋３，

　　易知，（２．１５）式成立，由定理２．３知方程（３．１）振动．特别，在方程（３．１）中

∫
∞

Θ（狊）ｄ狊＝－∞．

　　例３．２　考虑方程

△狔＋
１

狘狓狘
狔
狓１

＋
１

狘狓狘
狔
狓２

＋ μ
狘狓狘

２
（狔＋狔

５）＝０，狘狓狘＞１， （３．２）

这里犖＝２，犫１（狓）＝犫２（狓）＝１／｜狓｜，μ＞１／４和狇（狓）＝μ／｜狓｜
２．明显地，λ（狉）＝１，犳′（狔）＝１

＋５狔
４
≥１＝犽，对所有狔∈犚．取（狉）＝π，Φ（狉）＝１／（２π狉），则Θ（狉）＝μ／狉

２．

于是，对α＞１

ｌｉｍｓｕｐ
狉→∞

１

狉α－１∫
狉

犾

（狊－犾）αΘ（狊）ｄ狊＝ μ
α－１

．
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对任意μ＞１／４，则存在α＞１，使得μ／（α－１）＞α
２／４（α－１）．这意味着（２．１６）式成立．依文

［７］中的引理３知对同样的α，（２．１７）式亦成立．则由推论２．１知方程（３．２）振动．

注３．１　若将条件犳′（狔）≥犽＞０（对狔≠＝０），替换为

犳（狔）

狔
≥犽＞０，对狔≠０，

则本文的所有定理仍成立，但此时狇（狓）需在域Ω（１）上非负．

注３．２　在定理２．１－２．３中，函数犎（狉，狊）也可选取不用推论２．１－２．２的形式．例

如，取

犎（狉，狊）＝∫
狉

狊

ｄ狊
狌（狊［ ］）

α

，狉≥狊≥１，

其中α＞１是常数，狌∈犆（［１，∞），犚
＋）满足∫

∞

１
１／狌（狊）ｄ狊＝ ∞．
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