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摘要：该文定义了单位圆内拟亚纯映射的 Ｎｅｖａｎｌｉｎｎａ点与Ｂｏｒｅｌ点，并证明了单位圆内满足条

件ｌｉｍ
狉→１－

犜（狉）

ｌｏｇ
１

１－狉

＝∞的拟亚纯映射的Ｎｅｖａｎｌｉｎｎａ点与Ｂｏｒｅｌ点的存在性．
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设犳（狕）是平面区域犇内的复值连续函数，按文献［１］的定义，我们有

定义１　称犳（狕）是犇内的单叶犓拟正则映射，如果犳（狕）是区域犇到犇′的同胚且满足

（１）犳（狕）在犇内具有Ａ．Ｃ．Ｌ性质，即犳（狓＋ｉ狔）在犇内是线段绝对连续的，即对犇 内

的任一矩形｛狓＋ｉ狔：犪＜狓＜犫，犮＜狔＜犱｝，犳（狓＋ｉ狔）对（犪，犫）内ａ．ｅ．（几乎处处）的狓，是狔的绝

对连续函数，对（犮，犱）内ａ．ｅ．的狔，是狓的绝对连续函数．

（２）犓≥１，使得犳（狕）＝狌（狓，狔）＋ｉ狏（狓，狔）在犇内ａ．ｅ．适合

狘犳狕狘＋狘犳珔狕狘≤犓（狘犳狕狘－狘犳珔狕狘），

进而称犳（狕）是犇内的单叶犓拟亚纯映射，如果犇′是Ｒｉｅｍａｎｎ球面上的区域．

定义２　若对狕０∈犇，狕０ 的邻域犝（犇）及狀∈犖，使

犉（狕）＝
（犳（狕））

１／狀，　　犳（狕０）＝ ∞，

（犳（狕）－犳（狕０））
１／狀
＋犳（狕０），　犳（狕０）≠ ∞｛

是犝 上的单叶犓拟亚纯（或正则）映射，则称犳（狕）在狕０ 点是狀叶犓拟亚纯（或正则）映射，

若犳（狕）在犇内每点都是狀叶犓拟亚纯（或正则）映射，则称犳（狕）是犇内的犓拟亚纯（或正

则）映射．

设犞 是直径为１的Ｒｉｅｍａｎｎ球面，记｜狕｜＜狉，在犳（狕）＝狌（狓，狔）＋ｉ狏（狓，狔）下到犞 上的

复盖曲面为犉狉，犉狉对犞 的平均复盖次数

犛（狉，犳）＝
狘犉狉狘

狘犞狘
＝
１

π
狘狕狘＜狉

狌狓狏狔－狌狔狏狓
（１＋狘犳狘

２）２
狉ｄθｄ狉，

其中｜犉狉｜与｜犞｜分别表示犉狉与犞 的面积．
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我们用犕（狉）ρ（狉）表示函数犕（狉）≤ρ（狉）且狉狀→∞使得犕（狉狀）＝ρ（狉狀），用Ω（φ１，φ２）

（φ１＜φ２）表示集合φ１＜ａｒｇ狕＜φ２，用狀（犈，狉，犪）表示犳（狕）－犪在集合犈∩（｜狕｜＜狉）上的零点

个数，特别地当犈＝犆时，则记为狀（狉，犪）．

设犳（狕）＝狌（狓，狔）＋ｉ狏（狓，狔）是扇形犈＝Ω（φ１，φ２）∩（｜狕｜＜狉）内的拟亚纯映射，定义

犛（犈，狉）＝
１

π 
Ω（φ１

，φ２
）∩（狘狕狘＜狉）

狌狓狏狔－狌狔狏狓
（１＋狘犳狘

２）２
ｄω，

犛（狉）＝
１

π
狘狕狘＜狉

狌狓狏狔－狌狔狏狓
（１＋狘犳狘

２）２
ｄω　 （当犈＝犆），约定犛（０）＝０，

犜（犈，狉）＝∫
狉

０

犛（犈，狉）

狉
ｄ狉，犜（狉）＝∫

狉

０

犛（狉）

狉
ｄ狉，

犖（犈，狉，犪）＝∫
狉

０

狀（犈，狉，犪）

狉
ｄ狉，犖（狉，犪）＝∫

狉

０

狀（狉，犪）

狉
ｄ狉．

　　定义３　设犳（狕）是扇形Ω（φ－σ，φ＋σ）∩（｜狕｜＜１）内的拟亚纯映射，对犪∈犆，如果

δ（犪，φ）＝１－ｌｉｍ
σ→０
ｌｉｍ
狉→１－

犖（Ω（φ－σ，φ＋σ），狉，犪）

犜（Ω（φ－σ，φ＋σ），狉）
＞０，

则称犪是犳（狕）关于ｅ
ｉφ的一个亏值，δ（犪，φ）为亏量．

定义４　对于犳（狕），如果φ∈［０，２π），使得对任意有限多个亏值，有

∑
狇

犼＝１

δ（犪犼，φ）≤２，

则称ｅｉφ是犳（狕）的一个Ｎｅｖａｎｌｉｎｎａ点．

定义５　若犳（狕）是扇形Ω（φ－σ，φ＋σ）∩（｜狕｜＜１）内的拟亚纯映射，对σ∈（０，ε）及

犪∈犆（至多有两个例外值）有

ｌｉｍ
狉→１－

ｌｏｇ狀（Ω（φ－σ，φ＋σ），狉，犪）

ｌｏｇ犝（
１

１－狉
）

＝１，

则称ｅｉφ为犳（狕）关于型函数犝（
１

１－狉
）的Ｂｏｒｅｌ点．

引理１
［２］
　设狌（狓）是［犪，＋∞）上的正值连续函数，ｌｉｍ

狓→∞
狌（狓）＝０．则存在连续可微函数

ρ（狓）满足

（１）０＜ρ（狓）狌（狓）；

（２）ρ（狓）单调下降，ρ′（狓）单调上升；

（３）ｌｉｍ
狓→∞
ρ′（狓）·狓·ｌｏｇ狓·ｌｏｇｌｏｇ狓＝０．

引理２
［３］
　设犕（狓）是［犪，＋∞）上的连续函数，且

ｌｉｍ
狓→＋∞

犕（狓）

ｌｏｇ狓
＝ ∞，

则存在连续可微函数犝（狓）、ρ（狓）满足

（１）ρ（狓）单调下降趋于零，ρ′（狓）单调上升；

（２）ｌｉｍ
狓→∞
ρ′（狓）·狓·ｌｏｇ狓·ｌｏｇｌｏｇ狓＝０；

（３）犕（狓）犝（狓）＝ｅｘｐ（
１

ρ（狓）
）ｌｏｇ狓；

（４）犝（狓＋狓ρ
２（狓））＜（１＋狅（１））犝（狓）．

引理３
［１］
　设犳（狕）是｜狕｜＜犚内的犓拟亚纯映射，犪１，…，犪狇（狇≥３）是犞 上狇个判别点，
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其中任意两点间距离小于δ，δ∈（０，１／２），则对狉∈（０，犚）有

（狇－２）犛（狉，犳）＜∑
狇

犼＝１

狀（犚，犪犼）＋
２１５π

６犓
（狇－２）（ｌｏｇ犚－ｌｏｇ狉）δ

６．

　　以下我们总规定狓＝
１

１－狉
，犡＝

１

１－犚
．

引理４　设犳（狕）是扇形Ω（φ－σ，φ＋σ）∩（｜狕｜＜１）内的拟亚纯映射，若连续可微函数

ρ（狓）、犝（狓）满足引理２中（１）、（２）、（４），且有

犜（Ω（φ１，φ２），狉）犝（狓）＝ｅｘｐ（
１

ρ（狓）
）ｌｏｇ狓，

则对狇个不同的复数犪１，…，犪狇（３≤狇＜＋∞）及φ、δ′、δ（０＜δ′＜δ，φ１＜φ－δ＜φ＋δ＜φ２），

有

（狇－２）犜（Ω（φ－δ′，φ＋δ′），狉）＜∑
狇

犼＝１

犖（Ω（φ－δ，φ＋δ），犚，犪犼）＋狅（犝（狓）），

其中犡＝狓＋狓ρ
２（狓）（故可推出犚＝１－

１

犡
＝
狉＋ρ

２（狓）

１＋ρ
２（狓）

）．

证　容易验证函数

犵（狕）＝
（狕ｅ－ｉφ）π

／δ
＋２（狕ｅ－

ｉφ）π／２δ犚π
／２δ
－犚

π／δ

（狕ｅ－ｉφ）π
／δ
－２（狕ｅ－

ｉφ）π／２δ犚π
／２δ
－犚

π／δ
（１）

把扇形区域犈＝｛狕｜（｜狕｜≤犚）∩（｜ａｒｇ狕－φ｜≤δ）｝映射到圆犐＝｛狕｜｜犵（狕）｜＜１｝，同时把犈内

的区域犉＝｛狕｜（０．１≤｜狕｜≤狉）∩（｜ａｒｇ狕－φ｜≤δ′）｝映射到犐内．下面求 犿＝ｍａｘ

｛ １

１－｜犵（狕）｜
｜狕∈犉｝的上界．

设狕０＝狆ｅ
ｉ（φ＋θ）（０．１≤狆≤狉，｜θ｜≤δ′）是犉中任一点，则代入（１）式中计算可得

犵（狕０）＝
犃＋犅ｉ
犆＋犇ｉ

，

其中

犃＝ρ
π／δｃｏｓ

θπ
δ
＋２犚

π／２δ
ρ
π／２δｃｏｓ

θπ
２δ
－犚

π／δ，

犅＝ρ
π／δｓｉｎ

θπ
δ
＋２犚

π／２δ
ρ
π／２δｓｉｎ

θπ
２δ
，

犆＝ρ
π／δｃｏｓ

θπ
δ
－２犚

π／２δ
ρ
π／２δｃｏｓ

θπ
２δ
－犚

π／δ，

犇＝ρ
π／δｓｉｎ

θπ
δ
－２犚

π／２δ
ρ
π／２δｓｉｎ

θπ
２δ
．

显然有０≤｜犵（狕）｜＝
犃２＋犅２

犆２＋犇槡 ２＜１．由于

１－狘犵（狕０）狘＝１－
犃２＋犅

２

犆２＋犇槡 ２ ＝ （１－
犃２＋犅

２

犆２＋犇
２
）／（１＋

犃２＋犅
２

犆２＋犇槡 ２
）

≥

８犚３π
／２δ
ρ
π／２δｃｏｓ

θπ
２δ
－８犚

π／２δ
ρ
π／２δｃｏｓ

θπ
２δ
ｃｏｓ
θπ
δ
－８犚

π／２δ
ρ
３π／２δｓｉｎ

θπ
２δ
ｓｉｎ
θπ
δ

２（犆２＋犇
２）

＝

４犚π
／２δ
ρ
π／２δ（犚π

／δ
－ρ

π／δ）ｃｏｓθπ
２δ

（犆２＋犇
２）

，
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又由于犚＞狉＞狆＞０．１，犆
２＋犇２＜２５犚

２π／δ，ｃｏｓ
θπ
２δ
≥ｃｏｓ

δ′π
２δ
＞０，及

犚π
／δ
－ρ

π／δ
≥ （
狉＋ρ

２（狓）

１＋ρ
２（狓）

）π／δ－狉π
／δ

＝狉
π／δ［（１＋

（１－狉）ρ
２（狓）

狉（１＋ρ
２（狓））

）π／δ－１］

≥犆狉
π／δ（１－狉）ρ

２（狓）　 （犆是某正常数）．

故

犿＜犆犚
２π／δ（（１－狉）ρ

２（狓））－１ ＜
犆

（１－狉）ρ
２（狓）

．

而

ｌｏｇ犚－ｌｏｇ狉＝ｌｏｇ（１＋
（１－狉）ρ

２（狓）

狉（１＋ρ
２（狓））

）∽
（１－狉）ρ

２（狓）

狉（１＋ρ
２（狓））

）　（狉→１－）

或

１

ｌｏｇ犚－ｌｏｇ狉
∽
狉（１＋ρ

２（狓））
（１－狉）ρ

２（狓）
∽

１
（１－狉）ρ

２（狓）
　（狉→１－），

故由引理３可得

（狇－２）犛（Ω（φ－δ′，φ＋δ′），狉）＜∑
狇

犼＝１

狀（Ω（φ－δ，φ＋δ），犚，犪犼）＋狅（
１

（１－狉）ρ
２（狓）

），（２）

通过计算可得

ｄ犚
ｄ狉
＝１－狅（１）ρ（狓），

ｄ犚
犚
＝ （１－

狅（１）ρ（狓）

狉
）ｄ狉
狉
．

故

（狇－２）（１－ρ（ｅｘｐ（ｌｏｇ
１／２狓）））∫

狉

１－ｅｘｐ（－ｌｏｇ
１／２
狓）

犛（Ω（φ－δ′，φ＋δ′），狉）

狉
ｄ狉

≤∑
狇

犼＝１∫
犚狀（Ω（φ－δ，φ＋δ），犚，犪犼）

犚
ｄ犚＋狅（∫

狉 ｄ狉

狉（１－狉）ρ
２（狓）

）

≤∑
狇

犼＝１

犖（Ω（φ－δ，φ＋δ），犚，犪犼）＋狅（ρ
－２（狓）ｌｏｇ狓），

于是

（狇－２）犜（Ω（φ－δ，φ＋δ），狉）

＜∑
狇

犼＝１

犖（Ω（φ－δ，φ＋δ），犚，犪犼）＋狅（ρ
－２（狓）ｌｏｇ狓）

＋（狇－２）ρ（ｅｘｐ（ｌｏｇ
１／２狓））犜（Ω（φ－δ′，φ＋δ′），狉）

＋狇犜（Ω（φ－δ′，φ＋δ′），１－ｅｘｐ（－ｌｏｇ
１／２狓））

≤∑
狇

犼＝１

犖（Ω（φ－δ，φ＋δ），犚，犪犼）＋狅（犝（狓））＋犝（ｅｘｐ（ｌｏｇ
１／２狓））．

但

犝（ｅｘｐ（ｌｏｇ
１／２狓））

犝（狓）
＝
ｅｘｐ（１／ρ（ｅｘｐ（ｌｏｇ

１／２狓）））ｌｎ（ｅｘｐ（ｌｏｇ
１／２狓））

ｅｘｐ（１／ρ（狓））ｌｏｇ狓
＜
ｌｏｇ

１／２狓
ｌｏｇ狓

＝狅（１），

故引理４获证． 

设犳（狕）是扇形Ω（φ１，φ２）∩（｜狕｜＜１）内的犓拟亚纯映射，且
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ｌｉｍ
狉→１－

犜（Ω（φ１，φ２））

ｌｏｇ
１

１－狉

＝ ∞． （３）

则由引理２，存在连续可微函数ρ（狉）、犝（狉）满足引理２中（１）、（２）、（４），且有

犜（Ω（φ１，φ２），狉）犝（狓）＝ｅｘｐ（１／ρ（狓））ｌｏｇ狓．

以下出现的犝（狓）均指这样的函数，本文得到

定理１　设犳（狕）是扇形Ω（φ１，φ２）∩（｜狕｜＜１）内满足（３）式的拟亚纯映射，且对θ∈

（－φ，φ）及ε∈（０，φ）总有

ｌｉｍ
狋→０
ｌｉｍ
狉→１－

犜（Ω（θ－狋，θ＋狋），狉）

犝（狓）
＝０， （４）

ｌｉｍ
狉→１－

犜（Ω（－ε，ε），狉）

犝（狓）
＞０． （５）

则

（１）１是犳（狕）的一个Ｎｅｖａｎｌｉｎｎａ点．

（２）对ε＞０，犪∈犆，至多有两个例外值，总有

ｌｉｍ
狉→１－

ｌｏｇ狀（Ω（－ε，ε），狉，犪）

ｌｏｇ（狓犝（狓））
≥１．

　　证　（１）若１不是犳（狕）的一个Ｎｅｖａｎｌｉｎｎａ点，则据定义４知，犪犼∈犆（犼＝１，…，狇）及犮

∈（０，１），使

∑
狇

犼＝１

δ（犪犼，φ）≥２＋３犮．

　　由定义３，ε０＞０，当ε≤ε０ 时有

∑
狇

犼＝１

ｌｉｍ
狉→１－

犖（Ω（－ε，ε），狉，犪）

犜（Ω（－ε，ε），狉）
＜狇－２－２犮， （６）

由已知条件（５）式，可设

ｌｉｍ
狉→１－

犜（Ω（－ε０，ε０），狉）

犝（狓）
＝狋　（０＜狋≤１）． （７）

　　下面首先证明由条件（４）、（５）式可得，σ∈（０，ε０）及点列｛狉狀｝：狉狀→１－，使得

犜（Ω（－ε０＋σ，ε０－σ），狉狀）＞ （狓－
狋犮
４狇
）犝（狓狀）， （８）

其中狓狀＝
１

１－狉狀
．

若不然，则对σ∈（０，ε０），｛狉狀｝→１－，有

犜（Ω（－ε０＋σ，ε０－σ），狉狀）≤ （狋－
狋犮
４狇
）犝（狓狀），

于是有

ｌｉｍ
σ→０
ｌｉｍ
狉狀→１－

犜（Ω（－ε０＋σ，ε０－σ），狉狀）

犝（狓狀）
≤狋－

狋犮
４狇
． （９）

　　由条件（４）式可知

０≤ｌｉｍ
σ→０
ｌｉｍ
狉狀→１－

犜（Ω（－ε０，－ε０＋σ），狉狀）

犝（狓狀）

≤ｌｉｍ
σ→０
ｌｉｍ
狉狀→１－

犜（Ω（－ε０－σ，－ε０＋σ），狉狀）

犝（狓狀）
＝０， （１０）

１６１Ｎｏ．２　　　　　　　李纯红等：单位圆内拟亚纯映射的Ｎｅｖａｎｌｉｎｎａ点



０≤ｌｉｍ
σ→０
ｌｉｍ
狉狀→１－

犜（Ω（ε０－σ，ε０），狉狀）

犝（狓狀）

≤ｌｉｍ
σ→０
ｌｉｍ
狉狀→１－

犜（Ω（ε０－σ，ε０＋σ），狉狀）

犝（狓狀）
＝０． （１１）

　　由（７）、（９）～（１１）式可得如下矛盾事实

狋＝ｌｉｍ
σ→０
ｌｉｍ
狉狀→１－

犜（Ω（－ε０，ε０），狉狀）

犝（狓狀）

≤ｌｉｍ
σ→０
ｌｉｍ
狉狀→１－

犜（Ω（－ε０＋σ，ε０－σ），狉狀）＋犜（Ω（－ε０－σ，ε０＋σ），狉狀）＋犜（Ω（ε０－σ，ε０＋σ），狉狀）

犝（狓狀）

≤ｌｉｍ
σ→０
ｌｉｍ
狉狀→１－

犜（Ω（－ε０＋σ，ε０－σ），狉狀）

犝（狓狀）
＋ｌｉｍ

σ→０
ｌｉｍ
狉狀→１－

犜（Ω（－ε０－σ，－ε０＋σ），狉狀）

犝（狓狀）

＋ｌｉｍ
σ→０
ｌｉｍ
狉狀→１－

犜（Ω（ε０－σ，ε０＋σ），狉狀）

犝（狓狀）

≤狋－
狋犮
４狇
．

　　进而由引理４及（６）～（８）式有

（狇－２）（狋－
狋犮
４狇
）犝（狓狀）＜ （狇－２）犜（Ω（－ε０＋σ，ε０－σ），狉狀）

＜∑
狇

犼＝１

犖（Ω（－ε０，ε０），犚狀，犪犼）＋狅（犝（狓狀））

＜ （狇－２－犮）犜（Ω（－ε０，ε０），犚狀）＋狅（犝（狓狀））

＜ （狇－２－犮）（狋＋
狋犮
４狇
）犝（犡狀）＋狅（犝（狓狀））．

两边除以狋犝（狓狀）后，取极限可得如下矛盾事实

４＜－２狇－犮．

　　（２）否则，对某个ε＞０，及三个复数犪犼∈犆（犼＝１，２，３），σ＞０，使得

∑
３

犼＝１

ｌｉｍ
犚→１－

ｌｏｇ狀（Ω（－ε，ε），犚，犪犼）

ｌｏｇ（犡犝（犡））
＜１－２σ，

故

∑
３

犼＝１

犖（Ω（－ε，ε），犚，犪犼）＜∑
３

犼＝１∫
犚

犚
０

狀（（－ε，ε），犚，犪犼）

犚
ｄ犚＋犆

＜∑
３

犼＝１∫
犚

犚
０

犝１－σ（犡）犡１－σ

犚
ｄ犚＋犆

＜犝
１－σ（犡）

１

犚０∑
３

犼＝１∫
犚

犚
０

ｄ犚
（１－犚）

１－σ＋犆

＜
３

犚０
犝１－σ（犡）

１

σ犚０
（（１－犚０）

σ
－（１－犚）σ）＋犆，

故

犜（Ω（－ε，ε），狉）

犝（狓）
＜
∑
３

犼＝１

犖（Ω（－ε，ε），犚，犪犼）＋狅（犝（狓））

（１－狅（１））犝（犡）
＜

犆

犝σ（犡）
＝狅（１）．

此与条件矛盾，其中犚０ 是充分接近１的常数． 
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