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摘要：该文通过使用锥不动点定理，研究了一类非自治 Ｖｏｌｔｅｒｒａ积分微分方程周期正解的一个

新的存在性理论，把一般结果应用于几类具时滞的生物数学模型时，改进了一些已知结果，并得

到了一些新的结果．
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１　引言

本文研究广义Ｖｏｌｔｅｒｒａ积分微分方程正周期解的存在性

狔（狋）＝－犪（狋）狔（狋）＋∫
０

－∞
犓（狉）犵（狋，狔（狋＋狉））ｄ狉， （１．１）

其中犪（狋）∈犆（犚，（０，∞）），犵∈犆（犚×［０，∞），［０，∞）），犪（狋），犫（狋），犵（狋，狔）都是ω周

期．ω＞０是一个常数．

众所周知，积分微分方程（１．１）包含许多数学生态方程．

例如，Ｈｅｍａｔｏｐｏｉｅｓｉｓ模型
［２，４，１３］

狔（狋）＝－犪（狋）狔（狋）＋犫（狋）∫
０

－∞
犓（狉）ｅ－β

（狋）狔（狋＋狉）ｄ狉； （１．２）

更广泛的Ｈａｅｍａｔｏｐｏｉｅｓｉｓ（血细胞繁殖）模型
［２，７，９，１３］

狔（狋）＝－犪（狋）狔（狋）＋犫（狋）∫
０

－∞
犓（狉）

１

１＋狔（狋＋狉）
狀ｄ狉，　狀＞０， （１．３）

狔（狋）＝－犪（狋）狔（狋）＋犫（狋）∫
０

－∞
犓（狉） 狔（狋＋狉）

１＋狔（狋＋狉）
狀ｄ狉，　狀＞０； （１．４）

还有Ｎｉｃｈｏｌｓｏｎ苍蝇模型
［２，５，６，８，１３］
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狔（狋）＝－犪（狋）狔（狋）＋犫（狋）∫
０

－∞
犓（狉）狔（狋＋狉）ｅ

－β（狋）狔（狋＋狉）ｄ狉． （１．５）

　　据作者所知，很少有作者讨论方程（１．１）－（１．５）正周期解的存在性．系统 （１．２），（１．３）

和 （１．５）已在文献［４，５，７］中被研究，已得到解的估计，给出解一致有界和一致最终有界的

证明，并运用Ｙｏｓｈｉｚａｗａ定理
［１０］得到方程（１．２），（１．３）和（１．５）ω周期正解的存在性条件．

最近作者［１３］研究了下面的Ｖｏｌｔｅｒｒａ积分微分方程正周期解的存在性

狔（狋）＝－犪（狋）狔（狋）＋犫（狋）∫
０

－∞
犓（狉）犳（狋，狔（狋＋狉））ｄ狉， （１．６）

其中犪（狋），犫（狋）∈犆（犚，（０，∞）），犳∈犆（犚×［０，∞），［０，∞）），犪（狋），犫（狋），犳（狋，狔）都是

ω周期函数．ω＞０是常数．进一步，犓（狉）∈犆（（－∞，０］，［０，∞））且∫
０

－∞
犓（狉）ｄ狉＝１．文献

［１３］主要结果如下

定理犃　假定下面条件成立

ｌｉｍ
狌↓０

ｍｉｎ
狋∈［０，ω］

犳（狋，狌）

狌
＝ ∞，ｌｉｍ

狌↑∞
ｍａｘ
狋∈［０，ω］

犳（狋，狌）

狌
＝０，

则方程（１．６）至少一个ω周期解．

定理犅　假定

（Ｂ１）ｍｉｎ
狋∈［０，ω］

｛犫（狋）－犪（狋）｝＞０，

（Ｂ２）存在ε０＞０使得犳（狋，狌）在０≤狌≤ε０ 递增，

则方程（１．６）至少一个ω周期正解，如果下面条件成立

ｌｉｍ
狌↓０

ｍｉｎ
狋∈［０，ω］

犳（狋，狌）

狌
＝１，ｌｉｍ

狌↑∞
ｍａｘ
狋∈［０，ω］

犳（狋，狌）

狌
＝０．

　　定理Ａ和定理Ｂ都运用了Ｋｒａｓｎｏｓｅｌｓｋｉｉ锥不动点定理
［１］，［３］。

本文我们采用下面锥不动点定理１．１给出一个新的存在性定理，关键一步在于找一个

函数ψ使得算子Φ 满足条件狌≠Φ狌＋λψ，很难运用范数形式的锥拉伸和锥压缩定理来证明

我们的主要结果．

定理１．１
［１］，［１１］

　设犡是一个Ｂａｎａｃｈ空间，犓 是犡 中的一个锥．假定Ω１，Ω２是犡中的

开集，且０∈Ω１，珚Ω１Ω２．设

Φ：犓 ∩ （珚Ω２＼Ω１）→犓

是全连续算子，满足

（ｉ）‖Φ狓‖≤‖狓‖当狓∈犓∩Ω１，

（ｉｉ）存在ψ∈犓＼｛０｝满足狓≠Φ狓＋λψ，当狓∈犓∩Ω２，λ＞０．

则Φ在 ∩（珚Ω２∩Ω１）中有一个不动点．

注１．１　在定理１．１中，条件（ｉ）和（ｉｉ）可换成

（ｉ）‖Φ狓‖≤‖狓‖当狓∈犓∩Ω２，

（ｉｉ）存在ψ∈犓＼｛０｝满足狓≠Φ狓＋λψ，当狓∈犓∩Ω１ 和λ＞０，

则Φ在犓∩（珚Ω２Ω１）中有一个不动点．

２　正周期解的存在性

设犡是一个Ｂａｎａｃｈ空间，犓 是犡 的闭的非空子集．称犓 是一个锥，如果（ｉ）α狌＋β狏∈

犓，对一切狌，狏∈犓 和所有α，β≥０．（ｉｉ）若狌，－狌∈犓 则一定狌＝０．
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假定

（Ｐ１）犪（狋）∈犆（犚，（０，∞）），犵∈犆（犚×［０，∞），［０，∞）），犪（狋），犵（狋，狔）都是ω周期

函数，ω＞０是一个常数．进一步，犓（狉）∈犆（（－∞，０］，［０，∞））且∫
０

－∞
犓（狉）ｄ狉＝１．

本节主要结果如下

定理２．１　如果条件（Ｐ１）成立，且假定下列条件之一成立

（ｉ）　ｌｉｍｉｎｆ
狌↓０

犵（狋，狌）

狌
＞犪（狋）且ｌｉｍｓｕｐ

狌↑∞

犵（狋，狌）

狌
＜犪（狋）；

（ｉｉ）　ｌｉｍｓｕｐ
狌↓０

犵（狋，狌）

狌
＜犪（狋）且ｌｉｍｉｎｆ

狌↑∞

犵（狋，狌）

狌
＞犪（狋）．

则方程（１．１）至少一个ω周期正解．

推论２．１　如果条件（Ｐ１）成立，且假定下列条件之一成立

（ｉ）　ｌｉｍｉｎｆ
狌↓０

犵（狋，狌）

狌
＝∞ 且ｌｉｍｓｕｐ

狌↑∞

犵（狋，狌）

狌
＝０　（次线性）；

（ｉｉ）　ｌｉｍｓｕｐ
狌↓０

犵（狋，狌）

狌
＝０且ｌｉｍｉｎｆ

狌↑∞

犵（狋，狌）

狌
＝∞　（超线性）．

则方程（１．１）至少一个ω周期正解．

注２．１　定理２．１扩展并改善了定理Ａ和Ｂ
［１３］的结果．

注２．２　如果犵（狋，狌）＝犪（狋）狌，线性问题

狔（狋）＝－犪（狋）狔（狋）＋犪（狋）∫
０

－∞
犓（狉）狔（狋＋狉）ｄ狉，

正ω周期解的存在性不能被保证，因此定理２．１中的条件是最优的．

定理２．１的证明　首先指出，求方程（１．１）的ω周期解等价于求下列积分方程的ω周

期解

狔（狋）＝∫
狋＋ω

狋
犌（狋，狊）∫

０

－∞
犓（狉）犵（狊，狔（狊＋狉））ｄ狉ｄ狊， （２．１）

其中

犌（狋，狊）∶＝
ｅｘｐ（∫

狊

狋
犪（χ）ｄχ）

ｅｘｐ（∫
ω

０
犪（χ）ｄχ）－１

． （２．２）

　　设

犡＝ ｛狔（狋）：狔（狋）∈犆（犚，犚），狔（狋＋ω）＝狔（狋）｝ （２．３）

且定义

‖狔‖ ＝ ｓｕｐ
狋∈［０，ω］

｛狘狔（狋）狘：狔∈犡｝，

则犡在‖·‖范数意义下是一个Ｂａｎａｃｈ空间．

定义算子Φ如下

（Φ狔）（狋）＝∫
狋＋ω

狋
犌（狋，狊）∫

０

－∞
犓（狉）犵（狊，狔（狊＋狉））ｄ狉ｄ狊， （２．４）

对狔∈犡，显然，Φ是犡 上的全连续算子．

设

犓 ＝ ｛狔∈犡：狔（狋）≥０且狔（狋）≥σ‖狔‖｝，

其中０＜σ＝犃／犅＜１，并且
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犃∶＝ｍｉｎ｛犌（狋，狊）：０≤狋，狊≤ω｝＞０，　犅∶＝ｍａｘ｛犌（狋，狊）：０≤狋，狊≤ω｝＞０．（２．５）

　　不难验证犓 是犡 中一个锥．

引理２．１　假定条件（Ｐ１）成立，则Φ（犓）犓．

证　对一切狔∈犓，有

‖Φ狔‖ ≤犅∫
ω

０∫
０

－∞
犓（狉）犵（狊，狔（狊＋狉））ｄ狉ｄ狊，

（Φ狔）（狋）≥犃∫
ω

０∫
０

－∞
犓（狉）犵（狊，狔（狊＋狉））ｄ狉ｄ狊．

由此可得 （Φ狔）（狋）≥
犃
犅
‖Φ狔‖ ＝σ‖Φ狔‖，

即Φ狔∈犓．引理２．１证毕． 

下面证明情形（ｉ）（ｉｉ）．

情形（ｉ）　由ｌｉｍｉｎｆ
狌↓０

犵（狋，狌）

狌
＞犪（狋），则存在一个正数狉＞０满足

犵（狋，狌）≥犪（狋）狌，　 对一切０≤狌≤狉． （２．６）

因此，若狔∈犓 且‖狔‖＝狉，则狔（狋）≥σ狉．设ψ≡１当狋∈犚，往证

狔≠Φ狔＋λψ 当狔∈犓 ∩Ω１且λ＞０， （２．７）

其中Ω１＝｛狌∈犡：‖狌‖＜狉｝．

若不然，存在狔０∈犓∩Ω１ 和λ０＞０满足

狔０ ＝Φ狔０＋λ０ψ．

设μ＝ｍｉｎ
狋∈犚
狔０（狋）．则对狋∈犚有

狔０（狋）＝ （Φ狔０）（狋）＋λ０

＝∫
狋＋ω

狋
犌（狋，狊）∫

０

－∞
犓（狉）犵（狊，狔０（狊＋狉））ｄ狉ｄ狊＋λ０

≥∫
狋＋ω

狋
犌（狋，狊）犪（狊）∫

０

－∞
犓（狉）狔０（狊＋狉）ｄ狉ｄ狊＋λ０

≥μ∫
狋＋ω

狋
犌（狋，狊）犪（狊）∫

０

－∞
犓（狉）ｄ狉ｄ狊＋λ０

＝μ＋λ０，

则有μ≥μ＋λ０，矛盾．

另一方面，由ｌｉｍｓｕｐ
狌↑∞

犵（狋，狌）

狌
＜犪（狋），存在狉１＞狉满足

犵（狋，狌）≤犪（狋）狌，　 当狌≥狉１．

设犚＝
狉１

σ
，因此有

狌（狋）≥σ‖狌‖ ＝σ犚 ＝狉１，　 当狌∈犓 ∩Ω２， （２．８）

其中Ω２＝｛狌∈犡：‖狌‖＜犚｝．

则对一切狔∈犓 和‖狔‖＝犚，有

（Φ狔）（狋）＝∫
狋＋ω

狋
犌（狋，狊）∫

０

－∞
犓（狉）犵（狊，狔０（狊＋狉））ｄ狉ｄ狊

≤∫
狋＋ω

狋
犌（狋，狊）犪（狊）∫

０

－∞
犓（狉）狔０（狊＋狉）ｄ狉ｄ狊

≤∫
狋＋ω

狋
犌（狋，狊）犪（狊）∫

０

－∞
犓（狉）ｄ狉ｄ狊‖狔‖
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＝ ‖狔‖．

可知

‖Φ狔‖ ≤ ‖狔‖，

对一切狔∈犓∩Ω２ 成立．

由定理１．１，可得Φ 在狔∈犓∩（珚Ω２＼Ω１）中有一个不动点．进一步，狉≤‖狔‖≤犚 且

狔（狋）≥σ狉＞０，表明狔（狋）是方程（１．１）的一个ω周期解．

情形（ｉｉ）　由ｌｉｍｓｕｐ
狌↓０

犵（狋，狌）

狌
＜犪（狋），存在一个正数狉＞０满足

犵（狋，狌）≤犪（狋）狌，　 对一切０≤狌≤狉． （２．９）

由此，若狔∈犓 且‖狔‖＝狉，则狔（狋）≥σ狉．

对一切狔∈犓 且 ‖狔‖＝狉，有

（Φ狔）（狋）＝∫
狋＋ω

狋
犌（狋，狊）∫

０

－∞
犓（狉）犵（狊，狔０（狊＋狉））ｄ狉ｄ狊

≤∫
狋＋ω

狋
犌（狋，狊）犪（狊）∫

０

－∞
犓（狉）狔０（狊＋狉）ｄ狉ｄ狊

≤∫
狋＋ω

狋
犌（狋，狊）犪（狊）∫

０

－∞
犓（狉）ｄ狉ｄ狊‖狔‖

＝ ‖狔‖．

可得出

‖Φ狔‖ ≤ ‖狔‖．

对一切狔∈犓∩Ω１ 成立，其中Ω１＝｛狌∈犡：‖狌‖＜狉｝．

另一方面，由ｌｉｍｉｎｆ
狌↑∞

犵（狋，狌）

狌
＞犪（狋），存在狉１＞狉满足

犵（狋，狌）≥犪（狋）狌，　 当狌≥狉１．

设犚＝
狉１

σ
，有

狌（狋）≥σ‖狌‖ ＝σ犚 ＝狉１，　 当狌∈犓 ∩Ω２， （２．１０）

其中Ω２＝｛狌∈犡：‖狌‖＜犚｝．

设ψ≡１当狋∈犚 往证

狔≠Φ狔＋λψ，　 当狌∈犓 ∩Ω２　 且λ＞０， （２．１１）

　　若不然，存在狔０∈犓∩Ω２ 和λ０＞０满足

狔０ ＝Φ狔０＋λ０ψ．

设μ＝ｍｉｎ
狋∈犚
狔０（狋）．则对一切狋∈犚 有

狔０（狋）＝ （Φ狔０）（狋）＋λ０

＝∫狋
狋＋ω

犌（狋，狊）∫
０

－∞
犓（狉）犵（狊，狔０（狊＋狉））ｄ狉ｄ狊＋λ０

≥∫狋
狋＋ω

犌（狋，狊）犪（狊）∫
０

－∞
犓（狉）狔０（狊＋狉）ｄ狉ｄ狊＋λ０

≥μ∫狋
狋＋ω

犌（狋，狊）犪（狊）∫
０

－∞
犓（狉）ｄ狉ｄ狊＋λ０

＝μ＋λ０，

可知μ≥μ＋λ０，矛盾．

由定理１．１，可得到Φ在狔∈犓∩（珚Ω２＼Ω１）中有一个不动点．进一步，狉≤‖狔‖≤犚和
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狔（狋）≥σ狉＞０，这意味着狔（狋）是方程（１．１）的ω周期解．

定理２．１证毕． 

注２．３　用类似方法，可以证明广义微分方程
［１２］正周期解的存在性

狔（狋）＝－犪（狋）狔（狋）＋犵（狋，狔（狋－τ（狋））），

其中犪（狋）∈犆（犚，（０，∞）），τ（狋）∈犆（犚，犚），犵∈犆（犚×［０，∞），［０，∞）），犪（狋），τ（狋），

犵（狋，狔）都是ω周期函数，ω＞０是一个常数．

３　例子

本节，运用上节主要结果，给出一些有生物背景的例子．

由推论２．１，有下列结果

推论３．１　假定

（Ｈ１）犪（狋），犫（狋）∈犆（犚，（０，∞）），β（狋）∈犆（犚，（０，∞）），犪（狋），犫（狋）和β（狋）都是ω周期函

数，ω＞０是一个常数．进一步，犓（狉）∈犆（（－∞，０］，［０，∞））且∫
０

－∞
犓（狉）ｄ狉＝１．

则方程（１．２）至少有一个ω周期正解．

推论３．２　假定

（Ｈ１）犪（狋），犫（狋）∈犆（犚，（０，∞）），犪（狋）和犫（狋）都是ω周期函数，ω＞０是一个常数．进

一步，犓（狉）∈犆（（－∞，０］，［０，∞））和∫
０

－∞
犓（狉）ｄ狉＝１．

则方程（１．３）至少有一个ω周期正解．

由定理２．１，有

推论３．３　假定

（Ｈ１）犪（狋），犫（狋）∈犆（犚，（０，∞）），犪（狋）和犫（狋）都是ω周期函数，ω＞０是一个常数．进

一步，犓（狉）∈犆（（－∞，０］，［０，∞））且∫
０

－∞
犓（狉）ｄ狉＝１．

（Ｈ２）犫（狋）＞犪（狋）当狋∈［０，ω］．

则方程（１．４）至少一个ω周期正解．

推论３．４　假定

（Ｈ１）犪（狋），犫（狋）∈犆（犚，（０，∞）），β（狋）∈犆（犚，（０，∞）），犪（狋），犫（狋）和β（狋）都是ω周

期函数，ω＞０是一个常数．进一步，犓（狉）∈犆（（－∞，０］，［０，∞））和∫
０

－∞
犓（狉）ｄ狉＝１．

（Ｈ２）犫（狋）＞犪（狋）当狋∈［０，ω］．

则方程（１．５）至少一个ω周期正解．

推论３．１和推论３．２很容易被验证．对于推论３．３和推论３．４，由于

ｌｉｍ
狌↓０

犵（狋，狌）

狌
＝犫（狋）＞犪（狋）　 和 　ｌｉｍ

狌↑∞

犵（狋，狌）

狌
＝０＜犪（狋），

结论由定理２．１得出．
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