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摘要：限制连通度和限制容错直径是衡量互连网络可靠性的两个重要参数．当考察这两个参数

时，总假设网络中和一台计算机相连接的所有计算机不会同时出现故障．该文证明了Ｓｔａｒ图互

连网络的极小分离集和极小限制分离集的唯一性，然后得到了Ｓｔａｒ图的限制连通度是２狀－４，

当狀＝３，５和狀≥７时，它的限制容错直径是｜
－
３（狀－１）／２

－
｜＋２，对于狀＝４，６，限制容错直径是

｜
－
３（狀－１）／２

－
｜＋３，即限制容错直径只比它的容错直径大１．
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１　引言

我们知道，互连网络拓扑结构的设计是一件非常紧要的事情．很多年来，许许多多的拓

扑结构被提出和研究．其中，ｓｔａｒ图互连网络，被认为是立方体网络的最好的替代，已经被

深入的研究和广泛的探讨．ｓｔａｒ图有一个 Ｈｉｅｒａｒｃｈｉｃａｌ结构，是点和边对称的，具有较小的

顶点度，小的直径，高连通性，简单的路由算法，等等优良性质（参见［１，２］）．当我们讨论互

连网络的容错性时，我们总是首先考察它的连通度和容错直径（参见［３］）．对于狀ｓｔａｒ图

犛狀，它的容错性是狀－２，即它的连通度减１．它的容错直径，即在狀ｓｔａｒ图犛狀 中任意去掉

狀－２个点所得图的直径的最大者，当狀＝３，５和狀≥７时，是它的正常直径加１，当狀＝４，６

时，是它的正常直径加２（参见［４］）．在狀ｓｔａｒ图互连网络中，当故障点增加到狀－１个时，

我们也许就不能再谈剩余网络的直径了，因为剩余网络可能不再是连通的了．然而，由本文

的定理１，由于狀－１个故障点的出现而导致剩余网络不连通的概率几乎为０．因此，单一的

连通性和容错直径的概念不能很好地反映狀ｓｔａｒ图互连网络的强可恢复性．因此我们要考

察两个近年才提出的容错性概念．一个是限制连通度，它首先由Ｅｓｆａｈａｎｉａｎ和 Ｈａｋｉｍｉ在

文献［５］中提出．这个概念的提出是基于这样一个假设：任何一个顶点的邻点集不可能同时
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出现故障．由限制连通度就会很自然地引出限制容错直径的概念．通过这两个参数，结合

其他我们熟悉的参数，也许能为我们提供狀ｓｔａｒ图互连网络的容错性能的更准确的估计．

Ｅｓｆａｈａｎｉａｎ证明了超立方体犙狀的限制连通度是２狀－２，它的限制容错直径不超过狀＋６

（参见［６］）．进一步，Ｓ．Ｌａｔｉｆｉ得到了它的确切值是狀＋２（参见［７］）．Ｌｉ＆ｚｈａｎｇ考察了立

方连通圈，无向 Ｄｅｂｒｕｉｊｎ图和 Ｋａｕｔｚ网等网络的这两个参数，得到了它们的限制连通度，

并给出了限制容错直径的上界（参见［８］）．

本文我们首先证明了狀ｓｔａｒ图的极小分离集和极小限制分离集的唯一性，再利用群论

中的一些方法，得到了狀ｓｔａｒ图的限制连通度和限制容错直径．本文安排如下：在第二部分

介绍了限制连通度和限制容错直径的定义．在第三部分中着重描述了ｓｔａｒ图的一种新的路

由方法和它的循环分解结构．最后一部分给出了本文的主要结果和证明．

２　定义和术语

本文中的图均指无重边，无环的简单图．对于给定的图犌，集犛犞（犌）称为是犌的分

离集，如果犌－犛是不连通的．集犚犞（犌）称为是犌的限制集，如果犚不包含犖犌（狓），对

于任意的狓∈犞（犌），这里犖犌（狓）是点狓在图犌 中的邻点集．集犛犞（犌）称为是犌 的限

制分离集 ，如果集犛即是分离的又是限制的．

图犌的连通度κ（犌）的定义如下

κ（犌）＝
狘犞（犌）狘－１，　 如果犌是完全图，

ｍｉｎ｛狘犛狘：犛是犌 的分离集｝，如果犌不是完全图｛ ．

相似地，有如下的定义

定义１　图犌的限制连通度，记作κ′（犌），定义如下

κ′（犌）＝
狘犞（犌）狘－１，　 如果犌 没有限制分离集，

ｍｉｎ｛狘犛狘：犛是图犌 的限制分离集｝，否则｛ ．

　　显然，κ（犌）≤κ′（犌）≤｜犞（犌）｜－１．

图犌的容错直径是

犱犳（犌）＝ｍａｘ｛犱（犌－犉）：犉犞（犌），狘犉狘＝κ（犌）－１｝，

对于任意的犉犞（犌），｜犉｜＝κ′（犌）－１，犉是限制的，则犌－犉 是连通的．与图犌的容错直

径相似，有图犌的限制容错直径如下

定义２　图犌的限制容错直径，记作犱犳
′（犌），如下定义

犱犳′（犌）＝ｍａｘ｛犱（犌－犉）：犉是图犌 的限制集且狘犉狘＝κ′（犌）－１｝．

按照上面的定义，Ｅｓｆａｈａｎｉａｎ得到了：当狀≥３时，κ′（犙狀）＝２狀－２和犱犳
′（犙狀）≤狀＋６（参见

［６］）．Ｓ．Ｌａｔｉｆｉ有这个结果：当狀≥３时，犱犳
′（犙狀）＝狀＋２（参见［７］）．

本文没有给出定义的符号其意义与参考文献［９］一致．

Ｓｔａｒ图互连网络是一个Ｃａｙｌｅｙ图．记［狀］＝：｛１，２，…，狀｝．

定义３　一个狀ｓｔａｒ图，记做犛狀，是一个由狀！个顶点构成的一个无向图．顶点集是由

狀个数字１，２，３，…，狀上的所有置换所构成，即犞（犛狀）＝｛狓１狓２…狓狀：狓犻≠狓犼，１≤犻≠犼≤狀，

狓犻，狓犼∈［狀］｝（以后我们将置换写成一个数字的序列）．顶点犡＝狓１狓２…狓狀 和犢＝狔１狔２…狔狀

之间有边相连当且仅当犻∈｛２，３，…狀｝，使得狔１＝狓犻，狔犻＝狓１；狔犼＝狓犼，对于犼≠犻，２≤犼≤

狀．即犡和犢 这两个置换序列中只有第１列和第犻列位置上的数字不同（相互交换），其余位

置上的数字相同．因而犡＝狓１狓２…狓狀 的所有邻点为犖犛狀
（犡）＝｛狓犻狓２…狓犻－１狓１狓犻＋１…狓狀：　２

９６１Ｎｏ．２　　　　　　　　聂晓冬等：Ｓｔａｒ图互连网络的容错性分析



≤犻≤狀｝．

图１

我们同时用犛狀 记狀元对称群和狀ｓｔａｒ图．作为对

称群犛狀 上的Ｃａｙｌｅｙ图，狀ｓｔａｒ图犛狀 以对换狋１，　狋２，

…，狋狀－１作为生成元，其中狋犻－１是将置换序列的第１列上

的元素和第犻列上的元素进行互换，２≤犻≤狀，其余的元

素不变．

狀ｓｔａｒ图犛狀 是（狀－１）正则，点和边可迁的．它有

（狀－１）狀！／２条边．犛狀 是二部图，因为狀ｓｔａｒ图犛狀 的

每一边正好将一个偶置换和一个奇置换连接起来．犱

（犛狀）＝｜－
３（狀－１）／２

－
｜（狀≥３）（参见［１，２］）．当狀≥７

和狀＝３，５时犱犳（犛狀）＝犱（犛狀）＋１，当狀＝４，６时犱犳（犛狀）

＝犱（犛狀）＋２（参见［４］）．ｓｔａｒ图是强可恢复的（一个图

犌是强可恢复的，如果犱犳（犌）≤犱（犌）＋犮，这里犮是一个

常数）．１ｓｔａｒ图犛１ 为犓１，２ｓｔａｒ图犛２ 为犓２，３ｓｔａｒ

图犛３ 是长为６的圈犆６．图１是４ｓｔａｒ图犛４．

３　循环分解结构和新的路由方法

由于本文的主要结果的证明非常依赖于狀ｓｔａｒ图的循环分解结构和我们从置换群角度

给出的路由方法，所以我们在这上面用的篇幅较多．

一个Ｃａｙｌｅｙ图Ｃａｙ（犌，犛）是Ｈｉｅｒａｒｃｈｉｃａｌ的，如果犛的元素能够形成一个有序序列犵１，

犵２，…，犵犱，使得对任意的犻，２≤犻＝犱，犵犻不在由犵１，犵２，…，犵犻－１所生成的子群中．狀ｓｔａｒ图

犛狀是Ｈｉｅｒａｒｃｈｉｃａｌ的（参见［２］）．因此狀ｓｔａｒ图犛狀有一个循环分解结构．如果我们将犛狀 中

的所有的在第狀列上的元素都是犻的置换取出来，１≤犻≤狀，然后这（狀－１）！个置换将构成

一个（狀－１）ｓｔａｒ图．作为Ｃａｙｌｅｙ图，它的生成元为狋１，狋２，…，狋狀－２．我们记这个（狀－１）ｓｔａｒ

图为犛狀，犻，１≤犻≤狀．因此我们能将犛狀划分成狀 个子图犛狀，１，犛狀，２，…，犛狀，狀，每一个都同构于

犛狀－１．这些子图之间通过对应于生成元狋狀－１的边相互连接起来．我们称这些对应于生成元

狋狀－１的边为穿越边．每一个顶点关联于１条穿越边和狀－２条非穿越边．

显然所有的穿越边形成图犛狀 的一个完美匹配，记这个完美匹配为 犕犮．

实际上，对应于任意一个生成元狋犻的所有边都会形成一个完美匹配，１≤犻≤狀－１，从而

犛狀是可１因子化的．

在两个图犛狀，犻和犛狀，犼（犻≠犼）之间有（狀－２）！条穿越边，这是因为在犛狀，犻中只有以犼 开始

的点 （犼，狓２，…，狓狀－１，犻）才可能和犛狀，犼中有着形式 （犻，狓２，…，狓狀－１，犼）的点相连．

我们知道，对称群中的任一个置换都有一个循环表示，或者换句话说，能够写成若干个

没有相同数字的循环置换的积．在循环置换中，每一个数字想要去的位置（即在恒等置换犐

＝１２３…狀中的位置）都被仅随其后的数字占据着．例如，犛６ 中的置换２３１５４６能够被分解成

（１２３）（４５）（６）．注意到已经处于正确位置的元素（比如６）作为１循环出现．用犮来记一个

置换分解中的长度至少是２的循环的个数，用犿 记置换中不在它原来位置的数字的个数．

由ｓｔａｒ图的点对称性，任意两个顶点的路由选择能够归结为任意一个顶点犘和恒等置

换犐之间的路由选择．路由选择的法则如下（参见［７］）

０７１ 数 学 物 理 学 报　　　　　　　　　　　Ｖｏｌ．２４Ａ



（１）如果１在置换的第一个位置，然后将１与任何一个不在其正确位置的数字互换，

（２）如果犻（犻≠１）在置换的第一个位置，然后将它移到它的正确位置，或者

（２′）如果犻（犻≠１）在置换的第一个位置，然后在一个与犻所在的循环相异的，长度至少

是２的循环中任取一个数字，与犻互换．

利用（１）和（２），Ａｋｅｒｓ等人证明了（参见［１］）：设犘是犛狀 中的任意一个顶点，它的循环

分解中长度至少是２的循环的个数是犮，它的不在原来位置的数字的个数是犿，则点犘和点

犐之间的距离为

犱（犐，犘）＝
犮＋犿，　　　 如果１在犘的第一个位置，

犮＋犿－２，　 否则｛ ．

　　利用（１），（２），和（２′），Ｋ．Ｄａｙ＆Ａ．Ｔｒｉｐａｔｈｉ讨论了Ｓｔａｒ图中任意两点之间的不相

交的最优路（参见［１０］）．

在对称群犛狀 中，每一个犽循环 （狓１狓２…狓犽）（犽≥２）都能够写成一些２循环的积．

如果１不在循环（狓１狓２…狓犽）中，则 （狓１狓２…狓犽）＝（１狓１）（１狓２）…（１狓犽）（１狓１）（本文

中的积运算都是从左到右进行的）．由于 （狓１狓２…狓犽）＝（狓２…狓犽狓１）＝…＝（狓犽狓１…狓犽－１），

因此 （狓１狓２…狓犽）＝（１狓１）（１狓２）…（１狓犽）（１狓１）＝（１狓２）（１狓３）…（１狓犽）（１狓１）（１狓２）＝…

＝（１狓犽）（１狓１）…（１狓犽－１）（１狓犽）．实际上，我们能够以任意的 （１狓犻）（１≤犻≤犽）作为开始，

仅需要保持它们之间的相对的顺序．我们称这类积为ｔｙｐｅⅠ的素积．

如果１在 （狓１狓２…狓犽）之中，不失一般性，让狓１＝１，则 （１狓２…狓犽）＝（１狓２）（１狓３）…

（１狓犽）．相应地我们称这类积为ｔｙｐｅⅡ的素积．

一般地，对于任意的一个置换犘，我们有它的循环分解犘＝（狓１狓２…狓犾
１
）（狔１狔２…狔犾

２
）

…（狕１狕２…狕犾犮），这里犮是犘 中长至少为２的循环的个数，犿＝犾１＋犾２＋…＋犾犮是犘 中不在原

来位置上的元素的个数．

如果１在犘 的第一个位置上，则犘 ＝（１狓１）（１狓２）…（１狓犾
１
）（１狓１）（１狔１）（１狔２）…（１

狔犾
２
）（１狔１）… （１狕１）（１狕２）…（１狕犾犮）（１狕１）．

如果１在某个循环中，不失一般性，我们设狕１＝１，则犘＝（１狓１）（１狓２）…（１狓犾
１
）（１

狓１）（１狔１）（１狔２）…（１狔犾
２
）（１狔１）…（１狕２）…（１狕犾犮）．

上面在对称群犛狀中的讨论恰好对应于图犛狀中的最短路由选择．对于图犛狀中的任一个

点（置换），在我们给出了它的任意一个２循环的积之后，我们能够将２循环（１犻）看作是

Ｃａｙｌｅｙ图犛狀 中的对换（生成元）狋犻－１．例如，考虑犘＝（１２３）（４５）（６）．犘＝（１２）（１３）（１４）（１

５）（１４）或 （１２）（１３）（１５）（１４）（１５）．

一条最短路是犘＝２３１５４６
狋
→
１

３２１５４６
狋
→
２

１２３５４６
狋
→
３

５２３１４６
狋
→
４

４２３１５６
狋
→
３

１２３４５６

＝犐或者犘＝２３１５４６
狋
→
１

３２１５４６
狋
→
２

１２３５４６
狋
→
４

４２３５１６
狋
→
３

５２３４１６
狋
→
４

１２３４５６＝犐，即 犘

＝狋３狋４狋３狋２狋１或者犘＝狋４狋３狋４狋２狋１．我们也能够写成犐＝犘狋１狋２狋３狋４狋３或者犐＝犘狋１狋２狋４狋３狋４．

相应地我们称ｓｔａｒ图中的形如狋犻
１
狋犻
２
…狋犻犽狋犻１的 素积为ｔｙｐｅⅠ的，形如狋犻１狋犻２…狋犻犽的 素

积为ｔｙｐｅⅡ的．

下面两个引理的证明只是直接的验证，我们省略之．

引理１　对于任意两个素积犘１，犘２，如果其中至多一个是ｔｙｐｅⅡ的，则犘１犘２＝犘２犘１．

更进一步，在一个由许多素积构成的积中，如果这些素积中至多有一个是ｔｙｐｅⅡ的，则任

何一个ｔｙｐｅⅠ 的素积均能看作一个整体 （ｅｎｔｉｔｙ），能够被插入到这个积中的任一位置．

例如，犘＝狋４狋３狋４狋２狋１＝狋２狋４狋３狋４狋１＝狋２狋１狋４狋３狋４．
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下面的引理暗示了当我们在ｓｔａｒ图犛狀 中寻找最短路时我们有许多的选择．

引理２　ｓｔａｒ图犛狀 中任意一个顶点（置换）犘均能够分解成犽 个不交（没有共同的数

字）的素积的积

犘＝犘１犘２…犘犽，

其中这些素积中至多有一个是ｔｙｐｅⅡ 的．更进一步，从序列犘１犘２…犘犽的左边读到右边，我

们得到一条从犐到犘 的最短路；从序列犘１犘２…犘犽的右边读到左边，我们得到一条从犘到犐

的最短路．

图犛狀的直径一定是在点犐和点犘 之间达到，其中犘的素积分解中对换的个数达到最

大．由于ｔｙｐｅⅠ的素积重复第一个对换，因此犘的素积分解中要有尽可能多的ｔｙｐｅⅠ的

素积．因而犱（犛狀）＝犱（犘，犐），这里犘＝狋１狋２狋１狋３狋４狋３…．进一步我们能够得到犱（犛狀）＝｜－
３（狀

－１）／２
－
｜，正如［１，２］中的结果．

４　主要结果及证明

３ｓｔａｒ图犛３是一个长为６的圈，它的限制连通度是２，它的限制容错直径是４．从现在

起我们总假定狀≥４．

定理１　设犛为狀ｓｔａｒ图犛狀（狀≥４）的任一极小分离集，则犛是由狀ｓｔａｒ图犛狀 的某个点

的所有邻点所构成．

证　对于狀＝４，通过直接的验证，我们知道这个结果是正确的．下面我们假定狀≥５．

我们已经知道，犛狀能够被分解成狀个子图犛狀，１，犛狀，２，…，犛狀，犻，…，犛狀，狀，其中每一个子图都

同构于（狀－１）ｓｔａｒ图犛狀－１．假设犛是犛狀 的一个极小分离集（犛中的点我们也称为是失灵

点）．令犛＝犃１∪犃２∪…∪犃狀，其中犃犻犞（犛狀，犻），１≤犻≤狀．令犪犻＝｜犃犻｜，１≤犻≤狀，则狀－

１＝犪１＋犪２＋…＋犪狀．不失一般性，让犪１≥犪２≥…≥犪狀．

情形１　犪１≤狀－３．在这种情形下犛狀，犻－犃犻连通的，１≤犻≤狀，因为犛狀，犻是（狀－２）连通

的．我们知道，当犻≠犼时，在犛狀，犻和犛狀，犼之间的穿越边的数目是 （狀－２）！，且这些穿越边构

成了一个匹配．当狀≥５时，（狀－２）！＞２（狀－３）．由于每一个失灵点至多毁坏一条穿越边，

因此这里有一条穿越边将犛狀，犻和犛狀，犼连接起来，１≤犻≠犼≤狀．从而犛狀－犛 连通图，即犛 不是

一个分离集．

情形２　犪１＝狀－２，犪２＝１，犪３＝犪４＝… ＝犪狀＝０．令犆 是犛狀，１－犃１任意一个连通分支，

且犞（犆）≥２．犆一定与犛狀－犞（犛狀，１）连通，因为犛狀－犞（犛狀，１）是连通的且犛狀－犞（犛狀，１）中只

包含一个失灵点．如果犛是一个极小分离集，则在犛狀，１－犃１中一定有一个孤立点，且这个

孤立点的穿越边必关联于犛狀，２中的失灵点，即犃２ 中的惟一点．从而犛是这个点的邻点集．

情形３　犪１＝狀－１，犪２＝犪３＝…＝犪狀＝０．与情形１相似，犛狀－犞（犛狀，１）是连通图．进一

步图犛狀－犛是连通的，因为在犛狀，１－犃１ 中的每一个点通过它的穿越边与犛狀－犞（犛狀，１）连

通．因而犛不是一个分离集． 

引理３　如果犘，犙 是犛狀的两个不同的点，则犖（犘）≠犖（犙）．

证　假设犘＝狓１狓２…狓狀，犙＝狔１狔２…狔狀且犖（犘）＝犖（犙）．但是 犖（犘）＝｛犘犻＝狓犻狓２…

狓犻－１狓１狓犻＋１…狓狀，２≤犻≤狀｝，犖（犙）＝｛犙犻＝狔犻狔２…狔犻－１狔１狔犻＋１…狔狀，２≤犻≤狀｝．考察置换的 第

狀个位置上的数字，我们有犘狀＝犙狀．从而犙＝犘． 

现在让我们来看一看狀ｓｔａｒ图犛狀由于狀－１个失灵点的出现而导致剩余图不连通的概
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率有多大．由定理１，仅当犛狀的某个点的所有邻点都是失灵点时，图犛狀才会变成一个不连

通图．在犛狀中选取狀－１个点，有
　狀！

狀（ ）－１
种可能．由引理３和上面的定理，狀－１个点的失灵

而导致图犛狀 变成一个不连通图的可能是狀！．因此，概率是狀！
　狀！

狀（ ）－１
．即使是比较小的

网络，这个值也是很小的．例如，当狀＝７时，这个值小于３×１０－１５．

定义４　设犌是一个图，犲＝狓狔∈犈（犌）．我们定义边犲的邻点集犖犌（犲）如下

犖犌（犲）＝犖犌（狓狔）＝ （犖犌（狓）∪犖犌（狔））＼｛狓，狔｝，

进一步，我们能够定义子图的邻点集．设犌′是图犌 的一个子图．犌′在犌 中的邻点集，记作

犖犌（犌′），由犞（犌）＼犞（犌′）中的所有与图犌′相关联的顶点所构成．

设犘１，犘２∈犞（犛狀）且犘１犘２∈犈（犛狀），则 犖（犘１犘２）必定是图犛狀 的一个限制分离集，因

为如果有某个点犘′∈犞（犛狀），使得 犖（犘′）犖（犘１犘２），则在图犛狀 中存在一个长为５的圈，

矛盾于犛狀是二部图．

由 犖（犘１）∩犖（犘２）＝φ，有犖（犘１犘２）＝２狀－４．因此κ′（犛狀）≤２狀－４．我们直接可得κ′

（犛４）＝４．

定理２　κ′（犛狀）＝２狀－４．

证　设犛犞（犛狀），｜犛｜＝２狀－５且犛是限制的．我们想要证明犛不是一个分离集．

将犛狀 分解成狀 个 （狀－１）ｓｔａｒ图犛狀，１，犛狀，２，…，犛狀，狀．令犛＝犃１∪犃２∪…∪犃狀，使得

犃犻犞（犛狀，犻），　１≤犻≤狀．假定｜犃犻｜＝犪犻且犪１≥犪２≥…≥犪狀，则２狀－５＝犪１＋犪２＋… ＋犪狀．

情形１　犪１≤狀－３．相似于定理１，犛狀－犛是连通图，即犛不是一个分离集．

情形２　犪１≥狀－２且犪２≤狀－３．如同定理１，犛狀－犞（犛狀，１）是连通图．对于任意的犘∈

犞（犛狀，１）＼犃１，让犘犘′是 穿越边．如果犘′犛，则犘通过这条穿越边和犛狀－犞（犛狀，１）连通．

如果犘′∈犛，考察犘在犛狀中的所有邻点．由于犛是限制的，从而存在点犘１∈犞（犛狀，１）使得

犘１犛且犘１与犘 相邻．假定犘１犘１′是犘１ 所在的穿越边．如果犘１′犛，则犘 和犘１是通过穿

越边犘１犘１′与犛狀－犞（犛狀，１）连通．如果犘１′∈犛，令犛′＝犛＼｛犘１′，犘′｝，则｜犛′｜＝２狀－７．然

而，｜犖（犘犘１）＼｛犘′，犘１′｝｜＝２狀－６且犛′中每一个点至多毁坏一条穿越边．因此存在一个点

犘２∈犖（犘犘１）＼｛犘′，犘１′｝使得犘２′，犘２犛，这里犘２′通过穿越边与犘２相邻．因而犘 通过一条

长度至多为３的路与犛狀－犞（犛狀，１）连通，即犛不是一个分离集． 

关于狀ｓｔａｒ图犛狀的极小限制分离集的唯一性，我们有下面相似的定理．

定理３　设犛为狀ｓｔａｒ图犛狀（狀≥４）的一极小限制分离集，则犛是由图犛狀 的 某一边的

所有邻点所构成．

证　对于图犛４，我们能够很容易验证这个结果是对的．现在我们假定狀≥５．设犛犞

（犛狀），｜犛｜＝２狀－４且犛是一个限制分离集．

将犛狀分解成狀个（狀－１）ｓｔａｒ图犛狀，１，犛狀，２，…，犛狀，狀．令犛＝犃１∪犃２∪…∪犃狀使得犃犻

犞（犛狀，犻），１≤犻≤狀．假设｜犃犻｜＝犪犻且犪１≥犪２≥…≥犪狀，则有２狀－４＝犪１＋犪２＋… ＋犪狀．

情形１　犪１≤狀－３．与定理１相似，犛狀－犛是连通的，即犛不是一个分离集．

情形２　犪１＝犪２＝狀－２且犪３＝犪４＝…＝犪狀＝０．显然犛狀－（犞（犛狀，１）∪犞（犛狀，２））是连通

的．

如果犛狀，１－犃１ 不连通，则犃１ 是犛狀，１的极小分离集．由定理１，犃１ 是由某个点犘在犛狀，１

中的所有邻点所构成，即，犃１＝犖犛狀，１（犘）．由定理１的证明过程易知，犛狀，１－犃１ 有两个连通

分支，其中一个是孤立点犘，另一个分支是与犛狀－（犞（犛狀，１）∪犞（犛狀，２））连通的．
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如果犛狀，１－犃１是连通图，则犛狀，１－犃１与犛狀－（犞（犛狀，１）∪犞（犛狀，２））连通，因为犛中的任

何一个点至多破坏一条穿越边且当狀≥５时有（狀－１）！－（狀－２）！＝（狀－２）·（狀－２）！＞

２（狀－２）．

对于犛狀，２－犃２，我们有以上相似的分析．

欲使犛是图犛狀 的分离集，则犃１，犃２必定分别是犛狀，１和犛狀，２分离集．更进一步，在犛狀，１

－犃１和犛狀，２－犃２中的孤立点犘和犘′在犛狀 中通过穿越边相互关联．因此犛＝犖犛狀（犘犘′）．

情形３　犪１≥狀－１且犪２≤狀－３．在这种情形下，我们知道犛狀－（犞（犛狀，１））－（犃＼犃１）是

连通图．类似于情形２，如果犛狀，１－犃１是连通的，则犛不是分离集．因此犛狀，１－犃１是不连通

的．记犛狀－犛的有着最少顶点数的连通分支为犆．从而有犞（犆）犞（犛狀，１）．由于犛是限制

的，所以｜犞（犆）｜≥２．由于在完美匹配 犕犮（由犛狀的所有穿越边形成）下与犞（犆）匹配的点

必须在犛中，且｜犃１｜≥狀－１，因而我们有｜犞（犆）｜≤（２狀－４）－（狀－１）＝狀－３．令｜犞（犆）｜

＝犽．我们的目标是要证明犽＝２．

反证，假设３≤犽≤狀－３．

由于犛狀，１是二部图，我们有犞（犛狀，１）的顶点二分划犞１，犞２．令｜犞１∩犞（犆）｜＝犪且｜犞２

∩犞（犆）｜＝犫，则犪＋犫＝犽．由于３≤犽≤狀－３，从而不妨设有犘１∈犞１∩犞（犆）和犘２，犘３∈

犞２∩犞（犆），犘２≠犘３．有｜犖犛狀，１（犘１）＼犖犆（犘１）｜≥｜犖犛狀，１（犘１）｜－｜犞２∩犞（犆）｜＝狀－２－犫且

｜犖犛狀，１（犘２）＼犖犆（犘２）｜≥｜犖犛狀，１（犘２）｜－｜犞１∩犞（犆）｜＝狀－２－犪．由引理３，犖犛狀，１（犘２）≠犖犛狀，１
（犘３），因此存在一个点 犘′∈犖犛狀，１（犘３）＼犖犛狀，１（犘２）．但是 （犖犛狀，１（犘１）＼犖犆（犘１））∪（犖犛狀，１
（犘２）＼犖犆（犘２））∪｛犘′｝犖犛狀，１（犆）．因而｜犖犛狀，１（犆）｜≥（狀－２－犪）＋（狀－２－犫）＋１＝２狀－３－

犽．考察在完美匹配 犕犮下与犞（犆）匹配的点，有｜犖犛狀（犆）｜≥（２狀－３－犽）＋犽＝２狀－３．矛盾

于犖犛狀（犆）犛和｜犛｜＝２狀－４．

因此犽＝２．也就是说，犛是犛狀的某一边的邻点集． 

图２

定理４　图犛狀 的限制容错直径对于狀＝５和狀≥７是

｜
－
３（狀－１）／２

－
｜＋２，对于狀＝４，６是｜

－
３（狀－１）／２

－
｜＋

３，即，狀ｓｔａｒ图犛狀 的限制容错直径比它的容错直径大１．

证　由定义２．，存在狀ｓｔａｒ图犛狀的一个（２狀－５）子

集犉，使得犱犳′（犛狀）＝犱（犛狀－犉）．由狀ｓｔａｒ图犛狀的对称

性，不失一般性，假定犉＝｛狋１狋２，狋１狋３，…，狋１狋狀－１，狋３，狋４，…，

狋狀－１｝．犉被显示在下面的图２．

进一步，我们可设犱（犛狀－犉）＝ｍａｘ｛犱犛狀－犉（狋１，犘）：

犘∈犞（犛狀）＼犉｝＝１＋ｍａｘ｛犱犛狀－犉（犐，犘）：犘∈犞（犛狀）＼（犉∪

｛狋１｝）｝．

因此我们首先考察在图犛狀－犉 中点犐 和点犘 之间

的最短路，其中犘∈犞（犛狀）＼（犉∪｛狋１｝）．

回忆在狀ｓｔａｒ图犛狀 中点犘 能够分解成一个素积的积：犘＝犘１犘２…犘犻…犘犽（犽≥１），其中

至多有一个素积是ｔｙｐｅⅡ的．注意到在图犛狀－犉 中犐仅和狋１，狋２相邻，因此对于任意的犘

∈犞（犛狀）＼（犉∪狋１），在图犛狀－犉 从犐到犘 的任何一条最短路，必定开始于狋２．

情形１　狋２ 在某个ｔｙｐｅⅠ 的素积犘犻或是在某个ｔｙｐｅⅡ的素积犘犻 的第一个位置上．

在这种情形下，由引理１，我们能够写犘＝犘犻犘１犘２…犘犻－１犘犻＋１…犘犽，使得犘犻开始于狋２（如果有

必要，我们能够旋转犘犻使得犘犻以狋２开始）．显然犱犛狀－犉（犐，犘）＝犱犛狀（犐，犘）≤犱（犛狀）．
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例如，犘＝狋１狋２狋１狋３狋４，我们能够写成犘＝狋２狋１狋２狋３狋４；犘′＝狋３狋４狋３狋２狋１，我们能够写成犘′＝

狋２狋１狋３狋４狋３．因而情形１的极大值是｜－
３（狀－１）／２

－
｜．

情形２　狋２ 是在某个ｔｙｐｅⅡ的素积犘犻之中但不在它的第一个位置上．对于这种情形

我们能够处理如下

犘＝犘１犘２…犘犻犘犽＝犘犻犘１犘２…犘犻－１犘犻＋１…犘犽＝狋２狋２犘犻犘１犘２…犘犻－１犘犻＋１…犘犽＝狋２（狋２犘′犻狋２）犘

犻

犘１犘２…犘犻－１犘犻＋１…犘犽，这里犘′犻狋２犘

犻 ＝犘犻．我们能够旋转ｔｙｐｅⅠ素积狋２犘′犻狋２使得狋２犘′犻狋２不以

狋２开始．然后我们在图犛狀－犉 中有一条新的从犐到犘 的路．这条新路与原来的在图犛狀 中

的路相比长度增加了２．例如，犘＝狋３狋４狋３狋１狋２＝狋１狋２狋３狋４狋３＝狋２（狋２狋１狋２）狋３狋４狋３＝狋２（狋１狋２狋１）狋３狋４狋３．

在这种情形下，为了使犱犛狀（犐，犘）极大，每一个犘犼（犼≠犻）必定是长度为３，并且犘

犻 不存

在且犘′犻的长度为１，进一步犽等于｜－
（狀－３）／２

－
｜＋１．也就是说犱犛狀（犐，犘）＝｜－

３（狀－３）／２

－
｜＋２，犱犛狀－犉（犐，犘）＝｜－

３（狀－３）／２
－
｜＋４＝｜

－
３（狀－１）／２

－
｜＋１．这种情形的极大值是｜

－
３

（狀－１）／２
－
｜．

情形３　狋２不在任何素积里．

情形３．１　｛犘１，犘２…犘犽｝之一，比如说犘１，是ｔｙｐｅⅠ的，则由引理１，犘＝犘１犘２…犘犽

＝狋２狋２犘１犘２… 犘犽＝狋２犘１狋２犘２… 犘犽．例如，犘＝狋３狋４狋３狋１狋５，我们能够写成 犘＝狋２狋２狋３狋４狋３狋１狋５＝

狋２狋３狋４狋３狋２狋１狋５．因此犱犛狀－犉（犐，犘）＝犱犛狀（犐，犘）＋２．这种情形的极大值是｜－
３（狀－２）／２

－
｜＋２．

情形３．２　犘＝犘１且犘１是ｔｙｐｅⅡ的．对于这种情形我们能够处理如下

犘＝犘１＝狋２（狋２犘１狋２）狋２，旋转狋２犘１狋２使得它不以狋２作为开始．例如，犘＝狋１狋３狋４＝狋２狋２（狋１狋３狋４）

·狋２狋２＝狋２（狋２狋１狋３狋４狋２）狋２＝狋２（狋１狋３狋４狋２狋１）狋２．犱犛狀－犉（犐，犘）＝犱犛狀（犐，犘）＋４．显然这种情形的极大

值是４＋（狀－２）＝狀＋２．

综上所述，在图犛狀－犉 中，对于任意的犘∈犞（犛狀）＼（犉∪｛狋１｝），我们总能找出一条从犐

到犘 的，开始于狋２ 的路．对于１≤犻，犼≤狀－１，易验证狋２狋犻≠狋１狋犼．即，这些路在图犛狀－犉 存

在．

通过上面三种情形的分析，犱犛狀－犉（犐，犘）最大可能的值是｜－
３（狀－１）／２

－
｜，｜
－
３（狀－１）／

２
－
｜，｜
－
３（狀－１）／２

－
｜＋２和狀＋２．在这些值中，最终的值：｜

－
３（狀－１）／２

－
｜＋１，对于狀≥７

和狀＝５；｜
－
３（狀－１）／２

－
｜＋２，对于狀＝４，６．

最后有：对于狀≥７和狀＝５，犱犳
′（犛狀）＝｜－

３（狀－１）／２
－
｜＋２，犱犳

′（犛４）＝７，犱犳
′（犛６）＝１０．



这个定理的证明实际上给出了一种新方法来计算ｓｔａｒ图的容错直径，这种方法显然比

［４］的方法要简单得多．
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