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犛犔（２，犆）中的伪非初等子群和伪犓犾犲犻狀犻犪狀群


褚玉明
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摘要：该文定义了犛犔（２，犆）中的伪非初等群和伪Ｋｌｅｉｎｉａｎ群，并得到了它们的离散准则和收敛

定理．
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１　引言

１９７６年，Ｊｒｇｅｎｓｅｎ在文［１］中得到了著名的Ｊｒｇｅｎｓｅｎ不等式，作为该不等式的应用，

他证明了下列离散准则．

定理犃
［１］
　若犌犛犔（２，犆）是非初等子群，则犌是离散群当且仅当犌 的任意２生成元

子群是离散群．

定理犅
［２］
　若犌犛犔（２，犚）是非初等子群，则犌是离散群当且仅当犌 的任意循环子群

是离散群．

定理犆
［３］
　设｛犌狉，狀｝犛犔（２，犆）是狉生成元Ｋｌｅｉｎｉａｎ群序列，若｛犌狉，狀｝代数收敛于群犌，

则犌是Ｋｌｅｉｎｉａｎ群．

１９９８年，王仙桃和杨维奇在文［４］中将定理Ａ拓广成下面形式．

定理犇　若犌犛犔（２，犆）是非初等子群，则犌是离散群当且仅当犌 的任意２生成元非

初等子群是离散群．

本文的主要目的是拓广犛犔（２，犆）和犛犔（２，犚）中非初等群和Ｋｌｅｉｎｉａｎ群的概念，定义伪

非初等群和伪Ｋｌｅｉｎｉａｎ群 并证明定理Ｃ和Ｄ分别对伪Ｋｌｅｉｎｉａｎ群和伪非初等群成立．

２　预备知识

在本文中犌犛犔（２，犆）（或犛犔（２，犚））表示群．

设犌犛犔（２，犆）（或犛犔（２，犚）），若ｆｉｘ（犌）＝且犌 在犎
３（或犎２）中没有不变的双曲性

直线，则称犌是伪非初等群．其中ｆｉｘ（犌）＝∩犳∈犌ｆｉｘ（犳），ｆｉｘ（犳）＝｛狓∈珚犆（或珚犚）：犳（狓）＝狓｝．

设犳∈犌，若狋＞０满足：犳
狋＝±犐（单位距阵），对任意０＜狊＜狋，犳

狊
≠±犐，则称狋是犳的阶．

推论２．１　若犌不是纯椭圆的，则犌是伪非初等群当且仅当犌 是非初等群．
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引理２．２　设犳，犵∈犛犔（２，犆）是椭圆的，若犳犵＝犵犳或犳犵＝犵犳
－１，则由犳和犵生成的群

〈犳，犵〉不是伪非初等群．

证　若〈犳，犵〉是伪非初等群．设ｆｉｘ（犳）＝｛狓，狔｝，则犵保持｛狓，狔｝不变，根据ｆｉｘ（犳）∩ｆｉｘ

（犵）＝可得犵交换狓与狔．因此〈犳，犵〉保持以狓和狔为端点的双曲性直线不变，这与〈犳，

犵〉是伪非初等群矛盾，从而引理２．２得证． 

由文［１］，［５］和引理２．２可直接得到下面引理２．３和引理２．４．

引理２．３　设犳，犵∈犛犔（２，犆），若〈犳，犵〉是离散和伪非初等群，则｜ｔｒ
２（犳）－４｜＋｜ｔｒ［犳，

犵］－２｜≥１．

引理２．４　设犳，犵∈犛犔（２，犆）是椭圆的且〈犳，犵〉是纯椭圆的，若ｆｉｘ（犳）∩ｆｉｘ（犵）≠，

则ｆｉｘ（犳）＝ｆｉｘ（犵）．

引理２．５　若犌犛犔（２，犆）中的每个非平凡元素都是２阶的，则犌是离散群但不是伪

非初等群．

证　设犳＝
狌　０

０　（ ）狏 ∈犌是非平凡元素，则狏＝－狌．因此犳＝
犻　０

０　－（ ）犻 。
对任意犵＝

犪　犫

犮　（ ）犱 ∈犌，若犫犮＝０，则由引理２．４可得犫＝犮＝０；若犫犮≠０，则犱＝－犪，

由犳犵∈犌可得犪＝０．因此犌不是伪非初等群． 

引理２．６　若犌是伪非初等群，则犌至少包含三个阶数不小于３且相互间没有公共不

动点的元素．

证　若犌不是纯椭圆的，则由［６，定理５．１．３］直接可得引理２．６． 

若犌是纯椭圆的，由于犌是伪非初等群，由引理２．５知，存在犳，犵∈犌且犳的阶数不

小于３和〈犳，犵〉是伪非初等群。若取犳１＝犵犳犵
－１和犳２＝犳１犳犳

－１
１ ，则犳，犳１，犳２ 符合引理２．６

的结论．

３　离散准则

下面的定理３．１是本节的主要结果．

定理３．１　若犌是伪非初等群，则犌是离散群当且仅当犌 的任意２生成元伪非初等

子群是离散群．

为证定理３．１，根据推论２．１和定理犇，我们只需证明下面定理３．１′即可．

定理３．１′　若犌是伪非初等且纯椭圆群，则犌是离散群（即有限）当且仅当犌的任意

２生成元伪非初等子群是离散群（即有限）．

证　必要性是显然的．下面我们来证明充分性．

假设犌的任意２生成元伪非初等子群是离散的，而犌本身不离散．则存在无限序列

｛犳犻｝犌使得犳犻→犐，犻→∞．

由引理２．６可知，犌包含二个阶数不小于３且相互间没有公共不动点的元素犵犼（犼＝１，

２）．对充分大的犻有｜ｔｒ
２（犳犻）－４｜＋｜ｔｒ［犳犻，犵犼］－２｜＜１（犼＝１，２）．从而必有ｆｉｘ（犳犻）∩ｆｉｘ（犵犼）

≠（犼＝１，２），否则由ｆｉｘ（犳犻）∩ｆｉｘ（犵犼）＝（犼＝１或２）得〈犳犻，犵犼〉是伪非初等群，由假设得

〈犳犻，犵犼〉是离散群，这与引理２．２矛盾．

由ｆｉｘ（犳犻）∩ｆｉｘ（犵犼）≠（犼＝１，２）知，当犻充分大时，犳犻至少有４个不同的不动点，这是

不可能的，因此充分性得证． 

推论３．２　设犌是伪非初等群，若犌不是离散的，则犌含有一个无限阶元素．

证　若犌不是纯椭圆的，则推论３．２显然成立，下设犌是纯椭圆的．由于犌不是离散
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的，由定理３．１知，存在犌的子群〈犳，犵〉使得〈犳，犵〉是伪非初等和非离散的．利用Ｓｅｌｂｅｒｇ引

理可得，存在〈犳，犵〉的子群犌′使得犌′是非扰的有限指数群．因此犌′是非离散群，即犌′是无

限群，从而推论３．２得证． 

推论３．３　设犌是纯椭圆的，若犌是伪非初等群，则犌是离散群当且仅当犌 的每一个

循环子群是离散的．

推论３．４　若犌犛犔（２，犚）是伪非初等群，则犌是离散群当且仅当犌 的每一个循环子

群是离散的．

４　收敛定理

设犌犛犔（２，犆），若犌是离散的和伪非初等的，则称犌是伪Ｋｌｅｉｎｉａｎ群．

由伪Ｋｌｅｉｎｉａｎ群的定义和文［７］易得下面推论４．１．

推论４．１　若犌不是纯椭圆的，则犌是伪Ｋｌｅｉｎｉａｎ群当且仅当犌是Ｋｌｅｉｎｉａｎ群．

考虑由狉个元素犳１，狀，犳２，狀，…，犳狉，狀生成的序列｛犌狉，狀｝犛犔（２，犆）．若对任意犻∈｛１，２，３，

…，狉｝，序列｛犳犻，狀｝收敛于犳犻∈犛犔（２，犆），则称｛犌狉，狀｝代数收敛于群犌＝〈犳１，犳２，…，犳狉〉．

当狉＝２时，我们有下面引理４．２．

引理４．２　若犌２，狀是伪Ｋｌｅｉｎｉａｎ群，狀＝１，２，３，…，则犌是离散群．

证　假若犌不是离散群，则存在犌的无限序列｛犺犽｝使得犺犽→犐，犽→∞．

对任意犽，存在无限序列｛犺狀犽｝使得犺狀犽∈犌狀犽且犺狀犽→犺犽，狀犽→∞。因此存在无限序列

｛犺狀犻，犽犻｝，满足

犺狀犻，犽犻 ∈犌狀犻 且犺狀犻，犽犻 →犐，　犻→ ∞． （４．１）

　　对充分大的犻有

狘ｔｒ
２（犺狀犻，犽犻）－４狘＋狘ｔｒ［犺狀犻，犽犻，犳狀犻］－２狘＜１

和 狘ｔｒ
２（犺狀犻，犽犻）－４狘＋狘ｔｒ［犺狀犻，犽犻，犵狀犻］－２狘＜１．

　　从上面两个不等式可知，〈犺狀犻，犽犻，犳狀犻〉和〈犺狀犻，犽犻，犵狀犻〉都不是伪非初等群．由（４．１）式，对任

意犻，我们不妨可设ｏｒｄ（犳狀犻）≥３．因此犳狀犻和犵狀犻均保持ｆｉｘ（犺狀犻，犽犻）不变，从而犌是离散群．
引理４．３　若犌２，狀是伪Ｋｌｅｉｎｉａｎ群，则犌是伪非初等群．

证　若犌不是纯椭圆的，则由定理Ｃ直接可得引理４．３．下设犌是纯椭圆的．

假设犌不是伪非初等群．我们首先证明

（１）犳１ 和犳２ 均不是抛物的．

若犳是抛物的，则对任意狀，我们不妨可设ｏｒｄ（犳１，狀）＞２．显然，ｆｉｘ（犳１）ｆｉｘ（犳２）．故

ｔｒ［犳１，犳２］＝ｔｒ［［犳１，犳２］，犳１］＝２．

　　因而对充分大的狀有

狘ｔｒ
２［犳１，狀，犳２，狀］－４狘＋狘ｔｒ［［犳１，狀，犳２，狀］，犳１，狀］－２狘＜１．

　　由于 〈［犳１，狀，犳２，狀］，犳１，狀〉是离散的，因而〈［犳１，狀，犳２，狀］，犳１，狀〉不是伪非初等的．利用

ｏｒｄ（犳１，狀）＞２可得［犳１，狀，犳２，狀］保持ｆｉｘ（犳１，狀）不变，从而犳２，狀保持ｆｉｘ（犳１，狀）不变．

由（１）及其证明易得下面（２）和（３）

（２）犌是纯椭圆的．

（３）ｆｉｘ（犳１）＝ｆｉｘ（犳２），或犳１ 保持ｆｉｘ（犳２），不变或犳２ 保持ｆｉｘ（犳１）不变．

取

犉狀 ＝

［犳１，狀，犳２，狀］， 若ｆｉｘ（犳１）＝ｆｉｘ（犳２），

犳１，狀犳２，狀犳
－１
１，狀犳２，狀， 若犳１ 保持ｆｉｘ（犳２）不变，

犳
－１
１，狀犳２，狀犳

－１
１，狀犳２，狀， 若犳２ 保持ｆｉｘ（犳１）不变

烅

烄

烆 ．
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由引理２．２和文［８］知犉狀≠犐且犉狀→犐（狀→∞）．对充分大的狀有

狘ｔｒ
２（犉狀）－４狘＋狘ｔｒ［犉狀，犳１，狀］－２狘＜１

和 狘ｔｒ
２（犉狀）－４狘＋狘ｔｒ［犉狀，犳２，狀］－２狘＜１．

　　对充分大的狀，我们不妨可设ｏｒｄ（犉狀）≥３．犳１，狀和犳２，狀均保持ｆｉｘ（犉狀）不变，因此犌是

伪非初等群． 

设狉≥２，下面的定理４．４是本节的主要结果．

定理４．４　设｛犌狉，狀｝和犌如上所述，若犌狉，狀是伪Ｋｌｅｉｎｉａｎ群，则犌是伪Ｋｌｅｉｎｉａｎ群．

证　若存在｛犌狉，狀｝的子序列使得每一个群不是纯椭圆的，则由定理Ｃ直接可得定理

４．４．下设犌狉，狀是纯椭圆的．对每一狀，犌狉，狀中至少存在二个生成元生成伪非初等群．通过选

取｛犌狉，狀｝的子序列，对每一狀，我们不妨可设〈犳１，狀，犳２，狀〉是伪非初等的．由引理４．３可知，

〈犳１，犳２〉犌是伪非初等的．从而犌是伪非初等的．

设犺１，犺２∈犌满足〈犺１，犺２〉是伪非初等的且犺１，狀，犺２，狀∈犌狉，狀，犺１，狀→犺１，犺２，狀→犺２，狀→∞．

当狀充分大时 ，我们可以断言〈犺１，狀，犺２，狀〉是伪非初等群．否则ｆｉｘ（犺１，狀）∩ｆｉｘ（犺２，狀）≠或

犺１，狀与犺２，狀两者中的之一保持另一的不动点集不变，由引理４．３证明过程可知，这两种情况

均不可能发生．由定理３．１（３．１′）可知，犌是离散的． 
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