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摘要：该文研究了Ｂａｎａｃｈ空间中一类强增生型变分包含解的存在性及其具有混合误差项的

Ｉｓｈｉｋａｗａ迭代程序的收敛性问题．所得结果改进和推广了张石生，曾六川等人的相关应结果．
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１　引言

设犡是实Ｂａｎａｃｈ空间，犡是其对偶空间，〈·，·〉表犡与犡间的广义对偶对，犇（犜）

与犚（犜）分别表映象犜的定义域与值域．

设犜，犃：犡→犡，犵：犡→犡是三个映象，φ：犡

→犚∪｛＋∞｝为真凸的下半连续泛函．

１９９９年，张石生教授
［１］引入与研究了下列Ｂａｎａｃｈ空间中的变分包含问题犞犐犘（犜，犃，犵，φ）：

对给定的犳∈犡，求狌∈犡，使得

犵（狌）∈犇（φ），

〈犜狌－犃狌－犳，狏－犵（狌）〉≥φ（犵（狌））－φ（狏），　狏∈犡
｛ ，

（１．１）

其中φ表φ的次微分．

注意到，当犡＝犎 是Ｈｉｌｂｅｒｔ空间时，则（１．１）式等价于如下问题：对给定的犳∈犎，求狌

∈犎，使得

犵（狌）∈犇（φ），

〈犜狌－犃狌－犳，狏－犵（狌）〉≥φ（犵（狌））－φ（狏），　狏∈犎｛ ，
（１．２）

称（１．２）式为 Ｈｉｌｂｅｒｔ空间中的变分包含问题，它曾在 ＨａｓｓｏｕｎｉＭｏｕｄａｆｉ
［２］，Ｄｉｎｇ

［３，４］，

Ｃｈａｎｇ
［５］，Ｋａｚｍｉ

［６］，Ｚｅｎｇ
［７］中研究过．易见，通过适当地选择算子犜，犃，犵及点犳 与泛函

φ，若干熟知的变分不等式类问题，如在Ｎｏｏｒ
［８，９］，ＳｉｄｄｉｑｉＡｎｓａｒｉ

［１０，１１］及Ｚｅｎｇ
［１２］中研究过的

变分不等式类，都可得到．

最近，曾六川教授［１３］在Ｂａｎａｃｈ空间的框架下，给出了强增生型的变分包含问题（１．１）
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的解的存在唯一性及其具误差的Ｉｓｈｉｋａｗａ迭代程序的收敛性定理．他的结果改进和推广

了张石生［１］的相应结果．

本文继续研究Ｂａｎａｃｈ空间中变分包含问题（１．１）的解的存在性唯一性及其具混合误差

项的Ｉｓｈｉｋａｗａ迭代程序的收敛性．本文结果是张石生
［１］和曾六川［１３］的相应结果的改进和

推广．

映象犑：犡→２
犡


称为正规对偶映象，如果

犑（狓）＝ ｛犳∈犡
：〈狓，犳〉＝ ‖狓‖‖犳‖，‖犳‖ ＝ ‖狓‖｝，　狓∈犡．

　　定义１．１　映象犜：犇（犜）犡→犡称为强增生的，如果存在常数犽∈（０，１）使得狓，狔∈

犇（犜），存在犼（狓－狔）∈犑（狓－狔），满足

〈犜狓－犜狔，犼（狓－狔）〉≥犽‖狓－狔‖
２，

其中的犽称为犜 的强增生常数．

引理１．１
［１４］
　设｛犪狀｝，｛犫狀｝，｛犮狀｝是三个非负实数列，且满足下面的不等式

犪狀＋１ ≤ （１－狋狀）犪狀＋犫狀＋犮狀，　狀≥０，

其中 ｛狋狀｝ ［０，１］，∑
∞

狀＝０

狋狀 ＝ ∞，犫狀 ＝狅（狋狀）且∑
∞

狀＝０

犮狀 ＜ ∞，则ｌｉｍ
狀→∞
犪狀 ＝０．

引理１．２
［１］
　设犡是实自反Ｂａｎａｃｈ空间，φ犵是犡→２

犡 的映象，则下面的结论等价

（ｉ）狓∈犡是变分包含问题（１．１）的解；

（ｉｉ）狓∈犡是映象犛：犡→２
犡 的不动点，其中

犛（狓）＝犳－（犜狓－犃狓＋φ（犵（狓）））＋狓；

　　（ｉｉｉ）狓∈犡是方程犳∈犜狓－犃狓＋φ（犵（狓））的解．

２　主要结果

定理２．１　设犡 是实自反Ｂａｎａｃｈ空间，设犜，犃：犡→犡，犵：犡→犡是三个映象，而φ：

犡
→犚∪｛＋∞｝是具有 Ｇ̈ａｔｅａｕｘ微分φ的泛函，且满足以下条件

（ｉ）犜－犃＋φ犵：犡→犡是Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ的和强增生的，其强增生常数为犽∈（０，１）；

设｛α狀｝，｛β狀｝是［０，１］中的实数列，｛狌狀｝，｛狏狀｝，｛狌′狀｝和｛狌″狀｝都是犡中的序列，满足条件

（ｉｉ）犔（１＋犔）β狀＋犔
２
（１＋犔）α狀≤犽－狉，狀≥０，狉∈（０，犽）；

（ｉｉｉ）∑
∞

狀＝０

α狀 ＝ ∞；

（ｉｖ）狌狀 ＝狌′狀＋狌″狀，‖狌′狀‖ ＝狅（α狀），∑
∞

狀＝０

‖狌″狀‖ ＜ ∞ 且 ‖狏狀‖ →０　（狀→ ∞）．

其中犔＝１＋犔，犔是映象犜－犃＋φ犵的Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ常数．对任给的犳∈犡，定义映象

犛：犡→犡如下

犛狓＝犳－（犜狓－犃狓＋φ（犵（狓）））＋狓．

对任给的狓０∈犡，具有混合误差项的Ｉｓｈｉｋａｗａ迭代序列｛狓狀｝定义如下

狓狀＋１ ＝ （１－α狀）狓狀＋α狀犛狔狀＋狌狀，

狔狀 ＝ （１－β狀）狓狀＋β狀犛狓狀＋狏狀，狀≥０｛ ．
（２．１）

则｛狓狀｝强收敛于变分包含问题（１．１）的唯一解．

证　由条件（ｉ）易知，映象犜－犃＋φ犵 ：犡→犡 是连续的和强增生的，故由Ｄｅｉｍ

ｌｉｎｇ
［１６］知，对任给的犳∈犡，方程犳＝（犜－犃＋φ犵）（狓）有唯一解狓

．再由引理１．２知，狓
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是变分包含问题（１．１）的唯一解，因而也是犛在犡 中的唯一不动点，即犛狓＝狓．

下面证明具混合误差项的Ｉｓｈｉｋａｗａ迭代序列｛狓狀｝强收敛于变分包含问题（１．１）的唯一

解狓．

由条件（ｉ）和犛的定义知，狓，狔∈犡，存在犼（狓－狔）∈犑（狓－狔），使得

〈犛狓－犛狔，犼（狓－狔）〉＝〈犳－（犜－犃＋φ犵）狓＋狓

－（犳－（犜－犃＋φ犵）狔＋狔），犼（狓－狔）〉

＝‖狓－狔‖
２
－〈（犜－犃＋φ犵）狓

－（犜－犃＋φ犵）狔，犼（狓－狔）〉

≤（１－犽）‖狓－狔‖
２．

从而可得

〈（犐－犛）狓－（犐－犛）狔，犼（狓－狔）〉≥犽‖狓－狔‖
２，

这意味着〈（犐－犛－犽犐）狓－（犐－犛－犽犐）狔，犼（狓－狔）〉≥０，从而由Ｋａｔｏ
［１７］的引理１．１可知，对

任意的狓，狔∈犡和狋＞０，有

‖狓－狔‖ ≤ ‖狓－狔＋狋［（犐－犛－犽犐）狓－（犐－犛－犽犐）狔］‖． （２．２）

由（２．１）式得

（１－α狀）狓狀 ＝狓狀＋１－α狀犛狔狀－狌狀

＝［１－（１－犽）α狀］狓狀＋１＋α狀（犐－犛－犽犐）狓狀＋１＋α狀犛狓狀＋１－α狀犛狔狀－狌狀．

（２．３）

注意到

（１－α狀）狓

＝ ［１－（１－犽）α狀］狓


＋α狀（犐－犛－犽犐）狓

， （２．４）

从（２．２）－（２．４）式我们可得

（１－α狀）‖狓狀－狓

‖ ≥［１－（１－犽）α狀］‖狓狀＋１－狓



＋
α狀

１－（１－犽）α狀
［（犐－犛－犽犐）狓狀＋１－（犐－犛－犽犐）狓

］‖

－α狀‖犛狓狀＋１－犛狔狀‖－‖狌狀‖

≥［１－（１－犽）α狀］‖狓狀＋１－狓

‖－α狀‖犛狓狀＋１－犛狔狀‖－‖狌狀‖，

由此得

‖狓狀＋１－狓

‖ ≤

１－α狀
１－（１－犽）α狀

‖狓狀－狓

‖

＋
α狀

１－（１－犽）α狀
‖犛狓狀＋１－犛狔狀‖＋

‖狌狀‖
１－（１－犽）α狀

． （２．５）

　　由于犜－犃＋φ犵是具有常数犔 的Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ映象，所以由犛的定义易知，犛是具有常

数犔＝１＋犔的Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ映象．从而由（２．１）式可得

‖狔狀－狓

‖≤ （１－β狀）‖狓狀－狓


‖＋β狀‖犛狓狀－狓


‖＋‖狏狀‖

≤ （１－β狀）‖狓狀－狓

‖＋β狀犔‖狓狀－狓


‖＋‖狏狀‖

≤犔‖狓狀－狓

‖＋‖狏狀‖， （２．６）

于是，再由（２．１）式及（２．６）式，并注意到条件（ｉ），有

‖犛狓狀＋１－犛狔狀‖ ≤犔‖狓狀＋１－狔狀‖

≤犔［（１－α狀）‖狓狀－狔狀‖＋α狀‖犛狔狀－狔狀‖＋‖狌狀‖］

≤犔［（１－α狀）β狀‖狓狀－犛狓狀‖＋（１－α狀）‖狏狀‖

＋α狀（１＋犔）‖狔狀－狓

‖＋‖狌狀‖］
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≤［犔（１＋犔）β狀＋犔
２
（１＋犔）α狀］‖狓狀－狓


‖

＋犔（１＋犔）‖狏狀‖＋犔‖狌狀‖

≤（犽－狉）‖狓狀－狓

‖＋犔（１＋犔）‖狏狀‖＋犔‖狌狀‖． （２．７）

将（２．７）式代入（２．５）式，并注意到条件（ｉｖ）及１－（１－犽）α狀≥犽，我们有

‖狓狀＋１－狓

‖ ≤

１－α狀＋（犽－狉）α狀
１－（１－犽）α狀

‖狓狀－狓

‖

＋
犔（１＋犔）α狀
１－（１－犽）α狀

‖狏狀‖＋
１＋犔

１－（１－犽）α狀
‖狌狀‖

≤ １－
狉α狀

１－（１－犽）α（ ）狀 ‖狓狀－狓‖
＋
１

犽
犔（１＋犔）α狀‖狏狀‖＋

１

犽
（１＋犔）‖狌狀‖

≤（１－狉α狀）‖狓狀－狓

‖＋

１

犽
犔（１＋犔）α狀‖狏狀‖

＋
１

犽
（１＋犔）‖狌′狀‖＋

１

犽
（１＋犔）‖狌″狀‖．

令犪狀＝‖狓狀－狓

‖，犫狀＝

１

犽
犔（１＋犔）α狀‖狏狀‖＋

１

犽
（１＋犔）‖狌′狀‖，犮狀＝

１

犽
（１＋犔）

·‖狌″狀‖，狋狀＝狉α狀，则上式变为

犪狀＋１ ≤ （１－狋狀）犪狀＋犫狀＋犮狀，　狀≥０．

由条件（ｉｉｉ），（ｉｖ）易知，｛狋狀｝［０，１］，∑
∞

狀＝０

狋狀＝∞，犫狀＝狅（α狀），∑
∞

狀＝０

犮狀＜∞，于是，引理１．１的

条件被满足，故有ｌｉｍ
狀→∞
犪狀＝０，亦即ｌｉｍ

狀→∞
狓狀＝狓

．至此定理２．１证毕。 

注２．１　定理２．１在下列几个方面改进与推广了文［１］中的定理２．１：其一，把文［１］的

定理３．１中一致光滑Ｂａｎａｃｈ空间推广到实自反Ｂａｎａｃｈ空间的情形；其二，去掉了文［１］的

定理３．１中值域犚（犛）的有界性；其三，去掉了文［１］的定理３．１中α狀→０，β狀→０（狀→∞）的条

件限制；其四，把文［１］的定理３．１的迭代格式推广到更一般的具混合误差项的Ｉｓｈｉｋａｗａ迭

代格式．

注２．２　定理２．１从以下几个方面改进和推广了文［１３］的定理２．１：其一，取消了条件

α狀→０，β狀→０（狀→∞）的限制；其二，把具误差的Ｉｓｈｉｋａｗａ迭代过程推广到更一般的具混合误

差项的Ｉｓｈｉｋａｗａ迭代过程；其三，去掉了条件｛犛狔狀｝有界和｛β狀犛狓狀｝强收敛到零向量的限制．

在定理２．１中，如果狀≥０，β狀＝０且狏狀＝０则狔狀＝狓狀，狀≥０，狓狀＋１＝（１－α狀）狓狀＋

α狀犛狓狀＋狌狀，狀≥０．于是，我们得到如下的结果

定理２．２　设犡，犜，犃，犛，φ，犵，犳，｛α狀｝，｛狌狀｝，｛狌′狀｝和｛狌″狀｝满足定理２．１中的条件，且有

（ｉ）犜－犃＋φ犵：犡→犡是强增生的和Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ的，其强增生常数为犽∈（０，１）；

（ｉｉ）α狀≤
犽－狉

犔２（１＋犔）
，狀≥０，狉∈（０，犽）；

（ｉｉｉ）∑
∞

狀＝０

α狀 ＝ ∞；

（ｉｖ）狌狀 ＝狌′狀＋狌″狀，‖狌′狀‖ ＝狅（α狀）且∑
∞

狀＝０

‖狌″狀‖ ＜ ∞．

对任给的狓０∈犡，具有混合误差项的 Ｍａｎｎ迭代序列｛狓狀｝定义如下
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狓狀＋１ ＝ （１－α狀）狓狀＋α狀犛狓狀＋狌狀，狀≥０，

则｛狓狀｝强收敛于变分包含问题（１．１）的唯一解．

在定理２．１中取φ≡０，则有如下结果

定理２．３　设犡是实Ｂａｎａｃｈ空间，设犜，犃：犡→犡，犵：犡→犡是三个映象，｛α狀｝，｛β狀｝是

［０，１］中的实数列，｛狌狀｝，｛狏狀｝，｛狌′狀｝和｛狌″狀｝都是犡中的序列，且满足下列条件

（ｉ）犜－犃：犡→犡是Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ的和强增生的，其强增生常数为犽∈（０，１）；

（ｉｉ）犔（１＋犔）β狀＋犔
２
（１＋犔）α狀≤犽－狉，狀≥０，狉∈（０，犽）；

（ｉｉｉ）∑
∞

狀＝０

α狀 ＝ ∞；

（ｉｖ）狌狀 ＝狌′狀＋狌″狀，‖狌′狀‖ ＝狅（α狀），∑
∞

狀＝０

‖狌″狀‖ ＜ ∞ 且 ‖狏狀‖ →０（狀→ ∞）．

其中犔＝１＋犔，犔是映象犜－犃的Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ常数．对任给的犳∈犡，定义映象犛：犡→犡如

下

犛狓＝犳－（犜狓－犃狓）＋狓．

对任给的狓０∈犡，具有混合误差项的Ｉｓｈｉｋａｗａ迭代序列｛狓狀｝定义为

狓狀＋１ ＝ （１－α狀）狓狀＋α狀犛狔狀＋狌狀，

狔狀 ＝ （１－β狀）狓狀＋β狀犛狓狀＋狏狀，狀≥０｛ ．

则｛狓狀｝强收敛到变分不等式

〈犜狓－犃狓－犳，狏－犵（狓）〉≥０，　狓∈犡


的唯一解．

注２．３　本文定理２．１－２．３也改进和推广了文献［２－１２，１５］中的相关结果．

注２．４　定理２．１中｛α狀｝和｛β狀｝的典型取值是

α狀 ＝
犽２－狉

犔（１＋犔）
，　β狀 ＝

犽（１－犽）

犔２（１＋犔）
，　狀≥０，狉∈ （０，犽

２）

或

α狀 ＝
犽－狉

２犔（１＋犔）
，　β狀 ＝

犽－狉

２犔２（１＋犔）
，　狀≥０，狉∈ （０，犽

２）．
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