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有限海森堡反铁磁团簇的基态总自旋 
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摘要：借助基于Lanczos技术的严格对角化方法，计算含有 13个格点和 25个格点的具有特定位形 

的海森堡反铁磁团簇，结果表明它们的基态分别是 6重态和8重态(宏观反铁磁系统是单态)。由此 

可得，对于有限双组分海森堡反铁磁(HAF)系统，GSTS基态总 自旋则与它的格点位形有关，可能 

取比LPTS最低总 自旋高很多的总自旋值，从而导致高度简并的基态。另外，把 Lieb和 Mattis的 

定理发展到有限系统，并分析了基态的简并对 自旋位形和物理性质的影响。 
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实验表明，高温超导材料 的母体化合物镧铜氧 

(La2CuOt)是反 铁磁 Mott绝 缘体L1]，Anderson认 

为高温超导可能与量子涨落诱发 自旋状态无序有 

关L2J。这一观点激发了近十多年来对二维 (2D)HAF 

模型持续不断的研究热情 。由于量子涨落导致数学 

上严 格求解 量子 反铁 磁系 统极其 复 杂和 困难 ，2D 

HAF系统的严格基态迄今仍未得到 。尽管如此 ，关 

于 HAF系统 ，还是获得 了一些严格结果L3q]。文献 

[9]研究了周期边界条件下偶数格点的自旋为 1／2 

的 HAF链 ，严格证 明其基态是 自旋单态(singlet)。 

文献[10]指出平移不变性并不是必要的，只要两个 

子系统 (subsystems)具有反演对称性仍可得到上述 

结论。文献[11]最终去掉了平移不变性和反演对称 

性 的条件 ，研究 了任意维 双组分无 限 HAF系统能 

级排序 。他们 的结论被称为 Lieb—Mattis(LM)定理： 

每个总 自旋值 对应 的最低能量本征值按单调递 

增 的顺序 自然排列 ，即：E岫( + 1)> Emi ( )，这 

里 Emi ( )表示总 自旋为 的最低能量本征值。文 

献[11]同时指出无限双组分 HAF系统的基态是 自 

旋单态( 一0)。显然 ，这一结论对任意维超立方结 

构的(hypercubic)无 阻挫 的无 限 HAF系统都是 适 

用的。最近，文 献[12]对有几何 阻挫 (geometric 

frustration)的烧绿石结构的 HAF系统(其 2D对应 

物是 checkerboard晶格)进 行 了研 究 ，发 现它 的基 

态也是单重态。这个结论可以用于具有反演对称的 

HAF系统L1 。 

到 目前为止 ，宏观 2D双组分 HAF系统 的基态 

是否存在经典奈尔 (Need序仍未能严格证 明。尽管 

Mermin—Wagner定理L1 表明任意小 的热 力学扰动 

足 以破坏奈尔序 。但是 ，许多解析近似和数值模拟研 

究表 明，2D 系统的量子涨落并不破坏经典奈 尔序 。 

对于存在奈尔序 的无 限 2D HAF系统 ，自旋将倾 向 

于沿极化方向取向，但 由于它的两个子系统的格点 

数 目相等 ，即 N =Ne，导致 GSTS为 0。但是 ，对于 

有 限 HAF系统的有 限性 将引起维度 的降低 ，从 而 

使量子涨落增强。这能否导致奈尔序的消失是一个 

有意义的问题。要研究维度变化诱发的量子涨落增 

强是否会导致量子相变 ，常规(Ⅳ 是偶数)系统并不 

是一个好的选择 。因为 ，这类系统总是具有 自旋的向 

上 一向下对称性 ，这会使 得系统无论是处 于奈尔序 

相还是 自旋无 序相 ，GSTS都是取系统 的 LPTS值 

为 0。 

通 过几何边界 的选择 ，可 以使 有 限 HAF系统 

的两个子格具有不等的格点数，即 Ⅳ ≠Ⅳ 。在经典 

情形，有限系统具有奈尔序，且 GSTS为 IⅣ 一Ⅳ I s， 

这里 s表示格点 自旋。对于有限的量子 自旋系统 ，当 

总格点数是偶数时 ，系统的 LPTS为 0(当总格点数 

是奇数时 ，LPTS为 1／2)，如果 Ⅳ ≠Ⅳe，量子系统 
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的 GSTS取 LPTS还是 lⅣA一Ⅳn l 8将与基态是否 

存 在奈尔序有密切关系。因为 GSTS如果取 LPTS， 

意 味着 系统 的有 限性诱发 的量子涨 落破坏 了奈尔 

序 ，系统将呈 现 自旋无 序图像 ，反之 ，若 GSTS不取 

LPTS而取 lⅣA一Ⅳn l 8，则表明量子涨落并不能破坏 

奈尔序。文献[15]研究了两子格格点数目不等的库 

仑排斥型量子 费米 (Fermi)系统 ，得到在半 满条件 

下 GSTS为 lⅣA一Ⅳ l／2的严格结果。他们的证明要 

求系统具有偶数个格点。尽管在强库仑排斥极 限下 ， 

强关联 费米系 的半满 Hubbard模型可 以过渡到一 

个各 向同性 的 自旋 1／2的HAF模型[1引，但它们毕竟 

不是全同的。系统GSTS取 lⅣA一Ⅳ l8的结论能否适 

用于有限量子自旋系统，也就是量子涨落的增强是 

否导致系统基态 自旋 图像 的改变，正是我们想研究 

的问题。 

只考虑最 近邻相互作用 HAF系统 的哈密顿量 

表述为 

H —J>： · ， (1) 
nn 

这里 > 0。对于图 1(a)所示的有 限 HAF团簇 ，不 

具有 自旋向上 一向下对称性。其最简单的情形 只有 5 

个格点 ，如图 1b，它能被严格地解析求解 。由于 和 

sl一 > ． ( )( ( )表示格点自旋的 分量)是好 

量子数，故 可用 (E，S ，s1)标 记 本 征 态。选 择 

{S ( )}表象({}表示系统所有格点的集合)，表 1列 
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出 J I至I 1 Lb)明 2个 基 天 。灯 角 化 32 X 32明 ／-／矩 

阵，可以得到全部能量本征值及相应的本征 函数 。表 

2列 出了所有的能量本征值 和相应 的 S ， 三和简并 

度g。进一步的计算表明，基态波函数 ( ， 三)是4 

度简并的，其具体形式如下 

号，十号)一万2 l 11>一 

)； (2) 

号，十丢 一 6 一 

)； (3) 

詈，一吉 一 一 

)； ) 

号，一号)一 2 l 27>一 

)0 (5) 

其中 lk在表 1中被定义。计算结果表明，系统GSTS 

并 不取其 LPTS 1／2，而是取一个较高 的值 3／2，基 

本 不 再 县 白]I盎篮 态 而 县 叩 雷 态 

(b) 

图 1 有 限 HAF团簇几何结 构示意 图 

Fig．1 The geometric shape of finite HAF cluster 

在图 1中实线表示最近邻反铁磁相互作用 。图 

1(a)虚线标 明这个 团簇 的层结构 。5个格点的团簇 

包括中心格点和第 1层 ；13个格 点的团簇包括 中心 

点和第 1，2层 ；25个格点 的团簇包括中心点和第 1， 

2，3层 ，等等；图 1(b)是 5个格点 的例子 ，圆圈中的 

数字代表格点 的编号。 

使用基于 Lanezos技术的严格对角化方法，我 

们分别计算了包含 13个和 25个格点的有限HAF团 

簇 。对于 13个格点构成的HAF团簇 ，基态能量 为Ec 

：== 一 (O．444 544 27± 10-s)J，GSTS取 5／z而不是 

取它的 LPTS值 1／z，基态是 6重简并 的，这些简并 
1 口 C 

基态的磁量子数分别是 三一±寺，±昔，±昔。这 
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一 结果意味着在 <专时，系统能级排序将不遵 
守 LM 定理 。对于含有 25个格点的有限 HAF团簇 ， 

其基态 EG一一 (O．51O 594 23+ lO-a)j，GSTSI~7 

而不是 LPTs值 1
，基态是 8重简并的，它们的磁量 

子数分别为 一± 1
， ±詈，±专，± 。由此可 

知 ，只有对 ≥ 的总 自旋 ，与之相应 的最低能 

量才遵循 LM 定理的排序方式。 

表 1 图 1(b)所示 HAF团簇的所有可能的 自旋图形 

Tab．1 All the possible spin configurations of the AF cluster defined by Fig．1(b) 

注：I >表示{ ( ))表象的第 i个基矢。其中Dirac符号中的箭头表示了从第 1到第 5个格点上 自旋 2分量。 

表 2 图 1(b)所示的格点系统的能量本征值 、相应总自旋 及其 z分量 

Tab．2 The eigenvalue E，the total spin S and its z-compo nent for each level of the cluster de- 

fined by Fig．1(b) 

上述计算结果表明，只有当总 白旋大于某个值 

时，有限团簇 的能级才按 LM 定理表述的方式排序 。 

为了使计算结果成为一般性的结论，需要作更深入 

的解析分析。我们注意到，文献[11]所使用的研究 

方法并不需要平移对称性 ，即这一方法可 以移植到 

有 限双组分 HAF系统 。我们按 通常的方式把有 限 

HAF系统划分成 A 和 B两个子系统 ，显然方程 (1) 

中的 和 分别属于不同的子系统。经过把其中一 

个子系统 的 自旋绕 2轴旋转 丌角的正则变换 ，应用 

变分法可 以得出 ：在每一 空间 ，最低 能量本征态 

的所有系数都是正的 ，因此 ，它们不可能是简并 的。 

要进一步确定这些态的总 自旋 ，需借助一个特殊 哈 

密顿量：H 一JS · ，这里S 一 ：． 。 ，S 一 

．  j。它 的能量本征值很容易求出 ，为 E ( )一 

{ ( + 1)一 ( + 1)一 ( + 1)}。若对 
厶 

H 执行 同样 的正则变换 ，可 以得出在 空 间，H 

的最低能量本征态 也一定是非简并 的。注意到 

和 属于同一 三空间的( ‘r)。的本征函数(这里 ‘r 

一 ∑ ， )，它们系数为正，意味不可以互相正 
交 ，因此 ，它们具有相 同的总 自旋。于是 ，可 以通过 

的 去推断出 的 。设 ≥ ，则 在 

一  

≤ ≤ + 范围内取值 。对于给定的 和 

，当 S 一 S 一 时，E ( )达到它的最小值 

E min一一 J(S + 1) 。 (6) 

Lieb和 Mattis仅讨论 了两 个子系统具有相 同 

格点数(ⅣA一 ⅣB)的情形[1]，得 出 GSTS取 O(也就 

是 LPTS)的结论。这个结果对于传统的无限双组分 

HAF 系统 是 正确 的。对 NA— Nn的双组 分 有 限 
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HAF团簇的情形也如此 。现在需要讨论 的是有限系 

统在 ⅣA≠ Ⅳe的情形 。 

以 Am 和 分别表示两个子系统中自旋值 

和 的最大可能取值， Am 一N ， 一N 。定义 

A三 I Am 一 I— IⅣ 一Ⅳ Is。如果 I 三I≥ 以， 

则在 三空间，当S 一 I 三I时，能量E 取最低值，同 

时 和 取它们的最大值。 的总自旋是 I 三I。H 

的 自旋空间旋转不变性使每个能级都是 2 + l重 

简并的，除了 < I 三I对应的能级外，每个能量本 

征值在 三空 间都有一个对应 的本征态 。当 ≥ 以 

时，E ( + 1)>Emi ( )，以Emi (I 三I)代表 三 

空间的最低能量本征值。当 I 三I> 以时，E ( 三+ 

1)> Emi (I 三I)。若 I 三I< 以，方程(6)表明，在 三 

空间，当S 一 Am 和S 一 时，E 达到它的最低 

值 ， 对应的的总 自旋是 以，因此 HAF的基态是 2以 

+ l重简并。由此 ，对 于具有任意几何外形的双组分 

HAF有 限团簇，可 以得 出下面的结论 ：① 它的 

GSTS总是 A— IⅣA一ⅣB Is，基态是 2以+ l重简 

并；② 如果 ≥ 以，能级仍然按以下方式 EM ( 

+ 1)>EM。 ( )排序；⑧ 当 I 三I≥以时，能级对于 

三以类似方式排序，即 

Emi (I 三I+ 1)> Emi (I 三I)。 (7) 

对 于NA—N 的双组分HAF系统 ，基态是 自旋 

单态( 一0)，而对 自旋为 1／2且满足 IⅣA一Ⅳ I 

— l的有 限 HAF(~fl：3× 3，5× 5，7× 7等 )团簇 ， 

GSTS是 1／2，且 基 态 是 二 重 简 并 的。这 些 都 是 

GSTS取 LPTS的例子。但是，如果有限双组分 HAF 

团簇满足 IⅣA一ⅣBI> l，GSTS总是高于 LPTS。 

其实 ，图 l(a)所示的 HAF团簇 ，它的两个子系统的 

格点数 Ⅳ 和 Ⅳe有相 当大的差别。对一个含有 m层 

格点的系统 ，格点的总数为 
卅  

N — l+ >：4i一 2m0+2m+ l， (8) 
f 

1 

并且有 INA一ⅣB I一2 +l。当格点自旋s一÷ 且 
厶 

m一2时，A— IⅣA一ⅣB I s一 ；m一3时，A— IⅣA 
厶 

，7 

一 ⅣB Is一÷。这些结果与严格对角化方法的数值计 
厶 

算结果是一致的。层数越多的系统 ，它的基态就有越 

高的总 自旋 ，同时简并度也越高。可以认为反铁磁相 

互作用导致的奈尔序是 GSTS高于 LPTS的根本原 

因。在经典奈尔序 的物理 图像下 ，若 图 l(a)中心格 

点 自旋 向上 ，那么第 l层格点的 自旋 向下，第 2层格 

点的 自旋 向上 ，第 3层格点 的 自旋 向下等 ，以此 类 

推。这 样 的排 列 方 式 自然 导 致 总 自旋 取 IⅣ 一 

ⅣeIs。量子 HAF有限团簇的基态 自旋仍然取 IⅣ 
一

ⅣeIs而不是 LPTS，说明维度的变化尽管引起量 

子涨落的增强 ，但并没有破坏奈尔序 。 

当系统GSTS为 IⅣA一Ⅳ Is时，对于 I 三I> 

0的每个简并态 ，向上和向下 自旋数 目是不 同的。源 

于 自旋反转 的量子涨落 ，对 于基态 简并现象的出现 

起了重要作用。显然，在 三> l的情形，由于 l以，Sz~> 

态 比 I以， 三一 l>态可 以更好地 保持反铁磁 关联 ， 

Ising反铁磁关联能(以， 三I ∑ ；IA， 三>比 

(以， 三一l I ：⋯、 ；I以， 三一l>低，但由于在 

I以， 三一 l>态中自旋向上与向下数 目之差比 I以， 

三>态中的小，所以态 I以， 三一 l>中源于自旋反转 

的 量 子 涨 落 (以， 三 一 l IJ／z ，、(s+s7 + 

srs+)I以， 三一 l>产生的能量损失将大于态 I以， 

三>中的(以， 三IJ／Z∑(f． (S+S7+srs+I以， 三>。 
这两种因素导致的能量变化由于 H 的 自旋空 间旋 

转 不变性而恰好可以完全抵消。另外 ，一般 ，2以+ l 

重简并态有相 同能量 ，并不意 味着 不同 并态 的键 

能(bond energy)( l搠I · I l搠>与 ( I · 

JI >相等，而仅要求如下等式 ( IJ ，· 

JI >一 ( IJ 。·SsI >成立。我们采用 

严格对角化方法分别计算了含有 l3个格点和 25个 

格点有 限系统 中所有键能的期望值 ，发现系统基态 

的简并是细致 的，即对 于任意的一对 和 ，当m， 

一 土 以，土 (以一 1)时，总有( I · ，I >一 

( I · J I >。这一结论可以直接从 · ，的旋 

转不变性 得 到解 释。并 且这 种结 论提 供 了一 种从 

Ising反铁磁关联计算 自旋反 转量子涨落 的有效方 

法。 

增加新层扩展 系统的尺寸(参见图 l(a))，可以 

使之更接近真实的宏观物理 系统。尽管层数 m趋 于 

无 穷 大 时，系统 的基 态将 是高 度 简并 的(2m + 2 

重)，但这并不意味着这样的宏观热力学磁性系统存 

在非零 的零温熵[1 。因为在热力 学极限下 ，将 出现 

自旋对称性的 自发破缺 ，从而基态的简并得以解除。 

GSTS可 以取高于系统 LPTS的事实，可能导致 

低能激发态会产 生新 的性 质。比如 ，l3个格点 系统 

的第一激发态的总 自旋并不是 1／z而是 3／z，可 以认 

为第一激发态是在基态背景上激发一个等效的自旋 

三重态 。第一激发态也不取 LPTS的事实，可能会影 

响到系统的低温性质。另外 ，基态的简并可能会导致 

2D和 3D有限 HAF系统磁性质出现一些有意义的 
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The total spin of the finite Heisenberg antiferromagnet cluster 

GU0 Ping，LIU Yong-jun，SHI Xiao-yan 
(Department of Physics，Northwest University，Xi an 710069，China) 

Abstract：For clusters of 13 and 25 sites with the special shape，the numerical results by using the exact di— 

agonalization based on Lanczos technique show that their GS are respectively 6-fold and 8-fold degeneracy 

(the GS of m'acroscopic antiferromagnet is singlet)．So for finite bipartite HAF，the GSTS is related to its 

shape．It is possible that the GS takes much higher value of TS than the lowest one，thus the GS is higher 

degenerate．M oreover，Lieb and M attis s approaches are extended to finite systems．The effect of the 

ground—state degeneracy on the spin status and physical properties are investigated． 

Key words：finite bipartite HAF cluster；ground—state total spin；the lowest possible total spin；Lieb and 

Mattis s theorem ；degeneracy 
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