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一 个类似于 Dedekind和的四次均值公式 
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摘要 ：利用 Dedekind和的性质 ，Dirichlet L一函数的性 质以及解析方法研 究一个类似 于 Dedekind和 

的四次均值 ，给 出了一 个较精确的渐进公式。 
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对 给 定 的 正 整 数 k，且 (̂ ，k)一 1，定 义 

Dedekind和如下 
 ̂ ． 

，五)一 ((詈))((警))' 

一 一 ⋯  f —Ex]一告， 不是整数， 其中(( ))
一 l 2 ．⋯ 一一 
Lo， z是整数 。 

关于 Dedekind和的性质 ，许多学者作了广泛 的 

研究 ，或许 Dedekind和最重要的性质是其互反公式 

s(h，k)+ s(k，h)一 h。+ k。+ 1 1 

其中(̂，五)一 1，h> 0，k>0。利用文献Ell的符号，笔 

者引入两个类似于Dedekind和5 (c， )与5。(c， )如下 

5 (c， )一∑(一1) 孑 ((号))， 
这里 c是偶数 ，d> 0为奇数 。 

)一∑(一 (( ))((譬))' 
这里 c是偶数 。 

5l(c， )和 52(f， )满 足混合互反公式 ] 

s (c， )+sz( ，c)一号一 1( 1 + )。 
这 里c> 0是偶数，d> 0为奇数 ，(c， )一 1。52( ，c) 

的性质与Dedekind和的性质非常类似 ，是由Gandhi 

首先引入的，并且研究 了它 的一些算 术性质[2]。文献 

[3]研究了5 (c， )的二次均值估计问题，并给出了 
一 个较精确的渐进公式 

⋯(2k 一 c + 1+ ∑ l5 ， )l。一 Ⅱ(1+ + 
 ̂ l ．0 ¨ J r 

(̂ ．d)= l ⋯ 一 

1)一 E(1+ 1)。一 1 ]+0( exp(
I

4

n

1

I

n

n

d ))
。 

其中：d>2为奇数；Ⅱ 表示对d的所有满足P。Id， 
P。0d 

P抖 ld的素因子P求积；exp(y)一 ； ( )是Euler 

函数。 

本文将研究 5 (f，户)的四次均值性质，而且 给出 

了计算所有偶 数次均值 的方 法。具体地说 就是证明 

了下面 的定理 。 

定理 1 设 P为奇素数 ， 表示模 P的任一偶 

特征 ，则有渐进公式 

∑ (口)l5 (2a，户)l‘一 

15 L．i12．J。( )4(16一 (2)) + 

O(p3exp(丽61n p))
。 

其中 (s)是Riemann—Zeta函数，L(s， )是Dirichlet 

一 函数 。 

推论 1 设 P为奇素数，则有渐进公式 
‘ 心 

， t一 c ∑
a= l 

It,(2口，p)l‘。 户‘+O(p3exp( ))0 

1 几个引理 

引理 1 设 c> 0是偶数 ，d> 0为奇数 ，则有 

c， )一2s(c， )一如(号， )。 
证 明 参阅文献[3]。 
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引理 2 设奇数 q≥ 3， 表示模 q的任一偶特 

征，定义r(扎)一∑ ( )，则有 

一r(a)r(2a)一 Jr( n)]z
， 

其中∑ 表示对所有与g互素的正整数求和。 

证 明 由数学归纳法有 

r(2 z)一∑ (2)r(z)， 

其中 m ≥ 0，1≥ 1为奇数 。于是 ，有 

r(口)r(2a) 
’ ——--———————————一 ：=  

d

Z
：

_ a

l 
a 

± ±：：：± ． 
名 4 

(1+ (2)+ ⋯ + (2)) 

—— — — — ■ — — —一 ’ 

一  

』

Z
：

． a

l 
l 

(1t )=1 

± ± ：：：± ． 
4 

(1+ (2)+ ⋯ + ¨ (2)) 

4辨 

(妻 # 型 · 
± ±：：：± 、一 ． 

4辨 

． 丁Ir(／)1 2一扣 (2)+1)
n = l

丁
Ir(n)1 2

。 

引理 3 设奇数 g≥ 3， 表示模 g的任一偶特 

征，定义r(n)= ∑ ( )，则有 
d／n 

∑ (2)IL(1， )I 『L(1， t)I 一 
nod口 

Z(一 1)一 一 1 

(_l(2)+1)耋丁]r(n)l 2+ 
0( eXp( 

其中 ∑ 表示对模g的所有奇特征求和。 
一  

证 明 对参数 Ⅳ ≥ d，利用 Abel恒等式 ，有 

L(1， (1’ )一
n

妻
= l

塑  一 

∑ 1≤̂
≤Ⅳ 一 

+ 

这里A(y， )一 ∑ (，1)r(，1)。注意到分拆恒等式 

A(y， )一∑ ( )∑X(m)X ( )+ 
≤ { 辨≤ 

∑X(m)X ( )∑ ( )一 
≤ { 

∑ X(m)X ( )∑ (，2)一 
辨≤ 向 ^≤ Ⅳi1 

∑X(m) ( )∑ ( )+ 
辨≤Ⅳ告 ≤ 

∑ (，z)∑X(n)X ( )一 
≤ Ⅳ{ ≤Ⅳi1 

∑ ( ) ( )∑X(n)X ( )。 
≤ { ≤ { 

利 用柯西不等式及特征和的估计 ，有 

∑『 
z≠ 

∑ (，z)I z一 
Ⅳ≤ ≤Ⅳ+口 

∑I ∑ (，z)I = 
z≠ ≤  ≤ f̂≤ Ⅳ + 

(g) ∑ (g)一 

I ∑ xo( )I z≤ ， 
Ⅳ ≤^≤^f≤ f̂+ q ‘ 

于是 ，有 

∑ IA(y， )I z《 
口 

Z(一 1)暑 一 1 

∑ ∑ l∑X(m)X ( )l + 
≤ {z(--抛曲1)=一l ≤ 

∑ ∑ I∑ ( )I + 
≤ {z( ： 一l ≤ 

∑ ∑ I∑ X(m)X ( )l + 
≤N{ ( m； 一1 M 

∑ ∑ I∑ ( )I + 
肌≤Ⅳi1 

z( 一 l 

≤ 辨 

∑ I∑ ( )I I∑X(n)X ( )I + 
z(． 一l ≤Ni1 ≤N告 

I I∑X(n)X ( )I + 
≤ Ⅳ} 

∑ I∑ ( )I I∑X(n)X ( )I 《 
z( 一l ≤ ≤ { 

(g)。 

于是 ，利用柯西不等式有 

互 )I I≤ 

蚤 - I一 

胍 ‘互 II A Z])dyd 《 

∑ 

∑ 
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( 1‘互 ~／2dy 。 
注意到当(ab，g)一 1时，有 

㈤_( 1 (g)， l~b(q 如果 口三bmodq， )，如果 口三一bmodq， 
其他 。 

2有 

)I I 一 
1≤ n≤ Ⅳ 一 

号 )_ 一 。 1≤d．6≤ Ⅳ u 

2 

吉 Ⅳ 一 1≤
d．6≤ Ⅳ 一 

丢 + 1≤
d≤ Ⅳ 

Ⅳ 

r(a)r(1g+ 2aO )、 ‘Qb( 
q)E

⋯  

)+
1 t1 I d一 1 = “ 、 厶“ ， 

㈤  + 

N／q]

r(口)r(幻 一 2a)、OQb( q) )
一

1 d= 1 ≥ + a／q 一 、—1 ⋯  

丢 + 1≤d≤ o。 厶“ 

o( eXp( 

(_1(2)+1)
n

妻
= l 

Ir(n) 

o( eXp(瓣21nN
n n1

))o 
口 一 l l 

这里 r(n)是除数 函数且 

r(n)≤ r(n)《 exp( — )。 

注意到 

∑ )( )( 《
~,mod q 1≤  ≤ N 一 

Ⅳ ‘ ，2)1)d 《 g) ， 

取 N — q。，由以上所得就证明了引理 3。 

同理 ，还有 

∑ IL(1， )l z IL， l z— 
r( 一 】 

2 A耋．／ +o( q eXp( ))． n：1 n 。 、 、lnlng 
∑ (2)IL(2， )l IL(2， )I 一 

( )+ 1) 

引理 4 设整数 k≥ 3，则有 

一  

1 丽d2 Z(h)IL(1
， 。 

证明参阅文献[4]。 

引理 5 设 P为奇素数 ， 和 表示模 P的偶特 

征，则有渐进公式 

㈤  )一 面pZ( (2)+ 1)． 

耋 +O(p唧 一+ eXp( ))a 
证 明 由引理 4有 

∑ (a)s(2a，p)s(a，户)一 

∑ ∑ ‘p∑--1)
lr4 (户一1) 鲁 

l"1(一 1) 一 1 2( 1) 一1 

p(口) (2a) 2(口)lL(1， )l lL(1， 2l 。 

由特征和的正交性有 

2 p(口) (口) z(口)一寺 p(口) (口) (口)一 、 l —1 

J寺 (户)， 如果 z—z1 p， 
、 

【0， 其他 。 

于是 ， (2 )一 ‘ 

lL(1， )l lL(1， l 一 

p2 ⋯  + 

eXp( ))o 

引理 6 设 P为奇素数 ， 和 表示模 P的偶特 

征 ，则有渐进公式 

l S1(2a，户)l 一 

(4 (2))(p／12)。 + 

O(peXp( ))a 。 

证 明 由引理 1和引理 5有 

∑ 

r  

∑ 口 

～∑一 
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∑ 训 2 )．1。一 

4∑ (a)Is(2a， )一2s(a， )]。一 

4[ (2)一4詈( (2)+1)+4]· 

O(pexp(丽61n p)) 

I∑Zp(d)I。 
∑ 
-I 1 ’ 

由恒等式 

∑ 
-重 1 

l∑Zp(d)l。 
／ 

·————-———————-—————·一 ：：  

2 

+ 

驯 。弩。 
2 定理的证明 

∑ Zp(a)ISl(2a，户)l‘一 

4 ∑ ( ji(口)ISl(2a， )l。)· 2 (户)
x mo

—

dp 

Z _
1

J ^ “ ’ 。 

(p--1)lZ 

(∑ ZZp(a)ISl(2a，户)I s)一 
4搴 1 

南 ‘南 · 
∑ [16+ (2)一4 (2) (2)一 (2)]。 

z( 1 

I (2， )I。IL(2，ZZp)I s+O(p％xp( ln lnp))一 

15 L．i12 J．。(
1

Lz)4(16一 Zp(2)) + 

O(p％xp( 61np))
。 

于是 ，完成了定理 的证明。取 Xp为模 P的主特征 ，即 

可得到推论 。 ‘ 

运 用 同样 的方 法 ，还 可 以得 到 以下 渐 近公 式 
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A sum analogous to Dedeklnd sums and its 4一th man value formula 

CHEN Xiao-feng，W ANG Yu-min，ZHANG Wen-peng 

(1．National Key Lab of ISN，Xidian University,Xi an 710071,ChinaI2．Department of Mathematics，Northwest University， 

Xi an 710069。China) 

Abstract：A sum analogous to Dedekind sums and its 4-th man value is studied by using properties of 

Dedekind sums，the estimation for character sums and analytic methods and a sharper asymptotic formula 

are given． 

Key words：Dedekind sums；asymptotic formula●dirichlet L—functons 
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