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摘要：探讨 了经典 Catalan数在 东、西方发现的年代和历史，特 别介绍 了中国清代数 学家明安图 

(16927—17637)在 17世纪 30年代对 Catalan数的首创性工作和应用。列出30种 Ca．talan数的有 

关公式 、组 合模型或应 用 实例 ，并简要 阐明其组合 意义 。 
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Catalan数 ：1，1，2，5，14，42，132，⋯是组合数学 

中应用广 泛 的重要 计数 函数 ，本文记 作 C 。比利 时 

数学 家 E．C．Catalan(1814— 1894)，在 1838年发 表 

的一篇论 文[1 中讨论 了尔后所 称 的 Catalan问题 ：，z 

个 不 同因子 间连续 作乘法 ，如何确 定不 同的求积 方 

法数?他获得 Catalan数 的计数 公式 ： 

1 ／2，z ＼ 

C 一— l I， (，z≥0)。 (1) 
1_1＼咒 J 

它表示算术 三角形“中垂线”上的数递次 除以 自然数 

后所得 的数列 。 

现代组合学对 Catalan数 的深入研究，发现了 

许多具有 组合意 义 的应用 实例 ，有 人估计 不少 于 50 

种。它们散见于各种文献之中，网上查询，有人列出 

16种L2j，颇 为有趣 的是令 人 联想 到 能否 不 断 补 充 ， 

使之臻于完备。 

其 中，特别是 许 多西 方数学 家不 了解 中国历史 

上对 Catalan数的研究成果，清代数学家明安图(约 

16927--17637)是 Catalan数 的 首 创 者C33，现 在 已 

逐步被 国内外 数学界承认[4 ]。明安 图之后 ，还有几 

位清 代数学 家 对此 也有研 究 ，均在 1838年之 前 ，大 

多鲜 为人 知 。囿于所见 ，本文在有 限的范围 内搜集相 

关材料 ，重点 在介 绍和 阐明中国数学家 的成果 ，共获 

得 与 Catalan数 有关 的公 式 、组合 模 型 和应 用实 例 

3O种 。当然 ，这还是 不够 的 ，也可能有理 解或翻译方 

面 的不足 ，还需要 感兴 趣 的学者 给予 指导 和进一 步 

补 充 。 

1 经典 Catalan数 的产生 

1．1 Newton二项 式定理 

(1+ 一∑(f 2 1 一 K 0＼意 ／ 

1+ 与i c z ，水 。 (2) 
当指数 a一1／2时 ，Newton二项 式 定理展 开式 必然 

可 以表 示成 Catalan数 作 系数 的幂 级 数 (推 导过 程 

从 略)。但 是 ，Newton并没有把 系数写成 Catalan数 

的形式 。 

1．2 明安图是 Catalan数的首创者 

最早发现 Catalan数的是我国清代数学家明安 

图。17世纪 30年代他在研究无穷级数时得到该数 

的 3种算法 ，并 多次将 它应用 于运算。之 中。其中 ，两 

种算法 公式是现今组合 数学书籍 、论文 中都未 知的 。 

他 的有 关成 果详 载 于遗著《割圆密 率捷 法 》 中 ，由 

后人 整理 出版[7]。 

Catalan数 的卷积型递推 公式 

C 一∑c Ck， (，z≥2)。 (3) ‘
k。。
=

— 。

l 

‘

明 安 图在 计 算无 穷 级 数 时 首先 发 现 了这 一 规 

律 ，并在计算 中两次运 用 。 

明安 图一项重 要 的工 作是 获得 了 Catalan数 的 

组 合递推公式 
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c川一 c c( ：Cn--k c ≥2 。 
(3) 

初 始条件 是 C 一 1，C 一 1。此式 为世界 首创 ， 

区别 于西方在历 史上 和现代求 Catalan数 的所有 方 

法 。除 了他 的算 法之外 ，迄今 没有现代 的证 明。式 (3) 

当 ≤ 5时有 C ： C1— 1， 

C3： 2C2— 2， 

C 

C 

C 

c。一f 

ct—f 

C 一l 
I 

C2= 5， 

C3— 14， 

c 1 c。一42。 ＼ ／ 

明安 图在 研 究无 穷 级数 展 开式 过 程 中多 次 用 到式 

(3)，说明 C + 可表为它前边若干项与算术三角形 

中第 条斜线上若 干组合数乘积 的代数和 。 

明 安 图建立 了 3个几何模 型 ，通 过较复 杂的几 

何 、代 数 、级 数运算 [8 (过 程从 略 )，从其 中两个 获得 

式(3)，一个获得式 (5)，(6)。后者 是从 原文 中经抽象 

建起 的一个奇特 的计数结构 。 

设 ： (1)，M2： (O，1)；以下 的算法步骤为 

M3一 (2 1+M2)M2一[2(1)+ (O，1)](O，1)= 

．  (2，1)(O，1)： (0，0，2，1)， 

M。一 F2(M1+ M )+ M ]M 一 

(2，2，2，1)(O，0，2，1)一 (O，0，0，4，6，6，4，1)， 

Ms— F2(Ma+ M2+ M。)+ ] ： (O，0，0，0， 

8，20，40，68，94，114，116，94，6O，28，8，1)。 

^一 1 

+1= (2 + ) (4) 
． 

西  
^ 

MC 一 ： 一 
函  

(1，1，2，5，14，42，132，⋯ ，C )。 (5) 

这种算法相当于建立了一种生成函数，英国数学家 

P．J．Larcombe给 出一个 现代证 明[9]。 

明安 图应 用 中 国传 统数 学方 法 —— 割 圆连 比 

例法得 到二倍 角正弦 的无 穷级数展开式 ： 

sin 2a：2 sina一 ：c sin 计 a／4 。 (6) 
^工 1 

它 的系数是 Catalan数 [3]。式 (6)为世界数学史 上首 

创 ，其 正确性可 由二项 式定理得 到证 明 。他进 而研究 

了四倍 角正 弦的无 穷级 数展 开式 ，它的 系数 同样可 

表示 为 Catalan数 的函数 ： 

sin 4a一 4 sin口一 10 sin。口+ 

：(16C 一2C计1)sin2n+3~。 (7) 
一̂ 1 

Larcombe已把上述结果 推广到 2ha的情况[1。。。 

1．3 L．Euler(1707一l783)的创造性工作 

用 一 1条不相交 的对角线将一个 凸 + 2边 

形分 割为 个 三角形 的方法数 为 C 。由于此例在 几 

何或组合数学 中经常遇到，具有典型性 ，这个结果曾 

多次被发 现 。当Catalan数成 为组合数学家关 注的课 

题 时，人 们 才 从 Euler的 著 作 中 得 知，他 在 

1758— 1759年的一篇论 文 中早 已提 出这个 问题 ，并 

予 以解决 。在西 方为首创 ，要 比 Catalan早 80年。 

1．4 清代数学家董祜诚(1791— 1823)的工作 

董 事占诚 受 明安 图 的影 响 ，在《害l圆 连 比例法 图 

解 》中获得L11] 

sin 口一 sin口 一 sin3口+ 

巫 二 二盟  ins口⋯ ． 
5 1 ⋯ ‘一 

(8) 

当 m 一 2时 ，式(9)就成 为式(7)，比较 它们 的系数 ， 

知有 

C1— 1， 

，1 2 一 
(2n + 1)! ●． = ● 

Ⅱ (2 +1)(2k一3)，(n≥2)， (9) 

C1— 1， 

C 一 2C 一 1(2一 o )，( ≥ 2)。 (10) 

1．5 E．C．Catalan的工作 

上 已述及 ，Catalan于 1838年提 出并解 决了 个 

不 同的 因子 问连 续作 乘法 时不 同 的方法数 为 C 的 

问题 ，他 同时获得 了式(1)，(3)。虽 然 ，他不 是最早的 

发现者 ，但他 的工作 产生 了较大 的影响 ，引起 数学家 

的注意 ，也 丰富了组合数学 的内容 。 

1．6 J．Blnet的生成 函数 

专一专 r==- 一
n = l 
c (I I<{)。(11) 

展 开式 可 以用 Newton二项 式定 理得 到证 明。其 中 

的系数是 Catalan数 。 

2 Catalan数 的组合意义 

经典 Catalan数 具 有许 多 组 合应 用 背 景 ，除 了 

以上所 引几何 、代数 、三角 学 问题外 ，不 少是 组合学 

或图论问题的实例。我们依据文献F23，查阅若干相 
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关 著作 ，又补充若干新 例 ，得 到以下 20种 ，有的具有 

典 型性 ，有 的 可以看 作组 合模 型 ，有 的形式有 别 ，实 

质相 同。 

1)不 同构 的有 条边 的种植 树 (planted tree) 

的棵数 是 Catalan数 C [1引。 

2)有 片树叶 的有 序三度根 树 的个数 是 Cata— 

lan数 C．_1 E1‘。。 

3) 个顶 点的不 同二元树 的个数是 Catalan数 

C 。二元树的定义：空集或一组有限个顶点，满足：① 

有一个特定的点称作“根点”；② 去掉这个根点后， 

余 下 的 顶 点 组 成 两 支 子 二 元 树 ：左 子 树 与 右 子 

树 [̈]。 

4)从 点(0，0)到点 ( +1， + 1)，除端 点外与对 

角线 不 相 交 的 (在 对 角 线 一 侧 的)非 降 路 径 数 是 

Catalan数 C [H]。 

5)循环序列 满 足递 推关 系 ：C。一1，( +2)C 

一 (4n+2)C ，( ≥0)，C 是 Catalan数[2]。由此可知 

Co一1，C 一(4一 )C 一l，即式 (11)。 

6)2 个均 匀分布在一个 圆周上 ，用 条 不相交 

的弦将这 2 个点配成 竹对 ，则 不 同的配对 方式数是 

式 (1)[ ]。 ， 

7)序 列 (zl，z2，⋯ ，z2 )，其 中 zf一 + 1或 一1， 

( = 1，2，⋯ ⋯ ，2n) 

满足条件j _ ⋯ 孔≥0，对每个k----l, l
zl+ z2+ ⋯ + 一 0 

2，⋯ ，2 一 1，2 ，则 满 足 上 述 条 件 的 数 是 Catalan 

数[ ]。 

8) 个 1和 个 0组成 一 2 位 的二进制数 ，要 

求从左到右扫描 ，1的累计数不小于 0的累计数，满 

足这一条件 的 2 位 的二进制数 的个 数是[1 。 

9)在两 个候 选人 A 和 B的投 票 选举 中，共 有 

2，z个 人 投 票 ，最 终结 果 是 支持 A 和 B票 数 都 是 

票 。在开票过程 中始终 使 A 的票数不少 于 B的票数 

的投票方案数 是 Catalan数 C [1 。 

10)有 2 个人在 剧院票房 门前准 备买票入场 。 

每 张票 价 是 50美 分 ，而且 此 时 票 房售 票 员 没有 零 

钱 。这 2 个人恰好有 个人 有 50美 分的钱 ，其余 

个人只有 1美元 的钱 。如果 在任何 时候 售票员都能 

找 开 零 钱 的 2 个 人 的 排 列 方 法 数 是 Catalan数 

C [ 。 

11)有 2 个 高低 不 同 的人 ，排成 两行 ，使得 第 
一

排 个 人 都 比第 二 排 个 人 高 的排 列 方 法数 是 

Catalan数 C ["]。 

12)设 是 个 正 整数 口。，口。，⋯ ，口 (可 以 为 

零 )不 同排 列 的集 合数 ，且 口。，口。，⋯ ，口 满 足下列条 

件：① 口l+口2+⋯+口 一 ，② 口l+口2+⋯+口I≥五 

(对任意 的 五< )，则 是 Catalan数[1 。 

13)设 口。，口 ，⋯ ，口 为整数 ，且满足下列条件 ： 

① 1≤口1≤口2≤⋯≤口 ；② 口l≤1， 口2≤2，⋯，口 ≤ 

， 则 口。，口。，⋯，口 满 足上述条 件的序列的个数是 

Catalan数[ ]。 

14)设 口l，口2，⋯ ，口 与 bl，b2，⋯ ，b 是 两个完 全 

不 同的序列 ，则把这 两个 序列 融合在 一起 组成一个 

新 的序 列 ，使得后 一个序 列与前 一个 序列 相对应 的 

数 始 终 排 在 前 一 个 序 列 数 后 面 的 排 列 的 个 数 是 

Catalan数[ ]。 

15)设 口l，口2，⋯ ，口 与 bl，b2，⋯ ，b 是 两个完 全 

不 同的序列 ，则把 这两个 序列 融合在 一起 组成一个 

新的序列 。一个逆 序是指 口 排 在 b 的后 面( 一1，2， 

⋯ ， )，则这两个 序列融合在一起恰有 五个 逆序 的排 

列数是 Catalan数[1引。 

16)设 在 E： {e。， ，⋯ ，e )上定 义 了一种非 结 

合 、非 交换 的乘 法运 算 ，则 由 的全体 元 素作成 的 

乘 积 的方 法数 U 一l一 !C 一l，其 中 C 一l为 Catlan 

数 。 

． 17)有 2 个人 围着 圆桌就坐 ，手臂不 相交 的握 

手 的方法数 是 Catalan数 C [2]。 

18)有一个 凸的(2 一2)角形 。， 2，⋯ ， 2 一 ， 

将它们成对 连接 ，并 使得连接的线段在 (2 一2)角形 

内不相交 的方法数是 Catalan数 C 一l[2 。 

19)由 个 1， 个 0组成 到 2，l位二进制数 ，要 

求从左向右扫描前 2 一1，位数为 1的累计数大于 0 

的累计数 ，则满 足 这样 条 件 的数 的个数 Catalan数 

C 一l[16]
。  

20)竹个数 相乘 ，不改变它 们 的位置 ，只用 括号 

表 示不 同的相乘顺 序 ，则构 成不 同 的乘 积 的方 法数 

Catalan数 C 一l[ ]。 

Catalan数不仅结 构独特 ，而且 有着十分广泛 的 

组 合意义和应用 ，可以 同斐波那契数 相媲美 。本文 总 

结 、列举 了几个 实例 。这一 有重要意义 的计数 函数乃 

是 由 中国清代数 学家 明安 图首创 ，以后外 国数 学 家 

是 对明安 图成果 研究 的继续 ，但 却未称 它 为明安 图 

数 。数学史 界近年来明确 为明安 图首创 ，这样 的缺憾 

并非 仅此 一例 。数 家史家有必要进 行这类 研究 ，还历 

史 以本来 面貌 。 
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Combinatorical background of classical Catalan numbers 

LIU Qin—ying 

(Research Center for the History of M athematics and Science，Northwest University，Xi an 710069，China) 

Abstract：The history of Catalan numbers in the East and W est is showed．Especially，the earliest applica— 

tion of Catalan numbers by Antu Ming(16927 — 17637)，a famous mathematician in Qing Dynasty，is intro- 

duced．30 faormula，combinatorial models concerning C：atalan numbers are listed and their combinatorial 

meaning are briefly presented． 
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