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摘要：从驱动系统全局渐近稳定定理给 出两点改进：① 将从动子系统输入到状态稳定的条件减弱 

为积分输入到状态稳定，这部分讨论 中零状态可检测概念起着关键作用；② 将输入到状态稳定条 

件跟小增益条件结合，给出系统形式复杂于从驱动系统时的稳定结果。 
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以输入到状态稳定原理为基础发展的从驱动系 

统 全局渐近稳定定理n (本文简称三角 引理 )，在 级 

联系统镇定 中发挥着 重要作用 ，但 三角引理并非万 

能，很多时候需要结合无源设计方法，需要结合小增 

益原理 。本文的 目的在于 ，运用无源设计中的零状态 

可检测概念 ，运用小增益条件改进三角引理 ，使之成 

为一种强力镇定设计工具 。 

1 准 备 

1．1 有关 ISS和 ilSS 

首 先说 明几类 函数。连续 函数 y：R≥。一 R≥。， 

’，(O)一 0，称为 K 函数 ，如果它严格单增 ；K 函数 ’， 

称为 K。。函数 ，如果 s— o。时，y(s)一 o。；连续函数 

：R≥。× R≥。一 R≥。称 为 K 函数 ，如果 固定 t，则 

(s，￡)为 K 函数 ，固定 s，则 (s，f)随 t单 调减 ，且 

(s，∞ )= 0。 

考查一般非线性系统 

— f(z， )， 

z∈R ， ∈ R ，f(0，O)= 0。 (1) 

定 义 1[1 系 统 (1)称 为 输 入 ，到 状 态 稳 定 

(ISS)，如果存在函数 ∈K ，y∈K，使得系统的解 

x(t， ； )对所有 t≥ 0， ∈ R 和 ，有 

Ix(t， ； )I≤ (I I，￡)+y(1l (￡)l1)， 

其中 II ( )ll— sup I (s)I，1．I表示欧氏范数。 

定义 2[2] 系统 (1)称为积分输入到状态稳定 

(iISS)，如果存在函数 ∈K ，y ， ∈K，使得系统 

的解 x(t， ； )对所有 t≥ 0， ∈R 和 ，有 

Ix(t， ；“)I≤ (I I，￡)+y (I (I (s)I)ds)。 
J 0 

iISS就稳 定鲁棒性 而言 比 ISS要 弱，具 体区别 

参见文献E2]。 

除非特别说明 ，下文中能量函数总是指 C 正定 

径 向无界 函数。函数 正定是指对所有 z有 (z)≥ 

0，且V(z)一O铮z一0，径向无界指V(z)一o。(1Xl 

oo)。 

引理 1[3] 系统(1)ISS当且仅当存在能量 函数 

和 K。。函数 p，对所有 z≠ 0，有 

Ix I≥ lD(1u I) 厂(z， )< 0。 

引理 2[2] 如果下面任意一个条件成立 ，其中 

V(z)为能量 函数，则式 (1)为 iISS。 

1)式(1)关于某个输 出 h(z)和连续正定函数 

a 和 K 函数 a。满足耗散不等式 ： 

V z ∈ R ， ∈ R ， 

Ls(⋯) (z)≤一al(Ih(z)I)+口2(I I)， 

且状 态输 出 系统 — f(x，0)，Y— h(z)为 ZSD。 

ZSD见后面的定义。 

2)式(1)满足耗散不等式 ： 

V z ∈ R ，z‘∈ R ，j口 ∈ K，Ls( V(z)≤ 

口(I I)且 ：f(z，0)GAS。 
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三角引理r 考查从驱动系统 

— f(x， )， = g( )， 

f(o，0)= 0，g(0)一 0，z∈ R ，y∈ R ， (2) 

如果从动子系统 — f(x， )关于 Y ISS，驱动 

子系统 夕一 g( )全局渐近稳定 ，那 么系统(2)全局 

渐近稳定 。 

1．2 零状态可检测概念与无源设计 

考查光滑仿射系统 

= ／ (z)+ g(x)u，y一 |ll(z)， 

z∈R ，乱，Y∈ R ，f(O)一 0，h(0)一 0。 (3) 

定义 3r‘ 称系统(3)零状态可检测(ZSD)，如 

果 

V z0∈ R ，V t> 0， 

h(z(f；zo))一 O limx(t；zo)一 0， 
f—- ∞  

其中 z— x(t；zo)为 三 0时系统 (3)的解 ，zo为初 

始条件 。 

假设 1 LsV(z)≤ 0，V z∈R ；状态输出系统 

一 厂(z)，Y一 (L (z)) ZSD。其 中 (z)为能量函 

数。 

由仿射系统 KYP引理r ，假设 1意味着系统 

一 厂(z)+ g(x)u，Y： (L (z)) (4) 

为 ZSD无源系统 。 

引 理 3r‘ 如 果 假 设 1成 立 ，则 一一 

r(L V(z)) ，r> 0镇定系统(4)，即系统 一 厂(z) 

一 rg(x)(L (z)) 全局渐近稳定。 

引理 3说明，零状态可检测的无源仿射系统，可 

以通过输出负反馈进行镇 定。其实 ，在引理 3的条件 

下，输 出负反馈还 可以使闭环具有积分输入到状态 

稳定性(iISS)。 

引理 4 假设 1成立，则 一一 r(L )) ，r 

> 0，为系统 (4)的 iISS镇定控制器。 

证 明 求 沿 = 厂(z)+ g )[一 

r(L V(z)) + ]的解的时间微分有 

一 LsV(z)一 rILg (z)I。+ LgV(x)v≤ 
一  。 

一 r IL (z)I。+专IL (z)I。+÷I I。一 
一  。 

一  IL (z)I。+ I I。 

由引理 2知结论 正确 。 

2 主要结果 

2．1 三角弓l理的改进之一 

以系统 (2)为考查对象 ，基 于 iISS概念改进 三 

角引理。 

假 设 2 从动子系统 一f(x， )关于某个输出 

h(z)和连续正定函数a 和K函数a：满足：V z∈R ， 

Y∈R ，Ls( U( )≤一 a (I|ll(z)I)+a2(Iy I)，且 

系统 一 f(x，0)，y—h(z)ZSD。其中U(z)为能量 

函数，下同。 

假设 3 从动子系统 一 f(x， )满足耗散不 

等式 ： 

V z ∈ R ，Y ∈ R ， 

了 ∈ K，Ls( )U(z)≤ (Iy I)， 

且 一 f( ，0)GAS。 

定 理 1 如 果 假 设 2或 假 设 3成 立 ， 一 

g(y)GAS， — f(x， )的 解 全 局 有 界，则 系 统 

(2)GAS。 

证 明 假设 3成立时的证明参见文献[5， 

theroem3；假设 2成立时，注意到(z， )一 ( ，0)属 

于系统的不变集，因此在不变集中有估计式 ≤一 

a (I|ll(z)I)，然后 由 ZSD假设知结论得证 。 

定理 l用更简明的方式表达即为 ：一个 iISS系 

统 ，如果其解全局有界且扰动动态渐近收敛 ，则复合 

系统 GAS 

下面通过典型例子说明上述结论一定程度地改 

进了三角引理 。 

考查级联系统 

— f0(z)+厂1(z，y)y， 

夕一 厂( )，z∈R ，Y∈ R ， ． (5) 

假设 4．1 存 在能量 函数 U，使得对所有 z∈ 

R ；L ( )U(z)≤ 一 P( )≤ 0；存在能量 函数 ，使 

得对所有 Y≠ 0，Ls( ( )≤一 Q( )< 0。 

假 设 4．2 状 态 输 出 系 统 一 厂0( )，y ： 

P(z)ZSD。 

假设 4．3 存在连续正函数 和ID， L {E0， 

+ o。))， L ([0，+∞))，使得 

L ( U(z)≤ ( ( ))Q( )[1+』D(U(z))]。 

系统 (5)满足假设 4．1～ 4．3并不能充分地证 

明 z子系统关于 y ISS，但 显然可 以证 明关 于 y为 

iISS，只需验证假设 3满足。事实上 ，t— f0 )显然 

GAS，而且，由于 L ([0，+ ∞))，[1+ 

』D(【，(z))]必然全局有界，不妨设[1+』D(U(z))]≤ 

，于是可得到耗散不等式 ： 

V z∈ R ，Y ∈ R ， ≤ 一 P(z)+ ( ( )) 

Q( )≤ M ( ( ))Q( )：一 (Iy I)， ∈ K。 
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定 理 2 

(5)GAS。 

证 明 

局有界，以 

如果 假设 4．1～ 4．3成 立 ，则 系统 

根据定理 1，只需要验 证系统 (5)全 

(z， )≤ ( (z))+ ( ( ))， 

(r)一J： ds， (r)一J： (s)ds， 
为能量函数 易验证此事 实，此时 W 沿系统 (5)的解 

求时间微分有 

≤ 一 ≤ 0。 

定理 1还可 以用来解释一类级联系统的镇定设 

计 。 

考查系统 

亭一 fo( )+ fl( ，x)y， 

Y 一 (LI ( )) ， 

t— f(z)+ g(x)u， 

Y— h(z)。 (6) 

其中 ∈ R ，z∈R ，U，Y∈ R ，U( )为能量函数。 

定理3[4 考查系统(6)，如果}一f0( )关于能 

量 函数 ( )满足 ：V ≠ 0，LI < ，{厂，g，}oU(~) 0 h 

关 于 能量 函 数 V(z)无 源 且 ZSD，则 反 馈 U一一 

(L， ( ) ( )) 一 (̂z)镇定系统(6)。 

证 明 由 引 理 4知 系 统 t 一 厂(z)+ 

g(z)[一 (L， ( )) 一 (̂z)]关 于 ：一一 

(L， ( )) 为 iISS，而 以 ( ，z)一 ( )+ 

(z)为能量 函数可得到 W —Lf ( )< ，从而系
o 

o 

统的解全局有界，而且，在E一 {( ，z)lW 一0}中 

一 0，因此有 一 0(￡一 oo)，这样，由定理 1知 z— 

o(t— oo)。于是 ，( ，z)一 (O，O)为 GAS平衡点 。 

2．2 三角引理的改进之二 

下 面讨论 的系统其 形式 比三角 引理 中的要 复 

杂 ，描述如下 

t1一 厂l(z1，z2)， 2一厂2(z2，z1)， (7) 

其中 z ∈ R ， (0，0)一 0( 一 1，2)。 

定 理 4 如 果 满足 下 面两 个条 件 ，那 么系 统 

(7)GAS。 

1)对所有 z≠ 0，存在能量 函数 。， 和K。。函 

数 ID。及可微 K。。函数 ID 使得 

l(z1)≥ ID1( 2(z2)) L， (xI )V1(z1)< 0， 

2(z2)≥ ID2( 1(z1)) L， ( )V2(z2)< 0， 

2)V 5> 0，ID1。ID2(5)< 5。 

证 明 ID。∈K。。，因此 在F0，∞)上有定义 

且 ∈Koo，由2)知 V 5∈ (0，oo)，ID2 )< (5)。 

于是 ，在(0，∞ )上总存在一个连续 可微 函数 K。。函 

数 ，对所有 5> 0， (5)> 0，并且 ID2(5)≤ (5)< 

ID ( )。 

定 义 能 量 函 数 (z) 一 max{a(V1(z1))， 

z(zz)}， (z)显然正定径 向无界。定义集合 ： 

l一 {z：V2(z2)≤ a(Vl(z1))}， 

2一 {z：V2(z2)> a(V1(z1))}。 

在 1中， 2(z2)≤ a(V1( 1))< ( 1(z1))， 

即 1(z1)≥ ID1( 2(z2))，由假设 1)知 

V z≠ 0，z∈ -， (z)一 ( -(z-)) 厂-< o。 

在 中同样可推得 

v z≠ 0， (z)一 厂2< 0， dZ
0 

一  

这样 ，由稳定原理知道系统(7)GAS。 

条件 1)实 际上意味着 z。子 系统关于z ，z 子系 

统关于 z。为 ISS，因此从定理 4不难得到三角引理。 

事实上 ，考查三角引理中的系统 ，定理 4的条件 1)， 

2)总可 以满足 。另外 ，条件 2)是非线性小增益条件 ， 

也是定理 4中的一个关键条件。 

(8) 

文 献[-6-1曾指出 ，系统(8)不存在只依赖状态 z 

的光滑镇定控制器 U— a(z)，但运用定理 4可以给 

出系统 (8)的只依赖 z的连续镇定控制律。 

为 2，z子系统设置 能量 函数 ，分别 为 (2)一 

1 2z和 (z)一 1
。
2

。因为只能利用 z的信息，还要 

使 z子系统关于 2 ISS，故而初步取 U一一 3x ，0为 

待定常数 ，它将保证 为 z的奇函数 。 

对 2子系统有 

一 一 Z6+ 2zz一一 一 2 + 2zz≤ 

一  

2 一  
1 l2 l(12 l s一 2 lz l z)

。 

当 l2 l 一2 lz l ≥ 0，即 ≥ 2一音 号时，2子系 

统关 于 z ISS，此时 ID1(5)一 2一 5S 5。 

对 z子系统有 

一 一 3x + z2 一一 z卧 一 2x + z2 ≤ 

一 z 一2 lz l(1z l 一去l2 l )。 

当 lz l一一 1 l2 l z≥ 0
，
即V≥ 吾时，z子系 

统关于2 ISS，此时ID (5)=去 寺。 
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为满足对所有5> 0， 。』D。(5)<5，取0一善。 

由定理 4， 一一3 I Ii1 i3或者 =一3 I Ii3 i1镇定 

系统(8)。 

如 果全状态反馈 ，运用无源设计方法可以得到 

镇定控制律 U一一 — — 。。设计方法是将系统 

重构为两个严格无源子系统组成 的从驱动 系统 ，并 

且从驱动系统的输人为驱动系统的输 出。以【厂 )一 

寺 。和 ( )一寺 。分别为 子系统和 子系统的 

能量函数 ，初置控制律 一一 — 。+ 捌 ， 为新输 

入 ，得到两个严格无源系统组成的从驱动系统 

f 一一2 + 。，Y】= ， 
． ． 

。 

， (9) 【叠
一 一  + 捌 ，Y2一 。。 

按照文献[7]中的结论， 一一Y 一一 镇定系 

统 (9)，即 U=一 一 职 一 。镇定系统(8)。 

3 小 结 

本文从下述两个途径改进了三角引理：① 用积 

分输入到状态稳定条件和有界性条件代替输入到状 

态稳定条件(定理 1)；② 将输入到状态稳定条件与 

小增 益条件结合并运 用特殊 的能量 函数(定理 4)。 

定理 1说明最近 的iISS刻画 。 在级联系统的镇定 中 

有着重要应用 ，定理 4则说明小增益原理有助于镇 

定设计 。 
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New results in stabilization designs of cascaded nonlinear systems 

YE Hua-wen ，DAI Guan—zhong ，W ANG Hong 
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Science，Nankai University，Tianjin 300071，China) 

Abstract：The hierachical system stability theorem ，concluded by E．D．Sontag，is an important result in 

nonlinear stabilization．This result has been improved along two different routes：① the driven subsystems 

are usually supposed to be input—to—state stable．This condition has been weakened and replaced with inte— 

gral input—to～state stable；here the concept of zero—state—detectability plays an important role．② by com— 

bining input-to-state stability condition with small gain condition，the corresponding stability result is con— 

eluded for non—hierachical systems． 

Key words：zero—state—detectability；input—to—state stability；integral input-to-state stability；small gain 

theory 
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