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摘要：利用广义李雅普诺夫方法，研究了广义非线性离散系统，培出了广义非线性离散系统稳定性 

定理和不稳定性定理。就一类广义非线性离散 系统 ，培 出了其按线性近似的稳定和不稳定的奈件 。 
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随着现代控制理论的发展，广义系统理论已成 

为人们广泛关注的领域。对连续时间广义系统已得 

到了较为充分的研究，对离散时间广义系统的研究 

并不多见。众所周知，由于计算机技术的广泛普及， 

应用离散时问系统的相关研究，尤其是系统辨识和 

自适应控制已成为连续系统的完全平行的研究分 

支。在离散广义系统中，文献[1]给出了李雅普诺夫 

分析稳定性方法。文献[2]利用等价系统和等价变换 

方法给出了稳定性的充要条件，但都是基于离散广 

义线性系统 在现实中，描述同题更多的是非线性系 

统，因而，研究广义非线性离散系统的稳定性，更具 

有实际意义。本文利用广义李雅普函数方法研究广 

义非线性系统稳定和不稳定性。 

1 稳定性分析 

考虑如下的广义非线性离散系统 

Ex(t+ 1)一，( )， (1) 

其中detE一 0，E∈ R～ ， ：R 一 R ，t∈ M 一 

{0，1，2，⋯}，假设式(1)关于任意的满足相容初始 

条件 Ex(O)= Ex。无脉冲解 (f)存在且惟 __一[ 

定义 1 设 ( )是满足相容初条件Ew(0)一 

Ex。的无脉冲解，称广义系统(1)的零解是 E一稳定 

的。如果 V￡> 0，存在 ，t。当t>t。，『1 Ex(O) — 

0 Ew。|1<d时，lJEx(t) <￡。 

定义 2 称广义系统(])的零解是 E 渐近稳定 

的。如果 

1)广义系统(1)是 E一稳定的， 

2)[imEx(f)= 0 
⋯  

定理 1 若对式(1)，存在关 于 Ez(f)的连续正 

定 函数 V(Ex(f))： — R， (0)一 0．它关于式 

(1)的全 差分 zAV(Ex(f))一 V(Ex(f+ 1))一 

V(Ex(t))= ( ( ))是一常负函数，并在集台 H 

一 { (f)I?o(Ex0))一0f中不含陈使Ex(t)一0的 

其他解 ，则式(])是 E一稳定的 。 

证 明 因 z( )是无脉冲的，故可取正常数 

，使{ (f)⋯ Ex(f)ll≤ ， D，D为包含原点在内 

的某连通 区域 。对任意的 0< ￡< 。由 V( ( ))的 

连续性及正则性知，在￡≤ lj Ex( )0≤ 时 

h— rainV(E ( ))> 0 

此外，因为 V(Ex(f))在 Ex(t)一 0处连续故存在 

(不妨取 <￡)当 ll Ex(f)ll< 时， 

V(Ex(t))< ￡ (2) 

下证，对 }1 Ex。lJ< 满足相容条件Ex(0)一Ex。的 

无脉冲解 x(t， ，Ex。)，对 t≥ 0满足 

}l Ex(f)『1< ￡。 (3) 

事实上，因为 <e，故当t=0时，ll Ex(t)ll<e，不 

妨假设存在某时刻丁∈M，(3)在t={0．1，⋯． — 

1)时成立，而当t— T时，jl Ex(f)}l>￡，从而 
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V(Ex(f))≥ h， 

又 因 为 △V(E (￡))≤ 0，从 而 有 V( 0))≤ 

V(Ex(t一1))≤ ⋯≤V(Ex(O))<h。此为矛盾，因 

而广义系统(1)是 E一稳定的。 

定理 2 若 存 在 关 于 Ex 连 续 函 数 

V(Ex( ))； —R，V(0)一o，它在原点的任何邻 

域中关于Ex(t)不是常正的，它沿式(1)的全差分 

AV(Ex(t))是 常负 的，且 式 (1)在 集合 H = 

{r( )1 (E (￡))= 0)中不含除使 Ez(￡)一 0的其 

他解 ，则式(1)的零解是非 E一稳定的，从而式(1)的 

零解也不是李雅普诺夫意义下稳定的。 

证 明 因 为 V 在原 点 的任 何 邻 s 一 

{Ex(O) Ex(0)lJ< }域内均不是常正的。故对 

于任意的无论怎样的d> 0，对集合 s ，必存在某一 

元素 Exl(0)，使得 V(Exl(0))< 0，记 一 r— 

V(Ex (0))，r>o。对于满足初始相容条件 Ex (0) 

一 Ex。的相容解 (f)，无论怎样大的 丁> o，由 AV 

的常负性知，当 >T时，V(Ex (￡))≤ V(Ex。(丁)) 

≤V(Ex (O))一一r。又 由V(0)=o及V关于Ex( ) 

的连续性知 ，必存在某个 En> 0使得 Ex (￡) ≥ 

En。因此 ，式(1)是非 E一稳定的，从而不是李雅普诺 

夫意义下稳定的。 

考虑如下离散广义线性系统 

Ex(f+ 1)一 ( )， (4) 

V为对称阵 ，式 (4)的广义李雅普诺夫函数 

口(ExO))一 (ExO))丁’V( 0))。 (5] 

若存在一对称阵w，满足 

ATVA — E VE 一 一 E WE， (6) 

则称式(6)为式(4)的李雅普诺夫方程 。 

定理 3 若式(4)有无脉冲的轨线存在，且广义 

特征方程 det(旭 一A)一0有模大于1的特征根，且 

对所有的特征根 ， 满足 ，̂ ≠ 1，则对于任意给 

定的关于Ex(t)负定(正定)的对称阵w，李雅普诺 

夫方程(6)有不是常负(常正)的对称解矩阵w 。 

证 明 由于式(4)无脉冲轨线，因而存在可逆 

矩阵 P，Q，使 

QEP一[ ：]，Q ，一[ ] 
rV， 矿 ] 

令 ( )TVQ 一lV÷v：j， 
⋯ ⋯  r ：] WQ 

一

1 J̈口 
(A VA — EVVEP)= 

(QAP) (Q ) VQ～(QAP)一 

(QEP) (Q ) VQ (QEP)一 

live, Ⅱ。 

[ ： 
FATV。A 一 V AiV ] 

L V A。 V J。 

P (ErWEP) 一 (QEP) (Q )WQ (QEP) 一 

[ ：]，因而， 。一 =一w 。由w关于 
Ex(t)的正定(负定)知，w 为正定(负定)阵。又因 

为 

l AE—Al—fQ l l 一QAP J IP l一 

·I -，20 1 Ip-,l一 
(一1)一 lQ lI 一A。l lP I。 

因而，det(旭 一A)=0与det( 一A1)：0有相同 

的特征根，从而知 A。有模大于·1的特征根，所以A 

的特征根满足 、̂ ≠1，由文献[4]可知对于负定阵 

W。存在惟一矩阵y。，使 

ATVlA】一Vl一一W1。 

由A。有模大于1的特征根可知y 不是常负阵。取y 

= 0，V 是一负定阵，则 

y一 l 0 v。 
为对称阵，且 y不是常负阵。 

2 按线性近似系统决定广义非线性离 

散系统的稳定性 

考虑非线性广义系统 

Ex(t+ 1)# Ax(f)+ G( (￡))， (7) 

其中detE一0，E，A∈ ，rankE—r<”，G(0)= 

0， ∈M，假设( ，A)正则，G( )在包含原点的开连 

通域 n 内充 分 光滑 ，以保 证 满 足相 容 初始 条 件 

Ex(o)=Ex。的解在n内存在且惟一。并且，假设式 

(7)无脉冲轨线存在。 

定理4 假设式(7)的线性近似式(4)的零解是 

一 渐近稳定的且存在常数F，满足 

¨  

。 

一  

2) I1 Az(f)l_≤ F I1 Ex(t)J1， 
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则广义非线性离散系统式(7)的平衡态 一 0是渐 

近稳定的 

证 明 因为 【E— A)正则 ，则式(4)的零解 

是 E一渐近稳定的，从而(4)的平衡态是李雅普诺夫 

意义下渐近稳定的。对于n阶正定阵w —I，存在n 

阶正定阵V满足李雅普诺夫方程：l_ 

A VA — ErVE 一 一 ETE． 

取式(7)的广义李雅普诺夫函数 

(Ex(r))= (E ( )) (VEx(t))． 

则 

Av(Ex0))一 

v(Ex(t+ 1))一 (Ex0))一 

(Ex0 + 1)) (VEx0 + 1))一 

(Ex( )) (VEx(t))一 

(Ax(t)+ G(x(t)))rV(Ax(t)+ Gx( ))一 

(Ex(t)) (VEx(t))一 

(Ex(r)) (Ex(r))+ 

2(Ax( )) VG( (r))+ 

(G “)))rV(G( (r)))≤ 

～ (E 0)) (Ex(t))+ 

2F lI Ex(t)Il (y)lI G ( ))lf+ 

【y)l】Gx(r)lI。。 

由条件1)可知取 一 i“(4FA~(V))-1，i1}， 
存在 d> 0，当 I1 Ex(r)ll< d时，有 l JG )ll≤ 

E Ex ， 从 而， 有 Av(Ex(t)) ≤一 

÷ Ex(t)lf ，即AV(Ex(t))』 ，是一个负定函数。 

故limEx(t)一0即式(7)的零解 一 0是 E一渐近稳 

定的。下证limx(t)一0。事实上，由于(E，A)正则．从 

而存在可逆阵Q，P，使 

QEP一[ ：]，QAP一[ ]。 
Al为 r×r矩阵。，l，j2分别为r×r，( —r)×( 一 

r)阶单位阵。令 x—PZ，则式(7)受限等价于 

l2 0+1) A1z 0)+G (工)， 1
0一 z + 6舢 )。 

其中≈，z z分别为 r-+n— r维状态分量 

参考文献： 

z∽ 一 一  G
z(x)kz LG ]= 。 ，(r)J J 。 

注意到 QE )一 ]做 z) 
0此外 ，由 一一G ( ) 

(O+1)QG )，因为EmEx(r)一 0，故limG(x)一0，从 

而limZ(r)一 o，由此得Limx(t)一 0。 

这说明式(7)的平衡态 (r)一0是李雅普诺夫 

意义下渐近稳定的。 

定理 5 假设离散线性近似的广义系统式(4) 

的广义特征方程 det(址 一A)一 0具有模大于 1的 

特征根，且对于所有的特征根 ．̂ ，̂ ， ≠ l满足 

"

． 一 。 

一 o， 

2) l】Ax(t) ≤ F{l Ex(r) 

由此．广义非线性离散系统式(7)的零解 一0不是 

E 稳定的，从而不是李雅普诺夫意义下稳定 的。 

证 明 若式(7)的解有脉冲行为，则其零解不 

稳定，假设式(7)的解无脉冲，因而知对于任意给定 

的关于Ex的正定矩阵w。比如，W一，，存在不是常 

正的对称阵 y，使得 

A VA — E VE 一 一 E E 

取式 (7)的 广 义李 雅 普 诺 夫 函数 (Ex(t))一 

(Ex(r)) V(Ex(t))，则 

Av(Ex“)) 一 

( (Ex0+ 1))一 (Ex(t)))l⋯一 

(Az(1)+ G( (1))) V(A烈 {)+ 

6 (r))一 (Ex(t)) (VEx0))一 一 

(Ex“)) (Ex“))+ 2(A 0)) VG( )+ 

(G( )) V(G(z))≤ 一 

(Ex(t)) (Ex(r))+ 

2A
．,4(y)，llG(x“)) + 

llG(x(r)) 。 

仿定理 4的证 明可证 Av(Ex(r))是常负的．由 

定理 2可知式(7)的零解是非 E一稳定的，从而可知 

式(7)的零解是不稳定的(李雅普诺夫意义下) 
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L1U Zhen—xia ，HUANG Wei—dong，YANG Sen，LIU Jian—rui 

(State Key Laboratory of So Lidification Processing，Northwestern Po[yteehniea]University．Xi an 710072．Chim ) 

Abstract：Based on symmetry of the circular light spot of the laser，a two dimensional numerical simulation 

of temperature fields of laser molten pool has been developed．The point—source model is used to deduce the 

boundary condition，and SIMPI E method is used to do the calculation．Under the condition that the Dreci— 

sion is assured，the calculation has been simplified (compared with three—dimensional mode1)．The com— 

parison between the calculation results and the experimental results indicates that the temperature fieids 

information of the longitudinal section along the scanning trace of the laser molten pool got by this method 

is coincident with the experiment and useful to predict the microstructure． 

Key words：laser molten pool；temperature fields；point source model；boundary condition 
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The stability to singular nonlear discrete systems 

LIANG Jia—rong ，SHANG Li—qun。，SHANG Li—jun 
(1一Department ofComputert Guangxi University，Nanning 530004。China F 2

． De partment of Automation，Xi an Universitv 

of Science and Technology，Xi an 710054。China；3．De partment of Basic C[inica]
， the Fourth Mi[itarv Medical Univers Ltv，Xi 

an 710032，China) 

Abstract：The method of singular Lyapunov s function is employed to study the singular nonlinear discrete 

systems，the theorem of stability and the theorem of no stability on it are given
． Besides these，the c0ndi— 

tions of stability and condition of no stability are presented for a class singular nonlinear discrete svstems 

to be linearized． 

Key words：singular nonlinear discrete systems；stability；lyapunov s runetion 
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