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二元正交多项式小波 一兀止父多坝瓦小汲 

石 智 ，宋国 乡 

(西 安 电子科 技 大学 理 学 院 ，陕 西 西 安 710071) 

摘要 ：在一元正交多项式的基础上，定义了二元正交多项式。由此引入二元正交多项式空间的核多 

项式 ，用核 多项式定 义尺度 函数 ，用张量 积构造 二元正 交 多项 式小 波。研 究 了尺度 函数和 小波 函数 

的性质 ，给 出了两尺度 关 系及 分解式 ，把 一元 正交 多项 式小波进行推 广 ，使之 应 用范围更加 广泛。 
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文献[1～ 3]对正交多项式及用一元正交多项 

式构造的小波作了深入的研究。在文献EI-I中，通过 
 ̂

核多项式K (f， )= ：P (f)P ( )({P }：：。是闭区 
函  

间[口，6]上 的正交多项式)，构造了闭区间[口，6]上 

的尺度 函数 (f，z 什”)= K (f，z 什¨)，(r一 0，1， 

⋯， )。其中，z 5，I+1 <z；什”< ⋯ < z 什”是一组参 

数 ，根 据 该 尺 度 函 数 构 造 小 波 函 数 (f， )一 
2n 

K 2 (f， )一 K (f， )一 P (̂ )P (̂f)(r一 
三̂一+l 

0，1，⋯ ， 一 1)， 5 < < ⋯ < l是一组适 当 

的参数 。本文在 此基础 上使 用 张量积 构造 二元 正 交 

多项式小波，推广了文献[1]的结果。 

1 定义和 引理 

定义 1[1 设 口(z)是一个定义在[口，6]上的非 

减函数，矩C 一 l da(x)存在。把 1，z，z ，⋯， ， 
J a 

⋯ 正交化(正交化方法见文献[1])所得的多项式族 

Po(z)，P )，P (z)，⋯ ，P (z)，⋯ 定 义 为 正 交 多 

项 式族 ，其 中正交性 是指 l P (z)P (x)da(z)一 
J a 

。 
，m ， 一 0，1，2，⋯ 

引理 1[1 设 z1< z2< ⋯ < z 是 P (z)的零 

点，zo— a，x +1—6，则每一个区间[ẑ ，zH1]，(是一 

0，1，⋯， )只含有 P +。(z)的一个零 点 。 

引理 2[ 相 应 于 分 布 da(x)的 正交 多项 式 

{P }：： 的零点是实的且在闭区间[口，6]内部。如果 

a(z)只有 个递增 点 ，即 只在 个点 的邻 域 内不是 

常数 ，那 么把 1，z，⋯ ， Ⅲ1正 交化 得 正 交 多项 式族 

Po(z)，Pl(z)，⋯ ，P 一l(z)。 

本 文 假 设 (z)只 有 (2n+ 1)个 递 增 点 ，则 

{P } 。是 的基 ，其 中V 一span{P。，P ”，P }。 

定义 2 设(z， )∈ [口，6]×[口，6]， ¨× 

一 span({Po，⋯ ，P }× {Qo，⋯ ，Q })，即如果 

F(x， )∈ ¨× ，则 

F(x， )一∑∑ak．1P (z) ( )。 
^= 0 f一 0 

F，G ∈ ¨ × 

的内积定义为 

<F，G>一∑∑ ∑ ∑口“b ，< ， > < ， ，> 。 
=̂ 0 t= 0  ̂= 0 r= 0 

II F II 一<F，F>一∑ ∑口； 
嚣̂ 0 f= 0 

其中 (P̂，P >l— l P̂(z)P (x)da1(z)， 
J a 

r6 

<Qf，Qf，>2一 l Qf( )Qf，(y)da2( )。 
J a 

如果 <F，G>一 0，则 定义二元 多项式 F，G正交 。 

容 易 验 证 这样 定 义 的 内积符 合 内积 的所 有 条 

件 。 

设 ’(z， )一∑P ( ) ( )， ( ， )一 

收稿日期 ：2001—10—25 

基 金项 目 ：国防 预研 基 金资 助项 目(W000T45) 

作者简介 ：石 智(1956一)，男 ，陕西西安人 ，西安电子科技大学博士生，从事小波理论及应用研究 

维普资讯 http://www.cqvip.com 

http://www.cqvip.com


一
6 一 西 北 大学 学报 (自然 科学 版 ) 第 33卷 

∑Q ( )Qz(7)是两个再生核多项式，即J K：。(z， H r6 
￡= 0 

)尸(z)d口(z)一P( )，I K： ( ，r])Q(y)da2( )一 
J 口 

Q(T1)c )，则 K： K： ’是 F 的再 生核 。事 实上 (F(z， 

)，K：”K >一 

∑ ∑口̈P ( )Qz(7)一F( ，7／)。 
^= 0 f： 0 

2 尺度 函数及其性质 

定义 3 设z "< z：什"< ⋯ < z三Jl ， +1 

< {计 < ⋯ < 什"是两组 适 当的参数，则称 

{K： (z，z三Jl+1 )K： ( ， +1 )，口，b一 0，1，⋯ ， }为 

尺度 函数 。 

为方便 ，暂 时省去上标 ( + 1)。 

定 理 1 设 K ”(z，X )K： ( ，yb)是定 义 3中 

的尺度函数 ，则 

1)(K：”(z，X )K： ( ，Y6) K：”(z，X )· 

K： ( ，Yd)>一 K："(z。，z )K： ( ，yd)， 

口，b，c，d 一 0，1，⋯ ， 。 

min{ll 7c ll，r(x， )= 7c1(z)7c2( )∈ 

：̈ × ：2)， (z ，X6)一 1} 

3) × 一span({K：̈(z，X0)，⋯ ，K： ’(z， 

X ))× {K ( ，Y。)，⋯ ，K： ( ，Y )))。 

证 明 1)根据核 多项 式 的性质 易证 。 

2)设 7c(z， )一 7c1(z)7c2( )一 

(z ，X6)一 1(z。)7c2( 6)一 

1≤(∑∑n；． )(∑ ∑P；(zd)Q；( ))一 
=̂ 0 l= O I = O l— O 

ll II K：”(z ，X )K ( ，Y6)， 

所以，II ≥ 击 ， 
等 号成立的充要条 件是 

n(x， )一 K： (z，z )K： ( ，yb) 

K： (z ，z )K： ( 6，Y6)。 

3)设 ll,r(z )一 Z2 ( )一 。6，Z1。，(z)Z2． ( ) 

∈ ¨× 是拉格 朗 日插值 基多项式 r，s一 0，1， 

P口
．

6 r，s一 0，1，⋯ ， 。 

因 此 ，{K：”(z，z )K： ( ，Y6)，口，b一 0，1，⋯， 

}线性无关 。 

定理 2 尺度 函数 如定义 3下 面两条性质等价 

1)K (z ， )K：∞(yb，Yd)一 d1d2 ， ，d， 

口，b，c，d 一 0，1，⋯ ，，2， 

rb fb 

2)(1 P(x)da (z))(1 Q(y)da ( ))一 

其 中 

d1d2一 K： (z ，X )K： ( ，Yd)，P(z)∈ ：̈， 

Q( )∈ ：∞。 

证 明 1)◇2) 

因为 ． 。d= di- K："(z ，X )K：∞(Yb，Y )， 

所以P (z )Q，( )一(∑P ( ))· 
f= 0 

(∑P，( )) 。 ， 一 
= 0 

(∑P，(t))(∑P，( ))。 
f； 0 d= 0 

(∑ P (z )P (z )(∑ Q ( )Q ( ))一 
★= 0 ，，l= 0 

P (xDQ，( d)P★(xDQ ( d))， 

所以P (z)Q，( )一(∑ ∑P (z)Q ( ))· 
^= 0 卅 一 0 

(∑ ∑ P (t)Q，( d)P (z )Q ( d)) 
c= 0 一 0 

有 (2n+ 2)个零 点 。当 P，f≤ 时 ，只有可能 

P (xDQ ( d))一 。 。 。 

广6 

又因为(I P (z)P (x)da (z))· 
J 

广6 

(I Q，( )Q (y)da2( ))一 ，̂ ， ， 
J 

所以，(I P (z)P̂ (x)da (z))· 
J 

r6 

(I Q，( )Q (y)da2( ))一 

O  
一 

、，  

y 

／ 

K 

、，  

z 

／ 

K 

∑ 

∑ 一 

没 

又 

、，  

y  

／ 

K 

、，  

z 

／ 

K 

∑ 

∑ 一 

一 

O  
则 

一 

＼ ，  

／ 

， 

∑ ㈣ 

∑ 一 

一 

、 ，  
y  

／ 

z 

／ 

Z  

一 

2  

K 

Q 

K 

P  

∑ 

∑ 

、 ，  

y 

／ Q 

、 ，  

z 

／ P  

一2 

一 
∑枷 

∑ 

一 

一 

，一 一 
I§ 

K—K 

) 一)  

)

一(  n —n 墨 

一2 

一 

∑ 

∑ 

m Q 

P ∑一 

∑ 

且 

、，  
y 

／ 
Q} 

、，  z 

／ 

P 

∑ 

∑ 

为 

因 

1  
一 

＼，  

／ 
Q 

＼ ，  

z 

／ 

P  

∑ 

∑ 

、 ，  

y  

／ 

Q 

、，  

／ 

P  

一2  

一 

∑ 

∑ 

／ 
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∑ ∑ P ( ) ( )· 

Q，( )Q ( ))， 

其中d1d2一 是：D( ，x )愚： ( ，y )。 

由于 ’一 span{P PI，e，k一 0，1，⋯ ，，l}， 

{：’一 span{Q ，f，e一 0，1，⋯ ，，l}，所 以 

(I P(x)da ( ))(I Q(y)da ( ))一 

∑∑ P(x )Q( )。 
c— o = 0 

2)D 1)，只要把 上面证 明过程 倒推 回去 即可。 

3 小波 函数 的构造 

下 面使 用张量积构造 二元正交 多项 式小波 

设 D— 一 ”一 

span{P +1，P +2，⋯ ，P2 }，dimW~ 一 ，l， 

： ’一 一 ：”一 

span{q +1，q +2，⋯ ，g2 }，dimW~ 一 ，l。 

对 于两组参数 

5 < f < ⋯ < ： 1， 

Wo' < { < ⋯ < 1， 

{ }Z三6和 {W }：=3是 P 和 Q 的零点 。 

设 D( ， )一 K ’( ， )一 K：D( ， )一 
，̂  

∑ ( ( ) 
I= +̂ 1 

’( ， )一 K ( ， )一 K D( ， )一 

2n 

∑ ql( )gz( )。则 

’)]。 

2)( (̈ ，Zr)K： ( ，w )， ¨( ， ，)· 

K： ( ，w )>一 (̈ ， ，)K： ( ，w )， · 

(K：D( ， )以 ( ，w )，K D( ， ，) ’( ，w ，)>一 

K：̈ ( ， ，)K： ( ，w )， 

( ¨( ，Zr) ( ，W )， ¨( ， ，) ( ，W )>一 

¨( ，， ，) ( ，W ，)， 

，．，，J，S，S 一 0，1，⋯ ，，l一 1。 

证 明 1)只证 ：D o ： ’-l- D o ： ， 

其余 的类似 可证 。 

因为 ( D( ， )K： ( ，w )，K：D( ， ，)· 

( ，w ，)>一 ‘ 

( (̈ ， )K：D( ， r『)>1(K ’( ，w )· 

( ，w )>2— 0， 

(，．，，J，s，s 一 0，1，⋯ ，，l一 1)。 

所以 ：̈ o ’-l- D o ： 。 

2)由再生 核性质易证 

由定理 3可定义张量 积小波 

× 一 ( D 0 ：”)o ( ： ’0 ： )一 

( D o ’)0 [( ：”o ： ’)0 ( ：”o V ’)0 

( ：D o ： ’)]。 

小波函数空间为( ：”o ： ’)0 ( D o ： ’) 

0 ( ¨o ： )。 

4 

：”o ： ’一 span{K：D( ， )· 

K： ’( ， )，，．，s一 0，1，⋯ ，，l一 1}， 

：D o ： ’一 span{ ”( ， )· 

： ’( ， )，，．，s一 0，1，⋯ ，，l一 1}， 

：”o ： ’一span{K ̈( ， )· 

’( ， ： )，，．，s一 0，1，⋯ ，，l一 1}， 

：”o ： ’一span{以D( ， )· 

’( ， )，，．，s一 0，1，⋯ ，，l一 1}。 

下 面 只验证 正交性 。线性无 关性 的证 明类似 文 

献[1]定理 2．9的证法，故省略。 则 

定理 3 D o ： ， ”o ： ， ”o ， 

：”o ： ’的定义如上，则 

1) ：”o ： -l- D o ： ， ¨o -l- 

D o ， D o -上- D o ， D o 

-l-[( D o ： ’)0 ( D o ： ’)0 ( ¨o 

两尺度关 系及 分解式 

定理 4 设 F ( ， )一 

2n 2n 

P K ( ， D)K ’( ， { ”)一 

P K ̈( ， ： ”)K： ( ， { ”)+ 

：2以 (̈ ， )K ( ， ¨’)+ 

g K ̈( ， 什D) ( ， f )+ 

以¨( ， ) ( ， { )一 
d= o 6# 0 

e + + g + h 。 

一 [∑ ∑ ( ， )· 
— o f— o 

K： ( 计¨， D)+ 

∑∑ 
j— o f— o 

¨( 什”， )K： ’( ¨， ¨ )+ 

∑ ㈣ ∑ ∑ ㈣ ∑ ㈣ ∑ 

∑ 一 ∑ 一 ∑一 ∑ 一 ∑ 
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∑ ：；K： ’( 。 "， ) 。’( 。̈ ，̈ ’)+ 
I 0 

∑  ̂ ’( 。 ， ) 。 ( 。川’， )]· 
J= 0 I 0 

[K ( 。 ”， ¨ )K2(i’( 。̈ "， 。 ”]-|1· 
2 2 

e三：2 =[∑ ∑ e⋯(2n K 。什”， 什D)· 
J= 0 I 0 

K ( 。̈ "， {什D)][K ( 。̈ ”， 。科")· 

K ( 。 ”， ”]_。。 
2n 2n 

：2 一[∑∑ 翟 D( 。̈"， ”̈)K 。’ 
J= 0 f= 0 

( 。什 ，̈ {̈ D)][ D( ， )K 。 ( ， {，．)]_。。 
2 2 

：2 一[∑∑ K：D( 。̈"， 三，．))K 。’( 斗1’， 
J霉 0 f= 0 

)]·[K：D(z ， ) 。 (硼{，．)，硼{，．))]_。。 
2n 2m 

三̂：； 一 厂 L J J 
J= o I= o 

( ’， 

证 明 

D( 。 ’， ) 。’ 

类 似 。 

5 尺度函数的逼近特性 

2) 

3) 

4) 

据二 元正交多项 式尺度 函数 的构造可知它具 

： 

V'o”X V'o。’c {”X {。’c ⋯ c ’X 

X c ⋯ ； 
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