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第 14 讲  凸集的隔离定理 
 

教学目的 

    介绍凸集的隔离定理及其应用。 

授课要点 

1、 超平面的分析表达。 

2、 Minkowski 泛函的定义及属性。 

3、 一般隔离定理的证明。 

4、 紧凸集的严格隔离定理。 

5、 Helly 的第一、第二矩量定理。 
 

凸集的隔离定理又称为 Hahn－Banach 定理的几何形式，它在规

划论，控制论与 Banach 空间几何理论上有重要的应用。  

首先让我们考虑平面上的情况，           

设 ,A B是平面
2R 上两个不相交凸集，  

则一定可以用一条直线将二者隔离开  

来，即存在直线  1 2:l ax bx c+ = ，使  

得对于 A中的每个点 ( )1 2,x x ，                 

1 2ax bx c+ ≤ ，对于 B中每个点  

( )1 2,x x ， 1 2ax bx c+ ≥ .（见图）  

                         

对于一般线性空间中的凸集，我们有理由提出类似的问题 . 但是

有两个更基本的问题需要解决：用什么将一般线性空间的凸集隔开？

怎样才算将两个凸集隔开？   

定义 1  设 X 是线性空间， E X⊂ 是某个集合 . 

（1） 称 E是线性流形，若 0E x M= + ，其中 0x X∈ ，M 是 X

的某个线性子空间 . 
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（2） 称 E是 X 的极大真子空间，若对于 X 的任一线性子空间

M ，当 E M⊂ ， E M≠ 时，M X= . 

（3） 称 E为 X 的超平面，若 0E x M= + ，其中 0x X∈ ，M 是

X 的极大真子空间 . 

X 上的线性泛函全体记为 X ′（ X ′中元不必连续），显然就点集

的包含关系来讲， X X∗ ′⊂ . 有时称 X ′为 X 的代数共轭，称 X ∗
为 X

的拓扑共轭 . 

定理 1  （1） E是 X 的极大真子空间当且仅当存在 f X ′∈ ，

0f ≠ ， ( )E N f= ， ( )N f 是 f 的 0 空间 . 

（ 2 ） E 是 X 的 超 平 面 当 且 仅 当 存 在 f X ′∈ ， 0f ≠ ，

( ){ };E x f x c= = ，其中 c是某个常数 . 

证明   1  若 f X ′∈ ， 0f ≠ ，考虑子空间 ( ) ( ){ }; 0N f x f x= = ，

若W 是线性子空间并且 ( ) ( ),N f W N f W⊂ ≠ ，取 ( )0 \x W N f∈ ，

显然 ( )0 0f x ≠ 。 ∀ x X∈ ，令
( )
( ) 0

0

f x
y x x

f x
= − ，则 ( ) 0f y = ，

( )y N f∈ ，
( )
( ) 0

0

f x
x y x

f x
= + ，从而 X = span ( ){ }0 ,x N f W⊂ ，即

W X= . ( )N f 是极大真子空间 . 

反之，若 E 是极大真子空间，取 0x E∉ ，则 X = span { }0 ,x E . 

∀ x X∈ ， 1 0x x ax= + ，其中 1x E∈ ， a∈Φ，此表达式是唯一的 . 定

义 ( )f x a= ，若 1 0x x ax= + ，显然 ( )E N f= . 

2  若 E是超平面，则 0E x M= + ，W 是极大真子空间，由1 ，
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存 在 f X ′∈ ， 0f ≠ ， ( )W N f= ， 从 而 x E∈ 当 且 仅 当

( ) ( )0f x f x c= = 或 ( ){ };E x f x c= = ，  

若 ( ){ };E x f x c= = ，f X ′∈ ， 0f ≠ ，任取 0x E∈ ，则 ( )0f x c= ，

令 0y x x= − ， 则 ( ) 0f y = . 由 1 ， ( )N f 是 极 大 真 子 空 间 ，

( )0E x N f= + ， E是超平面 . 

定理 2  设 X 是线性赋范空间，E X⊂ 是极大真子空间，f X ′∈ ，

0f ≠ ， E与 f 的关系如同定理 1，则  

（1） E是闭的当且仅当 f X ∗∈ ，  

（2） E是闭的当且仅当 E不在 X 中稠密 . 

证明   由于 ( )E N f= ，全部结论可由本章第 1 讲定理 1 得出 . 

通常称实空间 X 的子集在超平面 ( ){ };E x f x a= = 的一侧，若

( ){ };A x f x a⊂ ≤ 或 ( ){ };A x f x a⊂ ≥ ，称两个子集 ,A B被超平面 E

隔 离 ， 若 ,A B 分 属 于 E 的 两 侧 ， 称 ,A B 被 E 严 格 隔 离 ， 若

( ){ };A x f x a⊂ ＜ ， ( ){ };B x f x a⊂ ＞ 或者相反 . 

前面在证明 Hahn－Banach 延拓定理时，我们事先假定 X 上存在

某个正齐性次可加泛函。现在为了证明凸集的隔离定理，我们将要从

满足一定条件的凸集上产生出这种泛函来 . 

定理 3  设 X 是线性赋范空间， A X⊂ 是以 0 为内点的凸集，定

义 ( ) { }inf 0;A x t x tAµ = ∈＞ ，则  
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（1） Aµ 在整个 X 上有定义；  

（2） 若 0t ≥ ， ( ) ( )A Atx t xµ µ= ， x X∀ ∈ ；  

（3） ( ) ( ) ( )A A Ax y x yµ µ µ+ = + ， ,x y X∀ ∈ ；  

（4） ( ){ } ( ){ }; ;A Ax x A x xµ µ⊂ ⊂ ≤＜1 1 . 若 A 是 开 集 ， 则

( ){ }; AA x xµ= ＜1 . 

（1），（2），（3）说明 Aµ 是 X 上的正齐性次可加泛函 . 我们称 Aµ 是集

合 A的 Minowski 泛函 . 

证明   1  对于每个 x X∈ ， 0x
n
→ ， A 是 0 X∈ 的领域，故存在

0
0

, xn A A
n

⊂ ，即 0x n A∈ ，所以集合 { }0;r x rA∈ ≠∅＞ ， ( )A xµ 有意

义 . 

2  由于 x rA∈ 当且仅当 tx trA∈ ，故  

( ) { } { }inf ; inf ;At x t r x rA tr x rAµ = ∈ = ∈  

{ } ( )inf ; Atr tx trA txµ= ∈ = . 

3  设 , 0,r s >  若 x rA∈ ，y sA∈ ， 即
x A
r
∈ ，

y A
s
∈ ，A是凸集，

故
x y r x s y A
r s r s r r s s
+

= + ∈
+ + +

i i ， 即 ( )x y r s A+ ∈ + . 从 而

( )A x y r sµ + ≤ + ， r与 s是任意的 . 故 ( ) ( ) ( )A A Ax y x yµ µ µ+ ≤ + . 

4  由 Aµ 的定 义 容 易得 到 （ 4 ）中 包 含 关系 成 立 . 例 如 若

( )A xµ ＜1，则存在 r，0 r＜ ＜1， x rA∈ 或
x A
r
∈ ，A是凸集，0 A∈ ，
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从而 ( )1 0 xx r r A
r

= − + ∈i ，故 ( ){ }; Ax x Aµ ⊂＜1 . 现在设 A是开集，

若 x A∈ ， 一 定 有 ε＞0 使 得 ( )1 x Aε+ ∈ 或
1

1
x A

ε
∈

+
， 从 而

( ) 1
1A xµ

ε
≤

+
＜1，故 ( ){ }; AA x xµ⊂ ＜1 . 于是 ( ){ }; AA x xµ= ＜1 . 

定理 4  设 X 是（实或复）线性赋范空间， ,A B是 X 中的非空凸

集， A ≠ ∅， A B =∅∩ . 则存在非零线性泛函 f X ∗∈ 和实数 r使得  

( ){ };ReA x f x r⊂ ≤ ， ( ){ };ReB x f x r⊂ ≥  

其中 ( )Re f x 表示 ( )f x 的实部 . 

证  明   不妨设 0 A∈ ，因为若 ,f r满足上面条件，则 0x X∀ ∈  

    ( ) ( ){ }0 0;Re Rex A x f x f x r+ ⊂ ≤ + ，  

( ) ( ){ }0 0;Re Rex B x f x f x r+ ⊂ ≥ + . 

特别地取 0x A∈ 并且考虑 0A x− ，则至多改变 r的值，结论仍然成立 . 

我们只须就实空间的情况证明之，因为由第 16 讲定理 2 前面的说

明，复空间上的一个实泛函决定了唯一的复泛函并且成为它的实部，

此时复泛函连续当且仅当它的实部连续 . 

现在考虑集合 0C A x B= + − ，其中 0x B∈ ，则 C是开凸集并且

由 于 A ≠ ∅ ， 0 C∈ . 此 外 0x C∉ ， 否 则 0 A B∈ − 从 而 得 出

A B =∅∩ ，与假设矛盾 . 

设 Cµ 是集合C的 Minkowski 泛函 . 由定理 3， Cµ 是在整个空间 X

上有定义的次可加正齐性泛函，并且 ( ){ }; CC x xµ= ＜1 ，由于 0x C∉ ，

故 ( )0 1C xµ ≥ . 
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考虑子空间 { }0;M tx t R= ∈ 和M 上的非零线性泛函 ( )0 0f tx t= ，

当 0t ≥ 时  

    ( ) ( ) ( )0 0 0 0C Cf tx t t x txµ µ= ≤ = ，  

当 0t ≤ 时，由于 ( )0 0C txµ ≥ ，显然 ( ) ( )0 0 0Cf tx t txµ= ≤ ，根据定理 1，

存在 X 上线性泛函 f ， f 是 0f 的延拓，并且 ( ) ( )Cf x xµ≤ ，  

f 是 连 续 的 ， 实 际 上 当 x C∈ 时 ， ( ) ( )Cf x xµ≤ ＜1 ， 若

( )x C C∈ −∩ ，同样有 ( ) ( )Cf x xµ− ≤ − ＜1，从而  

    ( ) ( ) ( )1 C Cx f x xµ µ− − ≤ ≤＜- ＜1， ( )x C C∀ ∈ −∩  

注 意 ( )C C−∩ 具 有 非 空 内 点 ， 故 f 连 续 ， 又 由 0x M∈ 知 道

( ) ( )0 0 0 1f x f x= = . 

现在 x A∀ ∈ ， y B∈ ，则 0x x y C+ − ∈ 从而  

    ( ) ( )0 0 1Cf x x y x x yµ+ − ≤ + − ≤ ， ( ) ( )f x f y≤  

记 ( )sup
x A

r f x
∈

= ，则 ( )f x r≤ ， x A∀ ∈ ；同时 ( )r f y≤ ，∀ y B∈ . 

由于 ( ){ };A x f x r⊂ ≤ 并且后者是闭集，故 ( ){ };A x f x r⊂ ≤ ，

但对于凸集而言， A A= ，故 ( ){ };A x f x r⊂ ≤ . 

定理 5  设 X 是（实或复）线性赋范空间， ,A B是 X 中的非空凸

集， A B =∅∩ ，若 A是紧集，B是闭集，则存在 f X ∗∈ ，实数 1 2,r r ，

1 2r r＜ ，使得  

( ){ }1;A x f x r⊂ ≤ ， ( ){ }2;ReB x f x r⊂ ≥ . 

证  明   同样的，只须对于实空间证明结论成立 . 

我 们 已 经 知 道 此 时 ( ),a d A B= ( )
,

inf ,
x A y B

d x y
∈ ∈

= ＞0 ， 于 是

0,
2
aA O  +  

 
为开凸集并且 0,

2
aA O B  + =∅    

∩ . 根据上面定理 4，

存在连续线性泛函 f 和 2r R∈ ，使得  



 7 

( ){ }20, ;
2
aA O x f x r + ⊂ ≤ 

 
， ( ){ }2;B x f x r⊂ ≥ . 

注意 A是紧集， f 连续，故 f 在 A上可达到上确界 . 不妨设 0x A∈ ，

( ) ( )0 1sup
x A

f x f x r
∈

= = ，由于 f 不是 0 泛函，于是 f 在 0,
2
aO  

 
 

上不可

能全取 0 值。不失一般性，设有 0,
2
ax O  ′∈  

 
， ( )f x′ ＞0 ，则

0 0,
2
ax x A O  ′+ ∈ +  

 
，从而  

        ( ) ( ) ( )1 1 0 0 2sup
x A
f x r r f x f x x r

∈
′= + = + ≤＜ ，  

定理得证 . 

最后，作为 Hahn－Banach 定理和隔离定理的应用，让我们看一

下 Helly 第一和第二矩量定理 . 

定理 6（Helly）  设 X 是线性赋范空间，{ }nx X⊂ 是一列元素，

na ∈Φ， β＞0 . 则存在 f X ∗∈ 满足 f β≤ ， ( )n nf x a= （ 1n∀ ≥ ）

的充要条件是  

    
1 1

n n

i i i i
i i

k a k xβ
= =

≤∑ ∑ ， ik ∈Φ， 1n ≥            （1）  

证  明   1  若满足所说条件的 f X ∗∈ 存在，则  

         ( )
1 1 1

n n n

i i i i i i
i i i

k a k f x f k x
= = =

= ≤∑ ∑ ∑  

                   
1

n

i i
i

k xβ
=

≤ ∑ ， , in k∀ ∈Φ  

2  若所说的不等式成立，设 E = span{ }, 1nx n ≥ ，令  
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    0
1 1

n n

i i i i
i i

f k x k a
= =

  = 
 
∑ ∑ ，

1

n

i i
i

x k x
=

∀ =∑  

这里 { }nx 未必是线性无关的，但若另有
1

n

i i
i

x k x
=

′ ′∀ =∑ ，则 ( )1 表明  

        
1 1

n n

i i i i
i i

k a k a
= =

′ ′−∑ ∑
1 1

0
n n

i i i i
i i

k x k xβ
= =

′ ′≤ − =∑ ∑ ，  

由此知道， ( )0f x 有确定的意义，此外显然 0f β≤ . 

由 保 范 延 拓 定 理 ， 存 在 f X ∗∈ ， 0f f β= ≤ ， 在 E 上

( ) ( )0
1

n

i i
i

f x f x k a
=

= =∑ ，特别地 ( )n nf x a= ， 1n∀ ≥ . 

定理证毕 . 

定理 7（Helly）  设 X 是 Banach 空间， 1, , nf f X ∗∈ ，M＞0，

1, , nc c ∈Φ ，则 ε∀ ＞0 ， x Xε∃ ∈ 使得 x Mε ε≤ + ， ( )i if x cε =  

( )1, ,i n=  的充要条件是  

    
1 1

n n

i i i i
i i

a c M a f
= =

≤∑ ∑ ， 1, , nα α∀ ∈Φ       ( )2  

证 明   必 要 性  若 ε∀ ＞0 ， xε 存 在 ， 即 x Mε ε≤ + ，

( )i if x cε = ( )1, ,i n= ，则 1, , nα α∀ ∈Φ，  

         ( )
1 1 1

n n n

i i i i i i
i i i

a c k f x a f xε ε
= = =

= ≤∑ ∑ ∑ . 

ε 是任意的，故有
1 1

n n

i i i i
i i

a c M a f
= =

≤∑ ∑ . 

充分性   不妨设 1, , nf f 彼此线性无关，否则考虑其中的最大线

性无关组 1, , mf f ，当对于后者证明了定理的结论时，根据线性相关

性的条件，结论对于整个 1, , nf f  也一定成立 . 此外我们仅就 X 为实



 9 

空间的情况进行证明，对于复空间，只须作细节上的修正 . 

考虑映射 : nT X R→ ， ( ) ( ) ( )( )1 , , nT x f x f x= , x X∈ ，容易验

证 T 是有界线性算子。 T 是到上的，实际上， ( )T x 是
nR 的线性子空

间 ， 若 ( )dimT x n＜ ， 则 存 在 不 全 为 0 的 n 个 数 1, , na a ，

( )
1

0
n

i i
i
a f x

=

=∑ ， x X∀ ∈ ，于是
1

0
n

i i
i
a f

=

=∑ 。这与 1, , nf f  线性无关

性矛盾 . 

, nX R 都是 Banach 空间，于是T 是开映射 . 

ε∀ ＞0 ， 记 { };E x x Mε ε= ≤ + ， 则 { }0 ;E x x Mε ε= +＜ 是

0 X∈ 的领域，于是 ( )0T Eε 是 0 nR∈ 的领域，即 0 nR∈ 是 ( )T Eε 的内

点 . 若 不 存 在 x Eε ε∈ ， 使 得 ( )i if x cε = ( )1, ,i n= , 即

( )1, , nc c c= ( )T Eε∉ ，注意到 ( )T Eε 是
nR 中的凸集，由隔离定理（定

理 4）存在
nR 上的连续线性实泛函 F 和实数 r＞0，使得  

    ( )F Tx r≤ ， x Eε∀ ∈ ， ( )F c r＞ . 

不 妨 设 ( ) 1 1 n nF y b y b y= + + ， ( )1, , n
ny y R∀ ∈ ， 其 中

1, , nb b R∈ ，则 ( ) ( )
1

n

i i
i

F Tx b f x
=

=∑ . 注意 x Eε∈ 当且仅当 x Eε− ∈ ，

故必有  

( ) ( )
1

n

i i
i
b f x F Tx r

=

= ≤∑ , 

于是  

        ( ) ( ) ( )
11 1

sup sup
n n

i i i i
x M xi i

b f x b f x M
ε

ε
≤ + ≤= =

= +∑ ∑  

                       

( ) ( )
1 1 1

sup
n n

i i i i
x i i

M b f r F c b cε
≤ = =

= + ≤ =∑ ∑＜ . 

1, , nf f 线性无关，故
1

0
n

i i
i
b f

=

≠∑ , 从而              
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1 1

n n

i i i i
i i

M a f a c
= =

<∑ ∑ . 

与定理中所给条件矛盾 . 

定理得证 . 

 

思考题  

设 , , ( 1)n n nα β ≥ 是两组实数，试给出存在 [ , ]π π− 上的可积函数

( )x x t= 使得它关于 sin ,cosnt nt  的 Fourier 系数是 , , ( 1)n n nα β ≥ 的条

件 .    


