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四阶累积量用于最小嵌入维数估计的新方法
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摘要 : 　用能反映非线性结构的四阶累积量函数代替相关函数构造矩阵 ,对奇异值分解法进行改进. 对

比分析了用四阶累积量函数构造矩阵的多种方法 ,得到两种较好的构造矩阵的方法. 其中当四阶累积量

函数的两个变量分别在矩阵的对角线方向和偏离对角线方向取值并且第三个变量取零时 ,得到的矩阵

的分析效果最好. 并用此方法分析由 Henon 映射、Lorenz 模型生成的混沌时间序列. 实验结果表明了改进

后方法的有效性及稳定性 ,并且改进后方法适合小数据量的情况且计算效率高.
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Abstract : 　Singular value decomposition is essentially a linear method based on the covariance matrix which reflects

the linear dependence. Numerical experience led several researchers to express some doubts about the reliability of

SVD. In this paper the matrix constructed by four2order cumulant function instead of correlation function is used to

improve the method of SVD. Methods used four2order cumulant function to construct matrixes is studied and the best

two methods are found. When two parameters of four2order cumulant function choose values of the diagonal direction

and the off2diagonal direction of the matrix and the third parameter is zero , we can get the best matrix. In this paper

we illustrate this method to analyze chaotic time series from Henon attractor and Lorenz model. Simulation results show

the validity and the stability of the improved method. And this method is fit for the small set nonlinear time series and

is computationally efficient.
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1 　引言
相空间重构是用动力系统方法分析非线性时间序列的基础 ,Takens

[1 ] 证明了用延迟坐标重构的动力

轨迹相空间与原动力系统保持微分同胚 ,即单变量时间序列在无限长且无噪声的情况下 ,延迟时间取任意

值都能重构原系统相空间. 但实际上 ,实测时序是有限长的 ,且不可避免的被噪声污染 ,因此延迟时间取任

意值不能重构原系统相空间 ,嵌入定理也没有提供嵌入维数的选取方法. 因此实测时序相空间重构的关键

是其参数的选取.

最小嵌入维数不仅是相空间重构的一个重要参数而且是混沌时间序列预测器定阶问题的重要参数.

目前最小嵌入维数的选取方法主要有三种 :饱和关联维数法、伪邻近点法和奇异值分解法. 饱和关联维数
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法[2 ]对噪声非常敏感、不适合小数据量、计算量大、判定准则主观性强 ;伪邻近点法[3 ] 的判定准则主观、要

求延时已知、计算量大且对噪声敏感 ;奇异值分解法 (Singular Value Decomposition ,简称 SVD 法) [4 ] 根据奇异

值区分出信号成分及噪声平台 ,从而确定最小嵌入维数 ,它所用的由二阶矩函数组成的协方差阵 ,反映的

是线性相关 ,因此该方法本质上是一种线性方法 ,其可靠性受到质疑[5 ,6 ]
.

高阶统计作为一种非线性信号处理工具 ,能反映非线性结构. 文献 [ 7 ,8 ]把高阶统计应用于非线性时

间序列分析得到较好效果.

用四阶累积量函数代替二阶矩函数构造矩阵 ,改进 SVD 法. 分析了用四阶累积量函数构造矩阵的多

种方法 ,得到两种较好的构造矩阵的方法. 实验结果表明了改进后方法的有效性及稳定性.

2 　方法
211 　相空间重构与奇异值分解

为了研究未知系统的动力特性 ,人们需要从测量数据重构原系统相空间. 通常混沌系统可用低阶微分

方程描述 ,假设原混沌系统的动力方程是由 n 个一阶微分方程组成的方程组 ,该方程组通过求导和消元

可化为一个只含一个变量的 n 阶微分方程 ,所以 ,决定系统长期演化的任一变量的时间序列均包含了系

统所有变量长期演化的信息 ,因此 ,可以通过决定系统长期演化的任一单变量时间序列来研究系统的混沌

行为. 假设已知序列{ xi } , i = 1 ,2 , ⋯, N ,根据 Takens 嵌入定理可得延迟矢量及轨迹矩阵为 :

X =

X
T
1

X
T
2

…

X
T
N

T

=

x1 x1+τ ⋯ x1+ ( d - 1)τ

x2 x2+τ ⋯ x2+ ( d - 1)τ

…

xN
T

xN
T

+τ ⋯ xN
T

+ ( d - 1)τ

(1)

其中 d 为嵌入维数 ,τ为延迟时间 , N T = N - ( d - 1)τ.

对 X 进行奇异值分解 ,可以得到 d 个不增序排列的奇异值σ1 ≥σ2 ≥⋯≥σd ≥0 ,奇异值的分布与系统

有关 ,奇异值的平方称为奇异谱 ,它代表对应方向能量分布 ,其百分比即代表系统能量百分比. 一般而言 ,

在系统的奇异谱中只有前面的若干个具有较大的值 ,它们代表信号成分 ,其余的值较小 ,它们代表噪声平

台 ,信号成分对应方向包含了系统绝大部分能量. 对于如何区分信号成分及噪声平台 ,人们提出许多判定

准则 ,但都受一定主观因素影响 ,而在实际应用中 ,人们发现对有的系统根据奇异谱根本无法区分出信号

成分和噪声平台. 这是因为 SVD 法本质上是一种线性方法 ,它所用的协方差阵是由仅包含二阶统计信息

的相关函数组成的. 若 Tx 表示 X 的协方差阵 ,即

Tx = X
T

X =

Rx (0) Rx (τ) ⋯ Rx [ ( d - 1)τ]

Rx (τ) Rx (0) ⋯ Rx [ ( d - 2)τ]

…

Rx [ ( d - 1)τ] Rx [ ( d - 2)τ] ⋯ Rx (0)

, (2)

其元素为

Tx ( i , j) = E{ x ( n) x [ n + ( i - j)τ]} = Rx [ ( i - j)τ] , (3)

其中τ为延迟时间 , i , j = 1 ,2 , ⋯, d .

针对 SVD 法是线性方法 ,不适合用来分析非线性系统这一问题 ,用包含高阶统计信息的四阶累积量

函数代替相关函数构造矩阵 ,从而改进奇异值分解法.

212 　高阶统计量

高阶统计量包括高阶矩、高阶累积量及其谱 ,这里高阶指二阶以上. 高阶统计量应用于信号处理领域

的主要动机和目的可归结为 :检测、表征信号的非线性特征 ,识别非线性系统 ;压制高斯色噪声 ;提取信号

中偏离高斯分布的信息 ;识别和重构非最小相位信号[9 ]
.

随机变量 x 的 k 阶矩及累积量分别定义为第一特征函数和第二特征函数的 k 阶导数在原点的值 ,即 :
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mk =
d

kΦ( s)
d s

k
s = 0

= E{ x
k
e

sx
} | s = 0 = E{ x

k
} , (4)

ck =
d

kΨ( s)
d s

k
s = 0

, (5)

其中 Ψ( s) = lnΦ( s) ,又Φ(0) = 1 ,从而有 Ψ(0) = 0 ,因此 Ψ( s)可展成下面的 Taylor 级数 :

Ψ( s) = c1 s +
1
2

c2 s
2 +

1
6

c3 s
3 +

1
24

c4 s
4 + ⋯+

1
k !

cks
k + ⋯. (6)

在工程上 ,对于一个零均值的平稳随机过程{ x ( n) } ,其高阶累积量定义为 :

ckx (τ1 ,τ2 , ⋯,τk - 1 ) = E{ x ( n) x ( n +τ1 ) ⋯x ( n +τk - 1 ) } - E{ g ( n) g ( n +τ1 ) ⋯g ( n +τk - 1 ) } , (7)

其中{ g ( n) }是一个与{ x ( n) }具有相同功率谱密度的高斯过程. 由式 (6) 可看出 ,高阶累积量包含了信号

的高阶统计信息 ,它能表征二阶统计量所不能表征的非线性关系. 由式 (7)可看出 ,高阶累积量表示信号偏

离高斯分布的测度 ,任意高斯过程的高阶累积量均为零 ,即高阶累积量具有盲高斯噪声性 ,而高斯噪声又

是最普遍的一类噪声 ,这非常有利于实际分析.

矩和累积量相互之间存在转换公式 :累积量2矩公式 (C2M 公式)及矩2累积量公式 (M2C公式) ,即 :

mx ( I) = ∑
∪q

p = 1
I
p

= I
∏

q

p = 1
cx ( Ip ) , (8)

cx ( I) = ∑
U

q
p = 1

I
p

= I

( - 1) q- 1 ( q - 1) ! ∏
q

p = 1
mx ( Ip ) , (9)

其中 ∑
∪q

p = 1
I
p

= I

表示在 I 的所有分割 (1 ≤q ≤N ( I) )内求和. 对零均值的平稳实随机过程{ x ( n) }由 M2C 公式

可得 :

c2 x (τ) = E{ x ( n) x ( n +τ) } = Rx (τ) , (10)

c3 x (τ1 ,τ2 ) = E{ x ( n) x ( n +τ1 ) x ( n +τ2 ) } , (11)

c4 x (τ1 ,τ2 ,τ3 ) = E{ x ( n) x ( n +τ1 ) x ( n +τ2 ) x ( n +τ3 ) } - Rx (τ1 ) Rx (τ2 - τ3 ) -

　　Rx (τ2 ) Rx (τ3 - τ1 ) - Rx (τ3 ) Rx (τ1 - τ2 ) . (12)

在实际应用中 ,人们经常使用高阶累积量而不使用高阶矩 ,主要原因如下 :理论上 ,高阶累积量的使用可避

免高斯有色观测噪声的影响 ,而高阶矩却不能 ;累积量问题的解具有唯一性 ,而矩问题的解却不具有唯一

性 ;两个统计独立的随机过程的累积量等于各个随机过程的累积量之和 ,而该结论对于高阶矩却不成

立[10 ]
.

213 　用四阶累积量估计最小嵌入维数的新方法

用四阶累积量函数代替相关函数构造矩阵 Tx ,由于四阶累积量函数有三个变量 ,而矩阵 Tx 只有两个

变量 ,所以矩阵 Tx 有多种形式. 为了构造矩阵 Tx ,四阶累积量函数的两个变量分别沿矩阵的两组正交方

向取值 ,其中一组正交方向为矩阵的横向 i 和纵向 j ,另一组正交方向为矩阵的对角线方向| i - j| 和偏离

对角线方向| i + j - d - 1| ,第三个变量分别取 0 , j ,| i - j| ,| i + j - d - 1| ,那么矩阵 Ts 元素分别为 :

T
1
x ( i , j) = c4 ( iτ, jτ,0) ,

T
2
x ( i , j) = c4 ( iτ, jτ, jτ) ,

T
3
x ( i , j) = c4 ( iτ, jτ, | i - j | τ) ,

T
4
x ( i , j) = c4 ( iτ, jτ, | i + j - d - 1 | τ) ,

T
5
x ( i , j) = c4 (| i - j | τ, | i + j - d - 1 | τ,0) ,

T
6
x ( i , j) = c4 (| i - j | τ, | i + j - d - 1 | τ, | i - j | τ) ,

T
7
x ( i , j) = c4 (| i - j | τ, | i + j - d - 1 | τ, iτ) ,

T
8
x ( i , j) = c4 (| i - j | τ, | i + j - d - 1 | τ, jτ)
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其中τ为延迟时间 , i , j = 1 ,2 , ⋯, d . 实验结果表明矩阵 T
1
x 的分析效果明显好于矩阵 T

2
x , T

3
x , T

4
x ;矩阵 T

5
x

的分析效果明显好于矩阵 T
6
x , T

7
x , T

8
x . 由此可得出结论 :两个变量取正交方向后 ,第三个变量取为零的四阶

累积量函数构成的矩阵已充分反映了数据内在关系 ,第三个变量取其它值反而使得数据间的相关性减弱.

还考虑了上面几个矩阵和 (如 T
1
x + T

3
x )的分析效果 ,实验表明矩阵和的分析效果无实质性变化.

分别对矩阵 T
1
x 和 T

5
x 进行奇异值分解 ,得到奇异谱 ,取奇异谱百分比大于阈值的个数为最小嵌入维

数 ,记作 m ,该分析方法分别称作 H2SVD 和 HD2SVD.

当矩阵的阶数变化时 ,该类分析方法将得到不同结果 ,因此该类方法必须考虑矩阵阶数的取值问题.

而目前针对矩阵阶数的取值问题文献中讨论的甚少. 根据实验结果 ,矩阵阶数可在时间序列自相关函数的

第一个极小值所对应的自变量值附近取值 ,这是针对该问题的一种方法 ,该问题有待进一步解决.

3 　实验与分析
分析由 Henon 映射的 x 分量生成的时间序列 :

xn+1 = yn + 1 - ax
2
n

yn+1 = bxn

(13)

其中 a = 114、b = 013 ,该时序的自相关函数类似冲激函数 ,只在原点处有较大值 ,用于分析的矩阵的阶数

值可取较大一点 ,如 10、12. 图 1 (d) 为延时分别取 2、3 ,嵌入维数取 10 及延时分别取 2、4 ,嵌入维数取 12

时 ,HD2SVD 得到的奇异谱的分布图. 从图 1 可看出 ,当数据长度为 2000 时 ,对不同的延时及嵌入维数 ,HD2
SVD 法得到最小嵌入维数 m = 2 (图 1 (d) ) ,且不受高斯白噪声的影响 (图 1 (e) ) ,而 SVD 和 H2SVD 得到的

奇异谱却不能反映原系统的维数特征 ,但 H2SVD 的效果明显好于 SVD(图 1 (b) 、(c) ) . 因此对该时间序列 ,

HD2SVD 法适合小数据量、对不同的延时及嵌入维数稳定、对噪声不敏感.

(a)自相关函数 (b) SVD 得到的奇异谱

(c) H2SVD 得到的奇异谱 (d) HD2SVD 得到的奇异谱 (e) SNR = 7dB 时 HD2SVD 得到的奇异谱

图 1 　Henon 映射生成时间序列的奇异谱 (用最大值归一化) , (b) 、(c) 、(d) d = 10、12 , (e) d = 10

分析由Lorenz 模型的 x 分量生成的时间序列 :

Ûx = σ( y - x)

Ûy = x ( R - z) - y

Ûz = xy - bz

(14)

其中σ= 16、R = 45192、b = 4 ,采样间隔Δt = 0101s 时自相关函数在自变量为 32 时第一次达到极小值 ,所以

该分析矩阵的阶数在 32 左右取值 ,采样间隔Δt = 01025s 时自相关函数在自变量为 16 时第一次达到极小
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值 ,所以该分析矩阵的阶数在 16 左右取值. 从图 2 可看出 ,当数据长度为 2000 时 ,对不同的延时及嵌入维

数 ,SVD 法、H2SVD 法和 HD2SVD 法都得到最小嵌入维数 m = 3 (图 2 (c) 、(d) 、(e) ) ,其中 HD2SVD 法的结果

不受高斯白噪声的影响 (图 2 (g) ) . 当采样间隔Δt = 01025s 时 ,HD2SVD 法仍得到最小嵌入维数 m = 3 (图 2

(f) ) . 因此对该时间序列 ,HD2SVD 法适合小数据量 ,对不同的采样间隔、延时及嵌入维数稳定 ,对噪声不敏

感.

(a) 采样时间为 0. 01 时的自相关 (b) 采样时间为 01025 时的自相关

(c) SVD 得到的奇异谱 (d) H2SVD 得到的奇异谱

(e) HD2SVD 得到的奇异谱 (f)Δt = 01025 时 HD2SVD 得到的奇异谱 (g) SNR = 7dB 时 HD2SVD 得到的奇异谱

图 2 　Lorenz 模型生成时间序列的奇异谱 (用最大值归一化) , (c) 、(d) 、(e) 、(g) d = 30、35、40 , (f) d = 15、20

分析由下面映射生成的时间序列 :

xn+4 = sin ( xn + 5) + sin (2 xn+1 + 5) + sin (3 xn+2 + 5) + sin (4 xn+3 + 5) (15)

由式 (15)可知该时间序列的最小嵌入维数为 4. 该时序的自相关函数类似冲激函数 ,其分析矩阵阶数取

10、12. 从图 3 可看出 ,当数据长度为 2000 时 ,对不同的延时及嵌入维数 ,HD2SVD 法得到最小嵌入维数 m

= 4 (图 3 (d) ) ,且不受高斯白噪声的影响 (图 3 (e) ) ,而 SVD 和 H2SVD 得到的奇异谱却无法反映原系统的

维数特征 (图 3 (b) 、(c) ) . 因此对该时间序列 ,HD2SVD 法适合小数据量、对不同的延时及嵌入维数稳定、对

噪声不敏感.

对由 Henon 映射和式 (15) 生成的时间序列 SVD 法得到的奇异谱无法反映原系统的维数特征 (图 1

(b) 、图 3 (b) ) ,对由Lorenz 模型生成的时间序列 SVD 法是成功的 (图 2 (c) ) . 而对上述三组时间序列 ,HD2
SVD 法都能得到满意结果 ,并在不同的延时、嵌入维数、采样间隔及有噪声的情况下表现出较好的鲁棒性.
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(a) 自相关函数 (b) SVD 得到的奇异谱

(c) H2SVD 得到的奇异谱 (d) HD2SVD 得到的奇异谱 (e) SNR = 7dB 时 HD2SVD 得到的奇异谱

图 3 　式 (15)生成时间序列的奇异谱 (用最大值归一化) , d = 10、12

4 　结论
用四阶累积量函数代替相关函数构造矩阵 ,改进了估计最小嵌入维数的奇异值分解法. 此方法只需要

进行矩阵的乘法和奇异值分解运算 ,所以此方法的计算效率高. 用四阶累积量函数估计最小嵌入维数的

HD2SVD 法与传统的方法相比有以下优点 :1)判定准则客观 ;2)对采样时间及噪声有很好的鲁棒性 ;3)适合

小数据量 ;4)计算效率高.
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