
　2005 年 9 月 系统工程理论与实践 第 9 期 　

文章编号 :100026788 (2005) 0920022207

保底型基金的设计与定价

任学敏 ,李少华
(同济大学应用数学系 ,上海 200092)

摘要 : 　保底型基金由于既保证最低的收益又可能获得高额的投资回报 ,满足了一部分投资者的需要 ,

所以 ,目前在市场上很受欢迎. 在无套利原理和双因子模型下 ,获得了保底基金设计原理和定价方法 ,无
论基金有否担保 ,都可以用 PDE的方法得到解析表达式.
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1 　引言
近年来 ,人们金融意识的逐步增强 ,对投资理财有了更多的要求 ,单纯的股票市场和债券市场不能完

全满足他们的要求 ,储蓄已不能满足人们理财的需要. 针对人们的不同的风险偏好和投资回报期望 ,一些

金融机构推出一系列金融创新产品以满足人们投资理财的需求. 这些金融产品的设计与准确估值 ,对于投

资者和金融机构来讲都有着非常重要的意义. 本文考虑与股指挂钩的分红保底基金的条款设计与定价问

题.

金融机构推出的分红保底基金是针对愿意承担一定风险而搏取高额回报的客户而设计的 ,投资者投

资该基金后 ,基金公司承诺给投资者以事先约定的最低收益 (通常低于同期国债的收益) ,同时投资者获得

一定比例投资收益的超额部分 (而投资者不必承担基金低收益甚至亏损的风险) ,这是一个嵌入的欧式期

权 ,是利率和股指的衍生物 ,其隐含的期权费体现在保底收益的大小和超额收益的分配比例上.

2 　数学模型
211 　基本假设

3 资产的构成 :每份基金的面值为一元 ;

3 根据基金公司是否获得银行或其他金融机构进行担保 ,我们设计了如下条款 :

如果有银行或其他金融机构进行担保 ,那么 :

1) 基金到期保底收益为每份α元超额 ,收益部分的分红比例为β(0 ≤β≤1) ;

2) 基金全部投资于指数基金 ;

如果没有银行或其他金融机构进行担保 ,那么 ,为了确保公众投资者的保底收益 ,发起人必须投入一



部分自有资金 ,在基金中所占比例为 1 - ω ,我们同样规定上述条款 ,但增加第三条款 :

3)当基金投资发生亏损时 ,对基金净值设置一个下限 K( t) ,当基金净值触及 K( t) 时 ,基金全部投资

T 时刻到期的零息票国债 ,从而确保投资者 T 时刻保底收益 ,其中 ,

K( t) = ωαP ( r , t , T) . (1)

这里 , P ( r , t , T)为 T 时刻到期的零息票国债在 t 时刻的价格 ;

3 市场利率模型 :我们采用服从均值回归的 Vasicek 模型 ,

d rt = θ(μr - r) d t +σr d W
(1)
t . (2)

　　3 对于指数型基金 ,. 假定其净值服从几何布朗运动 ,从金融意义上讲 ,是比较合理的.

dV t

V t
= μd t +σV d W

(2)
t , (3)

并且

cov(d W
(1)
t ·d W

(2)
t ) = ρd t , 　(| ρ| < 1) ,

E (d W
( i)
t ) = 0 , 　i = 1 ,2 ,

Var (d W
( i)
t ) = d t , 　i = 1 ,2.

在初始时刻 V0 = 1.

3 假设客户持有的每份保底基金的价值 Ct 是依赖时间、利率和指数基金价值的函数 ,即 Ct = C ( V t ,

rt , t) ,并记在 T 时刻到期的零息票债券的价格为 Pt = P ( rt , t , T) ;

3 市场无摩擦 ,无套利.

212 　建立方程

利用Δ2对冲原理 , 我们在时间 ( t , t + d t)作一个投资组合Π ,使得Π在 ( t , t + d t) 时间段内无风险 ,

Π是由 1 份基金多头 C 和Δ1 份指数基金 V 及Δ2 份零息票 P 空头组成 ,在 ( t , t + d t) 时间段Π的收益

为 :

Πt = Ct - Δ1 V t - Δ2 Pt ,

dΠt = d Ct - Δ1 dV t - Δ2 d Pt . (4)

由 Ito 公式 ,可得 :

dΠt =
5 C
5 t

d t +
5 C
5 r

d rt +
5 C
5V

dV t +
1
2

52
C

5 r
2σ

2
r +

52
C

5V
2σ

2
VV

2
+ 2

52
C

5 r5V
Vρσrσv d t -

Δ1 dV t - Δ2
5 P
5 t

d t +
5 P
5 r

d r +
1
2

52
P

5 r
2σ

2
r d t . (5)

选择Δ1 =
5 C
5V

,Δ2 =

5 C
5 r
5 P
5 r

以消去随机项 ,根据无套利原理[2 ] ,此时

dΠt = rΠt d t . (6)

　　经计算得 :

5 P
5 t

+
1
2
σ2

r
52

P
5 r

2 - rP

5 P
5 r

=

5 C
5 t

+
5 C
5V

rV +
1
2

52
C

5 r
2σ

2
r +

52
C

5V
2σ

2
VV

2 + 2
52

C
5 r5V

VρσrσV - rC

5 C
5 r

. (7)

　　如果引入风险的市场价格[1 ] (market price of risk)λ,在 Vasicek 模型之下 ,

5 P
5 t

+
1
2
σ2

r
52

P
5 r

2 - rP

5 P
5 r

= λσr - θ(μr - r) . (8)

注意方程 (7)等号左侧是关于函数 P 的表达式 ,而右侧是关于函数 C 的表达式 ,这说明其应等于以一个与
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P , C 无关的函数 ,而利率的风险市场价格λ,可从国债价格反求 ,也可从投资者的效用或偏好求出

(Campbell)
[4 ]

.

由此得到 :

5 P
5 t

+
5 P
5 r

[θ(μr - r) - λσr ] +
1
2
σ2

r
52

P
5 r

2 - rP = 0 , (9)

L C =
5 C
5 t

+
5 C
5 r

[θ(μr - r) - λσr ] +
5 C
5V

rV +
1
2

52
C

5 r
2σ

2
r +

52
C

5V
2σ

2
VV

2
+ 2

52
C

5 r5V
VρσrσV - rC = 0. (10)

令

δr = μr - λσrΠθ, (11)

则 :方程 (9) , (10)可改写为 :

5 P
5 t

+
5 P
5 r
θ(δr - r) +

1
2
σ2

r
52

P
5 r

2 - rP = 0. (12)

LC =
5 C
5 t

+
5 C
5 r
θ(δr - r) +

5 C
5V

rV +
1
2

52
C

5 r
2σ

2
r +

52
C

5V
2σ

2
VV

2
+ 2

52
C

5 r5V
VρσrσV - rC = 0. (13)

213 　定解条件

如果有银行提供担保 ,不存在违约 ,此时金融机构无须提供自有资金 ,定解问题为 :

LC = 0

C ( V , r , T) = α +β( V - α) +
, 　　( r ∈ R ,0 ≤V ≤∞,0 ≤ t ≤ T)

(14)

　　如果没有银行提供担保 ,存在违约可能性 ,此时金融机构必须提供自有资金 ,根据基金条款 (3) ,定解

问题为 :

LC = 0

C ( V , r , T) = α+β( V - α) +

C ( V , r , t) | V =ωαP( r , t , T) = αP ( r , t , T)

(15)

3 　定解问题的简化

以上定解问题是二维问题 ,我们采用转换计价单位的方法 ,以到期日 T 的零息票 Pt 作为计价单位 ,考

虑相对于 Pt 的相对价格
Ct

Pt
和

V t

Pt
,把上述定解问题转化为一维问题来处理.

到期日 T 的零息票价格 P 满足下列边值问题 :

5 P
5 t

+
5 P
5 r

·θ(δr - r) +
1
2
σ2

r
52

P
5 r

2 - rP = 0

P ( r , T , T) = 1 , ( - ∞ < r < + ∞,0 ≤ t ≤ T)

(16)

令

z =
V

P ( r , t)
, W ( z , t) =

C ( V , r , t)
P ( r , t)

, (17)

其中 P ( r , t)是定解问题 (16)的解.

直接计算得 :

5 C
5 t

= W ·5 P
5 t

+ P
5 W
5 t

+
5 W
5 z

·5 z
5 P

·5 P
5 t

,

5 C
5 t

= W ·5 P
5 t

- z ·5 W
5 z

·5 P
5 t

+ P
5 W
5 t

, (18)

5 C
5 r

= W ·5 P
5 r

- z
5 W
5 z

·5 P
5 r

, (19)

5 C
5V

=
5 W
5 z

, (20)
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52
C

5 r
2 = W - z

5 W
5 z

52
P

5 r
2 +

z
2

P
·52

W
5 z

2 · 5 P
5 r

2

, (21)

52
C

5V
2 =

1
P

52
W

5 z
2 , (22)

52
C

5 r5V
= -

z
P

52
W

5 z
2 ·5 P

5 r
. (23)

将上面各式代入 (13)并化简得 :

5 W
5 t

+
1
2

z
2 52

W
5 z

2
1
P

2
5 P
5 r

2

σ2
r +σ2

V - 2ρσrσV
1
P
·5 P

5 r
= 0. (24)

定解问题 (16)有唯一显式示解 :

P ( r , t) = A ( t) e
- B ( t) r

, (25)

其中 ,

A ( t) = e

( B ( t) - T+ t) θ2δ
r

-
σ2

r
2

θ2 -
σ2

r
B

2 ( t)

4θ , 　B ( t) =
1 - e

-θ( T- t)

θ . (26)

1
P

5 P
5 r

=
5ln P

5 r
= - B .

1
P

2
5 P
5 r

2

σ2
r +σ2

V - 2ρσrσV
1
P

5 P
5 r

= B
2 ( t)σ2

r +σ2
V + 2ρσrσVB ( t) > 0 , 　(| ρ| < 1) .

令 σ2 ( t) =
1
P

2
5 P
5 r

2

σ2
r +σ2

V - 2ρσrσV
1
p

5 P
5 r

,

则方程 (24)可写成

5 W
5 t

+
1
2

z
2σ2 ( t)

52
W

5 z
2 = 0. (27)

4 　定解公式
经过转化计价单位 ,方程变为一维问题 ,定解问题要变成一维问题还须看边界条件.

1)对于有银行或其他金融机构担保情况 ,在变换 (17)下 ,因为 P ( r , T , T) = 1 ,原边界条件 C ( V , r , T)

=α+β( V - α) + 变为 W ( z , T) =α+β( z - α) +
,定解问题为

5 W
5 t

+
1
2

z
2σ2 ( t)

52
W

5 z
2 = 0

W ( z , T) = α+β( z - α) +

, (28)

取τ =∫
t

0
σ2 (ξ) dξ , 问题 (25)变为

5 W
5τ +

1
2

z
2 52

W
5 z

2 = 0

W ( z , �T) = α +β( z - α) +

(29)

这里 �T =∫
T

0
σ2 (ξ) dξ ,即未定权益 W 是现金流α与β份敲定价格为α的看涨期权的和.

由 Black2Scholes 公式[2 ]得 :

W = α +β[ zN ( �d1 ) - αN ( �d2 ) ]

其中 �d1 =

ln
z
α +

1
2

( �T - τ)

�T - τ

, �d2 = �d1 - �T - τ
. 从而

C ( V , r , t) = αP ( r , t) +β[ VN ( �d1 ) - αP ( r , t) N ( �d2 ) ] . (30)

　　由于我们习惯上以一元出售 ,即 C (1 , r0 ,0) = 1 ,所以 ,由 (30)式得到 :
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β =
N ( �d2 ) - N ( �d1 )

N ( �d1 ) - αP ( r0 ,0) N ( �d2 ) + 1.

dβ
dα =

1

[ N ( �d1 ) - αP ( r0 ,0) N ( �d2 ) ]
2
× 1

2π ∫
T

0
σ2 ( s) d s

×1
α ×

[1 - αP ( r0 ,0) ] e
-

�d
1

2 N ( �d2 ) - e
-

�d
2

2 N ( �d1 ) +

2π ∫
T

0
σ2 ( s) d s ·αP ( r0 ,0) N ( �d2 ) [ N ( �d2 ) - N ( �d1 ) ] .

由于保底收益低于同期国债的收益 ,因此 ,1 - αP ( r0 ,0) > 0 ;而 �d1 > �d2 ,所以 ,
dβ
dα< 0. 这说明 ,在基金发行

时超额收益的比例是关于保底收益水平的单调递减函数 ,发行者可根据市场情况来确定 ,如对证券市场较

乐观时 ,可取较大的β值和对应的较小的α值以吸引投资者.

2)对于没有银行或其他金融机构担保情况 ,在变换 (17)下 ,因为 P ( r , T , T) = 1 ,定解问题为 :

5 W
5 t

+
1
2

z
2σ2 ( t)

52
W

5 z
2 = 0

W ( z , r , T) = α +β( z - α) +

W | z =ωα = α (0 ≤ t ≤ T , z ≥α)

(31)

取τ =∫
t

0
σ2 (ξ) dξ , 问题 (31)变为

5 W
5τ +

1
2

z
2 52

W
5 z

2 = 0

W ( z , r , �T) = α+β( z - α) +

W | z =ωα = α (0 ≤τ ≤�T , z ≥α)

(32)

这里 �T =∫
T

0
σ2 (ξ) dξ ,即未定权益 W 是现金流α与β份敲定价格为α的看涨期权的和 ,同时 ,该未定权益

还是具有水平α的关卡期权 (barrier options) . 令 :

x = ln
z

ωα, (33)

定解问题 (32)变为 :

5 W
5τ +

1
2

52
W

5 x
2 -

1
2

5 W
5 x

= 0

W ( x , r , �T) = α+β(ωαe
x

- α) +

W | x = 0 = α, (0 ≤τ ≤�T , x ≥- lnω)

(34)

令 : U = W - α, (35)

则 :

5 U
5τ +

1
2

52
U

5 x
2 -

1
2

5 U
5 x

= 0

U ( x , r , �T) = βα(ωe
x

- 1) +

U | x = 0 = 0 , (0 ≤τ ≤�T , x ≥- lnω)

(36)

令 : �U = e
1
8
τ- 1

2 x
U , (37)

定解问题 (36)变为 :

5 �U
5τ +

1
2

52 �U
5 x

2 = 0

�U ( x , r , �T) = βαe
1
8 �T - 1

2 x
(ωe

x - 1) +

�U | x = 0 = 0 , (0 ≤τ ≤�T , x ≥- lnω)

(38)
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利用镜像法[5 ]
,定义

φ( x) =
βαe

1
8 �T - 1

2 x (ωe
x

- 1) +
, x > 0

- βαe
1
2 �T + 1

2 x
(ωe

- x
- 1) +

, x < 0
(39)

　　易见φ( x) = - φ( - x) ,即φ( x)是奇函数. 在 ( x ∈R ,0 ≤τ≤�T)上考虑 Cauchy 问题 :

5 �U
5τ +

1
2

52 �U
5 x

2 = 0 , ( x ∈ R ,0 ≤τ ≤�T)

�U = φ( x) , ( x ∈ R)

(40)

由于这个解必是奇函数 ,因此它在 D : ( x ∈R + ,0 ≤τ≤�T)上的限制必适合定解问题 (38) . Cauchy 问题 (40)

的解可表为 Poisson 公式 :

�U ( x ,τ) =
1

2π( �T - τ)∫
+ ∞

- ∞
e

-
( x -ξ) 2

2 ( �T -τ)φ(ξ) dξ

=
1

2π( �T - τ)∫
+ ∞

0
e

-
( x -ξ) 2

2 ( �T -τ) - e
-

( x +ξ) 2

2 ( �T -τ) βαe
1
2 �T - 1

2
ξ

(ωe
ξ

- 1) +
dξ

=
βαe

1
8 �T

2π( �T - τ) ∫
- lnω

0
e

-
( x -ξ) 2

2 ( �T -τ) - e
-

( x +ξ) 2

2 ( �T -τ) e
- 1

2
ξ

(1 - ωe
ξ) dξ+

∫
+ ∞

- lnω
e

-
( x -ξ) 2

2 ( �T -τ) - e
-

( x +ξ) 2

2 ( �T -τ) e
- 1

2
ξ

(ωe
ξ

- 1) dξ .

�U ( x ,τ) =βαe
1
8 �T - 1

2 x + 1
8

( �T -τ)
[2 N ( d2 ) - N ( d1 ) - 1 ] - βαe

1
8 �T - 1

2 x - 1
8

( �T -τ)
[2 N ( d4 ) - N ( d3 ) - 1 ] -

- βαωe
1
8 �T + 1

2 x + 1
8

( �T -τ)
[2 N ( d6 ) - N ( d5 ) - 1 ] +βαωe

1
8 �T - 1

2 x + 1
8

( �T -τ)
[2 N ( d8 ) - N ( d7 ) - 1 ] .

其中 , N (·)为标准正态分布的分布函数 ,

d1 = -
ln

V
ωαP ( r , t , T) -

1
2∫

T

t
σ2 (ξ) dξ

∫
T

t
σ2 (ξ) dξ

; 　d2 = -
lnω + ln

V
ωαP ( r , t , T) -

1
2∫

T

t
σ2 (ξ) dξ

∫
T

t
σ2 (ξ) dξ

;

d3 = -
ln

V
ωαP ( r , t , T) +

1
2∫

T

t
σ2 (ξ) dξ

∫
T

t
σ2 (ξ) dξ

; 　d4 =
- lnω - ln

V
ωαP ( r , t , T) -

1
2∫

T

t
σ2 (ξ) dξ

∫
T

t
σ2 (ξ) dξ

;

d5 = -
ln

V
ωαP ( r , t , T) +

1
2∫

T

t
σ2 (ξ) dξ

∫
T

t
σ2 (ξ) dξ

; 　d6 = -
lnω + ln

V
ωαP ( r , t , T) +

1
2∫

T

t
σ2 (ξ) dξ

∫
T

t
σ2 (ξ) dξ

;

d7 =
ln

V
ωαP ( r , t , T) -

1
2∫

T

t
σ2 (ξ) dξ

∫
T

t
σ2 (ξ) dξ

; 　d8 =
- lnω + ln

V
ωαP ( r , t , T) -

1
2∫

T

t
σ2 (ξ) dξ

∫
T

t
σ2 (ξ) dξ

.

由此得到 :

C ( V , r , t) = P ( r , t , T) e
1
8∫

t
0
σ2 (ξ) dξ+

1
2 ln

V
ωαP( r , t , T) �U +α

同理 ,由 C (1 , r0 ,0) = 1 可确定发行时 ,保底基金条款中 ,参数β与α之间的关系 ,不难证明参数β关于参

数α是单调递减.

5 　数值分析

在 Vasicek 模型我们取μr = 0106 ,θ= 1 ,σr = 01001 ,在股指模型中取σV = 014 ,ρ= - 0125 ,在无担保
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时取ω= 019 即客户所占份额为 90 %. 经计算 ,得到有担保和无担保两种情况下分红保底基金的分红比例

与保底额的关系. 图 1 和图 2 分别是有担保和无担保情况 ,图中横轴是保底额α,纵轴为分红比例β.

图 1
　

图 2
　

6 　结论
在均值回归 Vasicek 利率模型及股指服从几何布朗运动的假设下 ,我们得到了与股指挂钩的分红保底

基金 (有担保和无担保两种情况)的定价公式和分红保底基金设计原理. 我们还可进一步考虑更一般的情

况 ,例如 :基金同时进入股票和债券市场 ,但投资比例上有一定的限制.

最后 ,我们衷心地感谢我们的导师 ———姜礼尚教授 ,在我们的研究中 ,他给予我们悉心的指导并提出

了许多重要的意见.
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