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苎 有理 兰 广义秦九韶算法；造 兰 葡丑垦乡功屯，C％ 髅 
⋯
9(1．'I'P

⋯

'~Q1 7 "1 

， 

质 ．也能表示各种常用曲线；其一般形式为。 

．(“)=∑bj· 。·B：( )／∑"UJj·B：(t)。 (1) 

∈ 。， ，]，t 三 ，其中 ( )一(；) “(1一 ⋯， —o．1'⋯ 是Bemstein基函数， 为Bern— 
stein系数．wj>o为权，”是 ．(“)的次数。在许多应用中都需要这种多项式在任意一点 处的函数值 

及各阶导数值 。 

著名的广义秦九韶算法 (广义 Hornor格式 )为多项式 

(“)；∑d 一t。 (2) 

“e C- ]，t； 三老的求值及求导数提供了最为有效的算法 ： 
(1) deha 一 1一uO； t 一 (u--uO)／delta； f 一 1／delta； f 一 ， 

(2) FOR r+一0 STEP 1 TO ( 一 1)DO 

FOR k 一 ( 一 1)STEP 一 1 TO rDO 

口( )一 口( ) + t 口( + 1) 

(3) FOR r+一l STEP 1 TO n DO 

n(r)+一口(r)*，； 

，一 f *(r+1) c 

最终存放在4(r)单元的数值即为(2)的第r阶导数 该算法乘除总数为( + 一2)／2，内存单元的个数 

为 ”+7。 

文献 5给出了Bernstein多项式的值及各阶导数值的有效算法，与对应的广义秦九韶算法等效 本 

文把结论推广到 了有理 Bernstein多项式 。记 gj~zoi· ( 0，⋯·”)，G．( )= gJ’曰 (t)，H (“) 
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∑ · (f)。在求得GJ(“)和矸 (“)各阶导数的条件下，应用乘积函数的高阶导数公式可递推求出 

X (“)的各种导数值 ，具体关系如下： 

』x c“ 一c c“ 一客㈦· “ · c“ c cr>∞ 。 
【X： (“)= X (“)一 G。(“)／W (“) 

其中涉及的 (“)， 。(“)，i，r=0 ·， 均可由文献 5中(5．1)～(5．4)式递推求得 ，固定 r， ， 
”

， ⋯ ， ，G-， ”，⋯， ，x，x“ ·，x。 时，记 ao—G∽．口I一一 ·x 一 ， 一1．．．·，r，并定义 

递推公式 

fali a『厂i+ al—i l， i； 1，⋯ ，r， J= 0，⋯ ，i 
(4) 

Lat．o=：a ， i==0，⋯ ，r 

可归纳出“ =妻( j·m一 ，。≤ ≤ ≤ 。那么，n =高( )n 。公式( )的应用免除了求( 】的值及 
n +1)12次乘法。总结这些过程可写出求X． )各阶导数的算法如下： 

已知：“，“o，“i，埘。，埘II⋯，t ， ，⋯，b ，m 

求：X．(“)在 “处的值及导数值 

(1)基本赋值 t delta— ul--gO!t一 (“一“0)／delta}，一 1／delta}c ， 

(2)求向前差分值t 

FOR r一 1 STEP 1 TO nDO 

b(k)一 ( )*b )； ’ 

FOR r一 1 STEP1 TO nDO 

FOR 一 H STEP 一 1 TO r DO 

BEG1N 

b(k)一 6(̂ )一6 一1)} 

" )一 ( )一 n一 1) 

END 

(3)求GJ(“)和 W (“)的各阶导数，记 6(r)一G (“)，Ⅳ(r)= )，并存放在单元{6(r)}：．。和 

{w(r))：．。处。 

FOR 一 1 STEP 1 TO DO 

FOR r一 0STEP 1 TO ( --p)DO  

BEGIN 

b(r)+·6(r)+ *b(r+ 1)； 

埘(r)+· (r)+ w(r+1)； 

END 

FOR r— l STEP 1TO nDO  

BEG1N 

，一 ，*(n--r+1)*c} 

6(r)一 b(r)*，； 

w )一 w(r)*， 

END 

(4)求 x． )的次数不超过m的各阶导数，记 x(r)=x (“)，r=0，⋯，m 

FOR r一 (n+ 1)STEP l TO m DO 

BEGIN 

b(r)+·0； 
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"(r)+‘O 

END： 

(0)+一b(O)／w(O) 

F0R r一 1 STEP 1T0 m D0 

BEG1N 

a(0)+一6(r)； 

FOR +一1 STEP 1 TO rDO 

a“)+-一∞(f),g-X(r—f)I 

FOR J一 1 STEP1TO rDO 

FOR 一 1 STEP 1TO rDO 

4“)+‘a“)+ a“一 1)l 

(r)一 口(r)／"(0) 

END 

注意，兄 ( )的高于 阶的导效·般不为0，因而求导阶数为 0到m。当m= 时，该算法乘除次效为 

(3 +13 +10)／2，内存单元数为 4 +12。这已是这种求值的最低数目了，因为分子求导，分母求导，求 

转化式 (3)都需必要的乘积 ，”(r)和 6(r)的输入也需必要的内存，而 a(r)的作用在于免除大量乘积运 

算。x(r)必须设立，因”，6，n数组都不能存 兄 )的导数值。因此，此算法具有很快的运算速度。 

最后来分析此算法的稳定性。令c In
．

a

，

x

+  

{l△ g l， IA'wjI}， {1， (△一) }， 

一 2 ‘c‘d，则有 ll )ll≤ ， Il w )ll≤ ·再令 " 1／ ra in {wA，g 122axll，t )， 

S =ll xP( ) ，则推得递推关系 s，≤q．[1+∑c：I·s ]，r一0’．．·，m}再归纳出不等式 
S，≤2 ·g．_l，于是， llx ) ≤2 ” ·q ’，r一0，⋯，m。设lu--一u1<￡，根据微分中值定 

理而得 ll x ( )一 ∽( )ll— ll x ”(})0·l 一 l≤ 2 _． ·g 。·￡，r 0，⋯，m。因此， 

当l 一 l<e足够小时， ( )与x ( )的差可充分小，所以此算法运行稳定。 
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An Efficient Algorithm for Rational Bernstein Polynomials 

and Their A11 Derivatives 

Zhang Xiaopeng 
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Abstract This paper gives an efficient algorithm for rational Bernstein polynomials，which has few 

multiplications and divisions and costs little storage，as efficient as generalized Hornor s scheme． 
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