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摘 要 给出了一种长程关联的Toda场模型，并讨论这种模型与标准近邻作用仿射Toda 

场模型的联系。 
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70年代，M．Toda“ 提出了含近邻指数作用的Toda力学链，随后二维完全可积体系的共形Toda 

场模型和有质量的仿射Toda场模型成了人们普遍关注的精确可解模型‘。 ．这些模型研究的都是近邻 

相互作用。在本文中．我们给出一种非近邻长程关联的仿射Toda场模型，并讨论这种模型与标准的近 

邻作用仿射Toda模型的联系。 

l 标准近邻Toda模型 

在可积体系的研究中，Lax pair是重要的工具。Tada力学中，Lax pair定义如下 ： 

L=∑ 日i+∑e ( +E-i)， 
‘ (1) 

M一∑e一( 一E-4) 

式中， 为任一李代数的索根，日 为士 所对应的本征矢，日，为李代数的Cartan子代数，对 的求和取 

遍Caftan子代数。 

在Toda场中Lax pair则有下面的表达式 

+ = {a+ +exp(--{ ) +， 
一 =一[{a_ +exp‘ 1口 ) 一]。 

式中 =∑ q·日} 一土∑ 这里的a,H和 的取值和式(1)中的相同。 

以典型李代数A，为例，我们说明力学和场论的的Toda模型。对于普通李代数A 其秩为 ，而仿射 

李代数 ”其秩为r+l，当r—o。时，Toda模型的Toda链是一个无穷长开链，当r有限时，其Toda链 

是闭的循环链，而在场论模型中，普通李代数 对应的是共形场模型。 仿射代数则对应于有质量场 

模型。在本文中，我们研究的是有质量场的长程关联，故我们将选用 型仿射李代数。 

这样由式(1)我们可等价地得到方程 

詈L=[L， ]， (3) 
同时由式(2)我们可推出零曲率条件： 

a-A+一 a+ 一+ +，A一]= 0。 (3，) 
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2 长程关联的Toda场模型 

为了得到长程关联的有质量的Toda场模型，同样，我{rl~l入Lax pair： 

+ ： 导a十 +m exp(一导dde) 十， 
(4) 

一

一 一 [鲁a_ +mexp(要dde)／z_]。 

其中： 一∑ · ；p =∑E~o； ，m为常数 为了明确起见，对于仿射型李代数dj”，这时高度为 

的根矢量 具有标准形：士d一士 士 +1士al+2士⋯士 +H，其中啦为素根，且令珥 m(z≤r)， 

这样其所对应的Toda链将是循环链。 

零曲率条件可由Lax pair的相容性条件求得： 

a—A十一 A一+ +，A一]一 0。 (5) 

把式(4)代入式(5)，我们可以得到运动方程如下： 

a+a． + [exp(一加 +) +， 一]=0。 (6) 

再把 ， ±的表达式代入上式．并考虑Cartan—weyl基的生成关系 

[ ， ，]一 0， ，j一 0，1，2，⋯，r， 

[ ' 
，

一  日 ，。一 D，1'2，⋯ ， 

(7) 
[ E 一一 a,B一 ，；一 0，1，2，⋯ ，r， 

[ ，日一 ]一 。，}： 0，1，2，⋯ ， ， 

以及 ( ·啦)=K 一 

其中霞 为A ”李代数的Caftan矩阵，并且它满足如下关系： 

∑霞 一∑霞 一0。 

由此可得； 

a+a-宝 ． +警 喜 薹 嘶呜 ． 一。。 cs #-0 1一O_=0‘一 
化简上式，便可得运动方程的分量式； 

a+a- +警 一_D。 (9) 

式中，m，一exp(-- ∑ 霞，) 

由式(9)我们可以看出： 

a+a一 一 ，( ， ， ．⋯， ‘ 一 )。 

即；a+a． 是 ，矿 一·， 的函数，所以在定义了 为“力程”之后可以得到如下结论；对于相对位 

置 来说，此Toda场模型是一种 和 “， ．．_·，矿“ 均有相互作用的极其复杂的长程作用模型， 

这种模型很显然是与标准Toda场的近邻作用不同的一种模型，但是经仔细研究，发现它们有着相当程 

度的联系，在下一节里，我们将着重讨论上述二者之间的联系，并将指出其中的不同 

3 长程关联Toda场模型和标准近邻作用Toda场模型的联系 

为了研究长程关联和标准近邻作用，我们引入下面的变换： 
—  

=  一  一  
， 一 0，1，2，⋯ ，r， 

其中矿“一 ≤ )。式(1 0)的变换可 写成矩阵形式。 
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： 
● 

记(1】)中的方阵为J】If，其秩是r+1维的。对矩阵 取行列式，detlJ】Ifl=0。 

这样我们发现式(1O)的变换是不可逆的，因此 不能忠实地反映 中的全部信息，然而它的确可以部 

分地反映原系统的某些特征 

下面，我们讨论经变换后的 。 

把(10)式代入(9)式得： 
啪 2 

a_ == iexp(一 ( 一t一 )]一exp(-- ( 一 +t)])。 (12) 

上式中，当I=l时即是标准的Toda方程，这种方程的精确求解已有许多种标准方法，例如，Hirota的 

双线性变换法就是其中之一 。利用完全相同的方法将给出任一长程关联的精确解，这里我们将不再 

重复。当 ≥2时，在Toda链上，只有第一个格点和第1个格点相互作用，而中间相隔的各个格点的作 

用被完全抵消，但是经过变换我们可以使这种Toda链的长程关联本质的等价于标准Toda近邻作用 

当2≤ <o。且 与仿射李代数的秩r+l可约时，如附图a所示，我们的长程关联可以约化成几个 

彼此解耦的近邻作用的Toda方程I 

当2≤I<o。且I与 +1互质时，我们做变换，令： + —J+ =0，1，2’．．·，j， 表征第J 

个格点。贝9如附图b所示，我们的长程关联将本质地变成近邻作用Toda方程 

3 

2 1 

1．3 

3．4’ 4
．
2 

0 

(a) (b) 

附图 长程关联与近邻作用关系 

Fig Relation between Long—range and Nearest Neighbor Interacting 

但是，当r一。。时，由于不存在Toda链的循环问题，故我们的长程关联与标准的近邻相互作用 

Toda方程有本质的不同 

在图1中 =2，r+1=6，含两个独立近邻作用，在图2中 一2 +l=5，如记格点2为1t，4 

为2一；1为3 ；3为4一，则此长程作用本质地等价于近邻作用。 

4 结 论 

本文我们构造了长程关联的仿射Toda场模型，并指出了这种长程关联和标准近邻作用Toda模型 
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的联系，同时，正如文中所述，由于 到 的变换不可逆，它们之间还存在着不完全等价性，因此对关于 

的复杂的长程关联将是我们以后研究的一个课题，对于其中更深刻的物理背景还有待于进一步地研 

究。 

本文作者之一赵步游感谢石康杰教授所给子的鼓励和支持。 
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Long-range Interacting in Affine Toda Theory 

Zhao Shaoyou Zhao Liu 

(Institute of Moden Physi∞，Northw~t Uhiversity，710069，Xi／an) 

Abstract A series of generalized Toda field theory involving long—range interacting is given，and the 

relations between these mode~ and the standard nearest neighbor interacting are discussed- 

Key words integrable systems； affine Toda field} nearest neighbor interacting； long—range 

interacting 
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