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摘  要：针对慢速密集颗粒流的特点，采用拟流体的方法，类比具有屈服应力的非牛顿流体，给出了适用于慢速密集

颗粒流的本构方程表达形式，建立了用粗糙底面斜槽测量颗粒流当量粘性的数学模型，并以小麦颗粒为例，通过粗糙

底面斜槽实验得出了小麦颗粒流的屈服应力及其本构方程的关键系数. 将实验得出的小麦颗粒流本构关系系数作为

其当量粘性的特征值对斜面流进行解析计算，体积流量的模型预测值与实验值的相对误差在 15%以内.  
关键词：拟流体；颗粒流；本构方程；当量粘性 
中图分类号：TQ021      文献标识码：A      文章编号：1009−606X(2007)03−0467−05

1  前 言 

自 1991 年法国科学家德热纳 (Pierre Gilles de 
Gennes)在其诺贝尔获奖演讲中提出软物质(Soft matter)
的概念[1]后，颗粒物质作为软物质领域一部分的概念也

相应提出. 颗粒物质是广泛存在的物质组态，与人类的

生产、生活有着密切的联系. 从人类认识、改造自然的

角度来说，对泥石流、雪崩等自然现象和灾害的研究十

分重要；从节约能源的角度来说，当今世界上颗粒的传

输和积累要消耗全球总能量的 10%[2]，因此，对颗粒流

的研究具有重要的实际意义.  
颗粒流动有慢速流、快速流之分，也有密集流、稀

疏流之分. 具有代表性的是王光谦等[3]根据 2 个旋转的

同心圆筒间粗颗粒受剪切运动对颗粒流进行的分类. 不
同的颗粒流动状况运动机理各不相同，宜采用不同模型

和方法进行描述和分析. 目前，国内外关于快速颗粒流

动的研究较多，主要是实验、理论和数值模拟计算三方

面. 颗粒流实验提供了认识颗粒流动机理的基础，也是

检验理论与数值模拟结果正确与否的必要途径. 但实验

方法也具有一定的局限性，目前在二维 Couette 流动条

件下(同心圆筒和陡槽)进行测量居多[3−6]，且许多运动参

量都无法直接测量到. 计算机模拟可提供颗粒流动的细

节并弥补实验的不足[7]. 颗粒流理论研究在快速颗粒流

动方面已有较大发展，提出了多种模型，但目前还没有

一套公认的通用理论. 具代表性的有塑性模型、动力学

模型、两相流模型等[6]. 任何一种理论都有其适合描述

的流动状态和场合，如塑性模型对于慢速密集流比较合

适，基于动力理论的动力学模型适用于稀疏、快速流动. 
然而，要找到一个动力方程来准确地描述速度分布、密

度分布以及压力分布是至今还没有解决的难题，颗粒流

边界条件、复杂材料颗粒性质对颗粒流的影响以及多组

分混合颗粒流等方面还有很多问题没有得到解决[3,6]. 
颗粒流动的本构关系是颗粒流研究的核心内容[8]，王光

谦等[9]、McTigue 等[10]曾通过对无粘颗粒简单剪切流的

分析建立了颗粒流一般形式的本构关系，但是由于颗粒

流本构关系的复杂性，他们的成果都有待于进一步发展.  
本工作主要针对慢速密集颗粒流，基于连续介质假

设，采用拟流体的方法对颗粒(以小麦为例)的流动特性

进行了实验研究，对于颗粒流拟流体的本构关系进行了

理论初探，为慢速密集颗粒流拟流体本构关系的普适化

提供参考.  

2  颗粒流拟流体方法分析 

对于颗粒物质的流动，若找出其当量粘性系数µ'，
就有可能用现已发展比较完善的流体力学计算方法来

解决颗粒物料流量的计算问题. 颗粒物质与普通流体有

许多不同的性质，颗粒流拟流体方法关键在于把颗粒物

质流动性质的众多影响因素归结到一个特定性质⎯粘

性中去.  
类似流体的粘性，要得出颗粒流的粘性，需寻求其

本构方程. 颗粒物质表现出的特性与牛顿流体有较大差

别，因此用拟流体方法可将颗粒流归结到非牛顿流体中

进行研究.  
通过对颗粒流动现象的实验观察，可证明颗粒流具

有屈服应力，不具有韦森堡效应[11]，且是时间独立性的. 
按照时间独立性流体[11]粘度与剪切速率有关、与剪切时

间无关、剪切应力与剪切速率成单值关系的特点，拟流

体颗粒物质本构方程可以写成如下通式： 
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其中，τ为剪切应力(Pa)，τ0 为屈服应力(Pa)，γ·为剪切

变形速率(s−1)，k 为粘度的度量[kg/(m⋅s2−n)]，k 越大，粘

度越大，n 为非牛顿性的度量，是无量纲参数，n 偏离 1
越远，非牛顿性越显著. 对于同一种颗粒流体，k 和 n
是常量[12]，二者综合体现了颗粒流的当量粘度.  

拟非牛顿流体的颗粒流本构关系表明，当内部剪切

应力小于颗粒流的屈服应力时，表现为颗粒静止或者柱

塞流，此时γ·=0；而内部剪切应力大于屈服应力时，颗

粒流内部的剪切速率不为 0，此时的本构方程表达形式

正是本工作要通过实验研究的问题.  
本工作颗粒流拟流体的思想是要通过实验确定颗

粒流本构方程的关键系数，得出颗粒流的当量粘性，从

而获得更加通用的计算颗粒流动的方法.  

3  数学模型 

本工作通过粗糙底面斜槽中颗粒慢速密集剪切流

的实验进行颗粒流当量粘性的研究.  
颗粒在粗糙斜面上流动，当斜面处于某一个倾角

时，沿斜面向下的重力与颗粒自身粘滞力平衡，颗粒呈

现出均匀、平衡、稳定的流动[13]. 此时，颗粒流体处于

力平衡状态，为密集流，正是粘度测量的最佳状态. 下
面对此情况下颗粒流的数学模型进行描述和分析.  

图 1 所示为颗粒物质在倾斜角为α的斜槽中流动的

剖面示意图，对数学模型作假设如下：(1) 把颗粒物质

作为连续介质考虑，并且认为是不可压缩的；(2) 保证

流动是慢速，认为流动是层流；(3) 斜槽的宽度远远大

于流层厚度，可以忽略斜槽宽度方向的影响；(4) 流动

是稳定流动；(5) 斜槽足够长，且宽度方向流动均匀；

(6) 底壁面无滑移.  

 
图 1 颗粒在粗糙底面斜槽中流动 
Fig.1 Granules flowing down along a rough inclined chute 

设斜槽的宽度为 l，流层厚度为 b，(l>>b)，斜槽倾

角为α，沿斜面向下为 x 方向，垂直斜面向上为 y 方向，

垂直纸面方向为 z 方向，颗粒物料在重力作用下沿斜面

向下稳定流动. 基于以上假设，只考虑 y 方向有速度梯

度. 取图 1 中所示的颗粒流微团体，对其进行 x 方向受

力分析.  
微团受力包括表面力和质量力，在 x 方向，质量力

为微团所受的重力沿斜面向下的分力ρgsinαdxdydz，表

面力为微团上下表面剪切应力的差值(τy−τy+dy)dxdz，其

中τy=τ0+k(du/dy)n.  
由力平衡，有以下方程：  

ρgsinαdxdydz=(τy−τy+dy)dxdz=−τy'dydxdz,        (2) 

τy=−ρgsinαy+C.                (3) 

分析颗粒流在流层表面的特性可知，在流层的自由

表面处，速度梯度 du/dy=0，因此有边界条件：y=b 时，

τy=τ0. 代入式(3)得常数项 C=bρgsinα+τ0，所以 

τy=−ρgsinαy+bρgsinα+τ0=ρgsinα(b−y)+τ0,      (4) 

即          ρgsinα(b−y)+τ0=τ0+k(du/dy)n,           (5) 

变形得      du/dy=[(ρgsinα/k)(b−y)]1/n. 

上式两边积分得 

u=−[(ρgsinα)/k]1/n[n/(n+1)](b−y)(n+1)/n+C1.       (6) 

由壁面无滑移边界条件有 y=0 时，u=0. 由此得常数项 
C1=(ρgsinα/k)1/n(n/n+1)b(n+1)/n.        

由式(6)可知，当 y=b 时，u=C1，因此，C1 等于流

层的表面速度 ub. u 为速度分布函数(m/s)，ub为自由表

面处速度(m/s)，n 为非牛顿性的度量(无量纲参数)，k
为粘度的度量 [kg/(m⋅s2−n)]，ρ为散粒体的堆积密度

(kg/m3)，g 为重力加速度(m/s2)，α为斜面倾斜角(o)，b
为流层总厚度(m)，du/dy 为速度梯度(s−1).  

以上各量中，k, n 和τ0是表示颗粒流动能力的关键

参数，可通过实验测量得出的数据来确定，是本实验研

究的主要对象.  

4  实 验 

本工作构造了颗粒物质在粗糙底面斜槽中流动的

实验装置. 整个实验装置主要由供料漏斗、堆料箱、斜

槽等组成. 装置的最上端为供料漏斗，其下为堆料箱，

堆料箱的作用是保证颗粒料位在实际测试过程中保持

一定. 斜槽与堆料箱呈一定夹角安装，通过合页连接在

一起，夹角可通过斜槽下的支撑部件进行调节，调节范

围为 10o∼60o. 堆料箱与斜槽之间设计了插板，作用是调

节颗粒的流量并保证初始颗粒流层厚度均匀. 堆料箱、

插板以及斜槽两侧壁均是光滑的有机玻璃材料，目的是
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将边壁对流动的影响减少到最低. 同时，斜槽的宽度大

于颗粒粒径的 20 倍以上，以保证颗粒在斜槽中流动可

忽略宽度方向的影响[14]. 为了避免颗粒流在底面产生

的滑移，斜槽的底面处理成粘有实验颗粒的粗糙底面，

粘的实验颗粒在粗糙底面上随机排列. 斜槽侧壁与底面

平行和垂直方向均标有精确到 1 mm 的刻度，以便在颗

粒流动的过程中观察并记录颗粒流层的厚度. 从该实验

装置可以得到不同斜槽倾角下不同流层厚度的颗粒稳

定流动的质量流量及其流动速度分布.  
本实验实验材料为小麦种子，当量粒径 5.3 mm，

球形度 0.78，堆积密度 696.5 kg/m3，自然堆积角 31o.  
4.1 小麦颗粒流屈服应力的测量 

将斜槽倾斜角设定为不同的值，分别反复测出当颗

粒停滞不流时的流层厚度 be(滞留层厚度)，代入公式

τ0=beρgsinα0得到屈服应力值[11]，如表 1 所示.  

表 1 小麦颗粒屈服应力测量及计算值 

Table 1  Measurements and calculation of the yield stress of 
wheat granules 

Inclined angle,  
α (o) 

Thickness, 
be (m) 

Bulk density, 
ρ (kg/m3) 

Yield stress,  
τ0 (Pa) 

35 0.013 696.5 50.90 
38 0.012 696.5 50.42 

   Average 50.7 

4.2 小麦颗粒斜槽流速度分布的测量 

平衡、稳定的密集剪切流是测量颗粒流本构关系的

最佳状态. 因此，本工作首先进行了小麦颗粒流动与斜

槽倾角关系的初步实验，来确定小麦颗粒在粗糙底面斜

槽中达到平衡、稳定流动的斜槽倾斜角条件. 初步实验

表明，斜槽倾斜角度由小变大时，小麦颗粒流动由密集

的摩擦流动发展成稀疏的碰撞流. 在进行小麦颗粒慢速

密集剪切流实验时，为达到接近匀速的运动状况，选取

斜槽倾斜角为 35o最佳.  
将斜槽倾斜角置于 35o，调节插板开口，使流层总

厚度为 0.045 m. 在斜槽出口处与斜槽平行放置一块厚

0.5 mm 的光滑薄板，分别测量当薄板置于距斜槽底面

距离为 0.013, 0.018, 0.023, 0.028, 0.033, 0.038 m(各测点

位置相差 0.005 m)时流过薄板的颗粒质量流量. 将得到

的质量流量依次相减即得到总流层厚度为 0.045 m 时的

每 0.005 m 厚流层的平均质量流量m (kg/s)，之后根据m
计算得到每 0.005 m 厚流层的平均速度. 每个位置的数

据均经多次(5 次以上)测量取平均值，其中表面速度用

示踪粒子法测得. 底壁面处由于粘有一层实验颗粒，可

认为底壁面处速度为 0. 速度沿流层厚度方向的分布曲

线如图 2 所示.  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

图 2 斜槽倾角 35o、流层总厚度 0.045 m 时的速度分布曲线 
Fig.2 Velocity profile with inclined angle of 35o and total flow  

layer thickness of 0.045 m 

由图 2 可知，小麦颗粒在粗糙斜面上流动，其速度

沿流层厚度方向的分布曲线略呈上凸型，速度梯度沿 y
方向从流层底部到流层表面呈减小趋势，但不明显. 小
麦颗粒流速度分布曲线与牛顿流体在斜面上速度分布

曲线的弯曲方向相同.  
对于颗粒在斜面上流动的速度分布曲线的弯曲方

向目前尚无定论. 文献[4,15]中得出的速度分布曲线与

牛顿流体速度曲线弯曲方向不同，其中文献[15]得出的

速度分布曲线接近直线. 这可能是因为各文献中采用的

具体实验颗粒种类不同. 此现象表明速度分布曲线的弯

曲方向与颗粒的粒径大小、颗粒群粒度分布、颗粒球形

度等均有关系.  
4.3 实验数据处理 

将 C1=ub 代入式(6)，可变形为 ub−u=[(ρgsinα)/k]1/n 

[n/(n+1)](b−y)(n+1)/n. 令相对速度 U=ub−u，流层距斜槽底

面的相对距离 Y=b−y，则 

U=[(ρgsinα)/k]1/n[n/(n+1)]Y(n+1)/n.          (7) 

将实验数据按式(7)进行处理，回归成幂函数曲线，

拟合公式为 U=m1Ym2 ，则其中幂系数 m1 的值为

[(ρgsinα)/k]1/n[n/(n+1)]，幂指数 m2 的值为(n+1)/n. 斜槽

倾角 35o，流层总厚度为 0.045 m，用式(7)修正后的数据

结果见图 3.  
图 3 中曲线拟合公式为 U=43.709Y.5119，相关系数

R2=0.9665. 由此可得到小麦颗粒流本构方程的关键系

数 k 和 n 的值，如表 2 所示. 
因此，对于本实验的小麦颗粒，其屈服应力τ0=50.7 

Pa, k=1.089 kg/(m⋅s0.05), n=1.95. 由此可见，小麦颗粒流

体 n>1，与非牛顿流体中塑性膨胀性流体类似，具有表

观粘度随剪切速率增加而增加的特性. 
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图 3 斜槽倾角 35o、流层总厚度为 0.045 m 时相对速度与相对

厚度关系曲线 
Fig.3 Relative velocity profile vs. relative layer thickness with  

inclined angle of 35o and total layer thickness of 0.045 m 

表 2 小麦颗粒流本构方程系数计算值 

Table 2  Calculated coefficient of constitutive equation  
for wheat granules 

Bulk density, 
ρ (kg/m3) 

Inclined angle, 
α (o) 

m1 m2 n k [kg/(m⋅s2−n)]

696.5 35 43.709 1.5119 1.95 1.089 

5  用流量数据验证本构关系关键系数 

的可靠性 

由力平衡条件下得出的颗粒斜槽流数学模型可知，

ρgsinαdxdydz=(τy−τy+dy)dxdz=−kn(du/dy)n−1(d2u/dy2)dxdydz,
整理得 d2u/dy2=−[(ρgsinα)/(kn)](du/dy)1−n，由此可得速度

分布 
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根据边界条件：y=b 时，du/dy=0; y=0 时，u=0，得 

C2=(bρgsinα)/(kn), 
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令 A=−(ρgsinα)/(kn), B=C2=(bρgsinα)/(kn)，则 C3= 
−n1/n[A(n+1)/n]−1B(n+1)/n，所以 
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由式(9)积分得通过单位宽度平板的体积流量： 
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调节斜槽倾角和流层总厚度，分别测出小麦颗粒流

动稳定后不同工况的体积流量. 将小麦颗粒流本构关系

系数 k 和 n 代入单位宽度体积流量公式(10)，得出的模

型计算值与相应流量实验数据进行比较，结果见表 3.  
结果表明当斜槽倾斜角度为 35o 和 31o 时，解析计算数

据与实验数据吻合较好，相对误差均小于 15%. 误差产

生的原因主要有以下两个方面：(1) 实验存在一定的误

差，包括入口段误差、速度测量误差、数据拟合误差；

(2) 在颗粒流动过程中，流层空隙率会产生变化而造成

颗粒的堆积密度产生变化[4]，而解析计算中未考虑.  
上述结果表明本研究所得小麦颗粒流的本构方程

是可靠的，对于慢速密集颗粒流，采用基于连续介质假

设的拟流体方法来研究是可行的. 

表 3 体积流量模型预测值与相应实验值比较 

Table 3  Volume flow rates calculated from mathematical model compared with corresponding experimental data 
Volume flow rate, qv [m3/(s⋅m)] k 

[kg/(m⋅s2−n)] 
n 

Total thickness, 
b (m) 

Inclined angle,
α (o) 

Bulk density, 
ρ (kg/m3) Exp. Cal. 

Relative error 
(%) 

1.089 1.95 0.038 35 696.5 0.005 53 0.004 98 9.9 
1.089 1.95 0.043 35 696.5 0.008 06 0.007 12 11.6 
1.089 1.95 0.031 31 696.5 0.003 12 0.002 70 13.6 
1.089 1.95 0.035 31 696.5 0.003 77 0.003 53 6.4 
1.089 1.95 0.038 31 696.5 0.004 97 0.004 51 9.3 

 

6  结 论 

(1) 从颗粒流动的基本现象出发，针对慢速密集颗

粒流的特点，借鉴流体粘度测量方法，建立了用粗糙底

面斜槽测量颗粒物质当量粘性的数学模型，该数学模型

亦适用于其他具有屈服应力的幂律非牛顿流体.  
(2) 构建了测量颗粒物质当量粘性的粗糙底面斜槽

实验装置，并以小麦颗粒为例进行了实验，得出了小麦

颗粒流的屈服应力及其本构方程的关键系数 k 和 n，τ0= 
50.7 Pa，k=1.089 kg/(m⋅s0.05)，n=1.95. 结果表明，小麦

颗粒流 n>1，与非牛顿流体中塑性膨胀性流体类似，具

有表观粘度随剪切速率增大而增大的特性. 小麦颗粒在

粗糙斜面上流动，其速度分布曲线与牛顿流体速度分布

曲线的弯曲方向相同，速度梯度沿斜面垂直方向从流层

底部到流层自由表面呈减小趋势，表观粘度从斜槽底面

到流层自由表面亦呈减小趋势.  
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(3) 将实验得出的小麦颗粒流本构关系系数 k 和 n
作为小麦颗粒流当量粘性的特征值对斜面流进行解析

计算，并将得出的体积流量模型计算值与相应实验测得

的小麦颗粒流体积流量值进行对比分析，相对误差在

15%以内. 结果表明，对于慢速密集颗粒流，采用基于

连续介质假设的拟流体方法来研究是可行的.  
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Constitutive Relation of Pseudo-fluid Granular Flow 

BIAN Lin,  WANG Li,  LIU Chuan-ping 

(School of Mechanical Engineering, University of Science and Technology Beijing, Beijing 100083, China) 

Abstract: For the slow intensive granular flow, the method of describing the granular flow as a pseudo-fluid flow is employed in this 
work. By analogy with non-Newton fluid with yield stress, a constitutive equation is put forward for slow intensive granular flow, and a 
mathematical model of testing granular equivalent viscosity is presented. Based on the experiment of wheat granules flowing down a 
rough inclined chute, the yield stress and the key coefficients of constitutive equation of the wheat granule flow are calculated. From 
theoretical analysis of wheat granule chute flow using the coefficients of the constitutive relation from experiment, the relative error of 
the prediction of the volume flow rate compared with corresponding experimental data is less than 15%. 
Key words: pseudo-fluid; granular flow; constitutive equation; equivalent viscosity 


