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有界三次系统 (Ⅱ) 

李 林 
(北京石油化学专科学校) 

摘 要 

党新益 
(西北大学) 

本文是 《有界 三次系统 (I)》的继续。用讨论三次系统无穷远奇点的方 

法。得到 了无穷远处只有一个奇点时，由三次 系统的系数直接给 出了判断该三 

次系统有莽性的充分条件． 

关键词：有界 系统；无 穷远奇点；虎加菜变换． 

0 引 言 

我们知道，微分系统有界性的讨论．不仅有其理论价值，而且有十分再要的应用价 

值。文 (2)，C3)中对 二次微分系统的有界性进行了研究，文 (1]讨论了三次系统的有 

界性 。本文是继续文 (1)的讨论、考虑无穷处只有一个 奇点的情况下谈三次系统的有界 

性问题．获得了一系列可由方程右端系数直接判断该系统有界性的准则． 

考虑三次微分系统： 

作 Poincarc 变换 

得到 

一 ， y： ， dl— z。轧  
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其中 

． )==c+(d一口 —b“ 

2(̈)一b∞+(6l1一口∞ +(6 o2—4l】 一口 

】

( )=b如+(6 21一口 +(6I2—4 + (6吁一口12h’一口
。，
“

4

； 

f 1(“) 口+bu 

{ 2 )=4∞+4I1。+d o2“ 
I 

j 

)一4 +a 21I~+口 2“2+口
。 
“： 

再作变换 

x ：
!

， ， df— z 

(")=b+(口一d)v—c“ 

2
(")一4 02+(dl1一b oz)V+ 2。 

)一a o，+(d】2一b o3)"+ 2】 

由 (I)知， 的无穷远奇点的坐标必须满足 (“)=O．再由 (2)知其为一元四次 

代数方程，显然我们需讨沦以下两种情况： ，(“)；0无实根，而 0)一o； 0)≠o． 

而 3(“)=0只有一个实根。 

我们将在 I中讨论 j(H)=O无实根，砜O)=0的情况；因四次方程仅有一实根时，它 

只能是 再的或四甬的，因此，在 2中讨论 重根的情况，3中讨沦四蓖根的情况
． 

1 妒 )=0无实根 

存这一甘我们讨论 3( ) 0无实根，而 (0)一0即 (0，1，0)为 E3的无穷远奇点 

的情形．由 (2)，(4)及 (5)知，(O，i，0)为 的无穷远奇点． l(")=o无实根 当且 
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仅 、 ， n̂厂Ⅱ，1：=0．f1(61 ’4b ( 2l 

定理 l 妞果 ao -=6 Hl 一0， f{ 6i 

条件之一被满足， 为 系统。 

一 9 —  

． 
)<0，因此我们冉： 

口 ) {拍 Ⅺ抽2l—b,z)<0成市，则若下列 

1) <0： 

2) l=0． ati2：J：0． (6I 2-a2t)b,2<0， bo2：#O； 

3) ：0， au2~O， b,x一0． d 2I／002~"0， bo2=#O 

ao#2|+6I1(口l1一bo2)一bo‘一2I‘0： 

4)bo3~ao2=0 a：

⋯

,-- 4ba

。

2t
<

，

。 

证明 
dv 

d‘ 

因为d o，一6。，一4l】一0，故 【0．0)为 )的奇点，此时 (4)成为 

I 【d破+(口”一6 )V+【a如 b1l 一6∞V lz 

+ [6+ 一 )u—cu ]： + 2I一6I2 +扣Ⅺ一6 21)v 一6 u 

现在讨论 (7)的奇点 (0，0)的性惫． 而清楚 B 的无穷远奇点的性态·进而判 

定 的舀异性． 

1)若 6n <0，则 (7)的 (0，0)为半鞍半结点： 

2) 当 6∞=0， ≠0． 由 (4)第 152页的定理 7·2知·口3一bI2 a 21一bt2)>O· 

因此．若 。̂ 0，则 (7)的 ∞，O)为杖点 (I割1)．沿 V轴方向 轨线进入和走 出： 

Z 

＼ ． 

、＼(．．v 
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圈 1 鞍点 

z J 

罔 2 鞍结点 

3)bo；=0．d02≠O．由 (4)的第1 52页的定理7·3知当6I2 O时 
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等 ̂ +6l1(口l1 1)<0 此若 及 时’ 
(7)的 (0．0)为鞍结点 (图 2)； 

4)bo，=ao2=0．此时考虑奇点 (0，0)的特殊方向 

G (目) = 一slnO(bsin‘0+a．．cosOsinO+a，，cos‘日)， 

H( )=cosO(bsln 0+ (口ll— bo~)cosOsinO+ (口2广 bt2)c003 一 sinO(b∞sin ̈ bt2cosOslnO)． 

H(0)=a21-bl 0．“(Ⅱ)=6】2一口2I≠0．而 口 4ba21<0或 aI1=口2I：0保证了无其他特殊 

方向．且 0=0．0=Ⅱ为 G(O)=0的奇重根，故沿该二方向进出的轨线只有一条． 

对以上各种情况的讨论，清楚了 (7)的奇点 (0，0)的性态．注意变换 dt= 曲 以 

及 ，只有一个无穷远奇点 (0，1．0)．便知道定理 1的结沦为真。 

2 ~o3(u)=0有一个二重根 

先假定 (“)=0的那个二重根为 ／dO：0有 

定理 2 若 3o=0=b2广a3o，(6∞～ u)‘+4a∞(6】2一口2】)<0 (即 "=0是 3(“)=o 

二重唯一的一个根)．且若下列条件之～成立．则 最 成为有界的． 

11 a3o<0： 

2) a3o=0， 62o≠0， a2o4~0， a21(6t2--O2】)>0； 

3) a3o=0，b2o4：0，a2o~o，a21=0，bl2／ 20>0． b2oal2+all(6l广口加卜a2口6l2<0； 

4)a"=0女b∞ f b 2 1—4612c<o 或 

L6n = b12— 0 · 

证明 类似于定理 1的证明，先来讨论E3的奇点 (1．0，01．为此必须先来考虑 

(1)．在该定理条件下 (1)成为 

1) 

21 

的 

du
= ( +(d-口)u- " ]Z 2+ ( 

∞ +( ̈ 一 口 )"+(6口一口11)“ 

一  

∞ 

’]：+(6】2一 21)“ +(6∞一al1)“ 一 ∞ 
(8)d 

z

= 一 +6"k 一 ∞+all h"+口02" )z 

一  

+ 口 】“ + 口l2”2+
口
以
" )z． 

口3o<0时．(8)的奇点 (0．0)为鞍结点： 

a3o 0·62o≠0，由[4】第 152页定理 7 t 2知 口2】 l2一口21)>0，故 0≠0时 
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3) a3o=o， 6∞≠0，由[4】第 152页定理 7·3知口．= [6∞口l】一口∞bl】+all(6I1 
’ ∞  

b 
一 口 )] <0，故 >0 且 a2o=／=0时．(8)的 (o，o)为鞍结点 (图2)： 

20 

4) 考虑 (0，O)的特殊方向。 G(日)=一~nO(bIzcos 0+bilcosOsinO+csln 0)。不难 

箅出 H (0)；bt2--a2I≠o． ( )=a2t-bl 0，而条件6 I—帖lzc<O或 bll=b12；0保证了 

无其他特殊方向，且 8=0，0； 为 G(0)=0的奇重根．故沿0=0．0= 进出的轨线 

只能有一条．这样便清楚了岛 的无穷远奇点 (1，0。O)的性态。再注意到变换 dt= f 

即知定理 2成立． 
一 般地 Uoq=O，此时只须作变换使得 (1)的奇点 (uo，0)成为变换后方程的 (0， 

0)即可证明．与定理 2平行。可直接得到： 

定理 3 着 。o为 (”)=0的二重根，且若下列条件之一成立．则 且 是有界系统． 

1) 3( )<0； 

2) 3(‘‘o)=0， z(uo)≠0， ( 0) (I‘D)<0， 2(uo)= 0； 
。

3) I‘0)=o~ lUo)， 2(" ’≠o，．p；( ／c,(ud>0， ( o)；o， 
妒2( o) 】(uo)+ o) (uo)一 ( o) ；(‘‘o)<0； 

4) 3( cduo) 0 
， 

f[ z( D)+ z( D)]‘一4[妒，( D)+ 】( D)] I 0)<o或 

L 
】
( D)+．p，扣o)兰0· z("o)+ z《 。) 0 · 

其中函数右上角的撇号表示导敬，下同． 

3 “)=0有四重根 

由于 妒 ) 。有 四重根 ，所 以根为i一 旦且 
，( = ( 一 ：( =。．对 

(1)作变换 一 +if,z=z，则有 

一鲁一 (uDz + ( z + ：( ：2+ ( z+ (uOx： 
+ ：( z+ ( ’z+ ( ) 

d

dz  
一  

．

( ： 一 ( xz~-- ( z~--％b ( ： 一 ：( ： ‘ 

定理 4 

1) 

2) 

3) 

一  

，
( 一 (m =一 ：～ ( z． 

( 
．  

0有四再报·且若 列条件之一成立，则 为冉界系统 
， (“)<O； 

l
( )：0· ( )≠o． 2( ≠0， ( ) ( )>0； 

( 0， 2( )一o． ( )<0． ( <0且 [ (“)+ 2( )] 

一 4g, (i) l( <0． 
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证明 1) ( <0．而 (“)= 一24a。，≠0．所以 (9)的奇点 【o，o)为半鞍半 

站点： 

2) ，( =0≠ 2( )， 由『4]第 t52页定理 7．2知口，= ( )妒 ( >0，因而 2( ) 

≠0时．(9)的 奇点 (0．0)为犊点 (罔 1)： 

3) ( 一 ，( =0耐，考查 (9)奇点 (O，O)的特殊方 向， 

G(0)= 一sinO(妒1( sin 0+sin0cos0(o 2( + 2( 1+ 3(u)cos ∞ ，条件 3)保 证 了 

其仅有 0=0。0一 的特殊方向．对 (9)作变换 一 ．z— · 得到 

一

dx
一  (1o)d 

x lp ( ’+⋯ ． 

当 ：( <0， ( <oN (1o)的奇点 (o，o)为鞍点．(9)的奇点(o．o)的性 
态须把该鞍点映照到 u—i平面上，知沿 o=0，0=z方 向之一有一条轨线进入奇点，而沿 

另一方向有一条轨线走山．且进出的轨线条数是唯一的．这样，(1)的奇点 ( O)．即 

置 的无穷远奇点 (1． o)的性态也就清楚了．再注意刊只有一个无穷远奇点．以及变 

换 dt=z 即知定理 4成立． 
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Bounded Cubic System(Ⅱ) 

f工 
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Abstract 

This Paper is the coufinuation of the paper of Bounded Cubic System (I)．By arts- 

lyzing the singular point at infinity。we obtain some sufficient condition On boundcdncss 

ofthc cubic system with the only one singular point at infinity． 

Key words： Bounded cubic system；Singularpoint at infinity； Poincare translation
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