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在Δ≤３的图中上独立数和上无赘数的关系
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摘要：犌（犞，犈）是一个图．β，犐犚分别是图犌 的独立数，上无赘数．这篇文章证明文章［６］中提出

的一个猜想．
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１　引言

在这篇文章中我们仅考虑无环无重边无方向的有限简单图，在图犌（犞，犈）中，犞 表示点

集，犈表示边集．犖（狏）＝｛狌∈犞：狌狏∈犈｝表示点狏的开邻域，犖［狏］＝犖（狏）∪｛狏｝表示点狏的

闭邻域．如果点集犛是犞 的子集，则用犖（犛）＝∪
狏∈犛
犖（狏）表示犛的开邻域，犖［犛］＝犖（犛）∪

｛犛｝表示犛的闭邻域．犱（狏）＝｜犖（狏）｜，Δ（犌）表示图犌中最大次．犱狊（狏）＝｜犖（狏）∩犛｜．〈犡〉

表示点集犡的诱导子图，狀表示图的阶，犈狀 表示狀阶空图．

如果点集犐是犞 的子集且〈犐〉是空图，则称犐是独立集．如果点集犡 是犞 的子集且

犖［犡］＝犞，则称犡是控制集．如果点集犐是犞 的独立集子集且又是控制子集，则称犐是独

立控制集，即极大独立集．令β（犌）＝ｍａｘ｛｜犐｜：犐是图犌 的极大独立集｝，β（犌）表示图犌的独

立数．对于点狓∈犡，集合犘犖（狓，犡）＝犖［狓］－犖［犡－｛狓｝］称为点狓的私有邻域．如果

犘犖（狓，犡）空集，则称狓在犡 中是有赘的．一个不含有赘点的集合犡称为无赘集．

犐犚（犌）＝ｍａｘ｛狘犐狘：犐是图犌 的极大无赘集｝．

犐犚称为上无赘数．

图犌的犽点着色是指犽种色１，２，…，犽给犌 的顶点的一种指定．犌的一个犽点着色称

为是正常的，如果犌中任二邻点所着的色均不相同．因而犌的一个正常犽点着色是犌 的顶

点集犞 的一个划分（犞１，犞２，…，犞犽），满足：犞＝ ∪
１≤犼≤犽

犞犻，当１≤犻＜犼≤犽，犞犻∩犞犼 为空集，且子

图〈犞犻〉不含边．即犞犻为独立集．使图犌为正常犽点着色的最小整数犽称为犌 的色数，记为

χ（犌）．如果χ（犌）＝犽，则称犌为犽色的．

我们引用文章［１］中的定义：图犌中的两个点子集犃，犅如果满足：犃∩犅是空集，且｜犃｜

＝｜犅｜，且一个端点在犃中另一个端点在犅 中的所有边在诱导子图〈犃∪犅〉形成完美匹配时
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称点集犃，犅为彼此互相独立的．阶为２犽的图犌 如果满足：犞（犌）＝犃∪犅使得犃，犅彼此互

相独立的，则称犌为犠图．显然，

狘犃狘＝狘犅狘＝犽．

集犃，犅称为图犌 的部分．将犌记为犌＝犌（犃，犅）．下列结论是已知的．

定理１
［３－５］

　在任何一个图犌中的β（犌）≤犐犚（犌）．

下面的定理２是Ｂｒｏｏｋｓ在１９４１年写的，现在收录在文献［７］这本书中．

定理２
［７］
　令犌是连通图，如果犌既不是完全图又不是奇圈，则

χ（犌）≤Δ（犌）．

　　在文章［６］中作者提出猜想：如果犌是一个最大次为３的图，则

犐犚（犌）－β（犌）≤ ［狀／６］．

　　在这篇文章中我们将证明这个猜想．在文章第二部分，我们将证明在狀阶犠图犌 中当

Δ≤３时有β≥狀／３和狀阶图犌 中Δ≤３时有犐犚（犌）－β（犌）［狀／６］．其它有关术语和记号见

参考文献［２］．下面是我们的主要结论

定理３　对任何狀阶犠图犌 当Δ≤３时有

β≥狀／３．

　　定理４　对任何狀阶图犌 当Δ≤３时有

犐犚（犌）－β（犌）≤ ［狀／６］．

２　基本结论

定理３的证明　我们考虑连通图，否则对每一个连通分支作同样处理．显然犠图犌

（犃，犅）的阶狀为偶数，从而犌一定不是奇圈．如果狀＝２，则犌＝犓２ 且β≥狀／３，结论成立．如

果狀≥４，则Δ≤３的犠图犌 一定不是完全图，由定理２知，χ（犌）≤Δ（犌）．设犞＝犞１∪犞２∪

…∪犞狋，（狋≤Δ（犌））为点集犞 的划分，每一个犞犻为独立集．从而

狀＝狘犞狘＝狘犞１狘＋狘犞２狘＋…＋狘犞狋狘，　（狋≤Δ（犌））．

不妨设，｜犞１｜≥｜犞２｜≥…≥｜犞狋｜，则狀≤狋，又因狋≤Δ，而Δ（犌）≤３，从而狀≤３，故｜犞１｜≥狀／３．

β≥｜犞１｜，从而β≥狀／３． 

定理４的证明　令犐是Δ≤３的图犌的极大无赘集且｜犐｜＝犐犚，狀是图犌 的阶．犜是诱

导子图〈犐〉孤立点集，犛＝犐－犜，设犛＝｛狓１，狓２，…狓犿｝，既然犐是图犌 的极大无赘集，则犛中

每个点狓犻至少有一个私有邻点狔犻（１≤犻≤犿），令

犛′＝ ｛狔１，狔２，…狔犿｝

和

犝 ＝犞（犌）－犜∪犛∪犛′，狘犜狘＝狋，狘犝狘＝狌，犐犚 ＝狋＋犿，狀＝狋＋２犿＋狌．

令犌′＝〈犛∪犛′〉由私有邻域定义知：犖（狔犻）∩犐＝｛狓犻｝，（１≤犻≤犿），又因犖（狓犻）∩犛′＝｛狔犻｝，

（１≤犻≤犿），即犛′∩犛＝φ，犛∩犜＝φ故犌′是一个阶为２犿 的最大次小等或等于３的犠图．

由定理２，β（犌′）≥２犿／３，因此β（犌）≥狋＋２犿／３．故

犐犚（犌）－β（犌）≤狋＋犿－（狋＋２犿／３）≤犿／３．

　　既然狀＝狋＋２犿＋狌，即

犿＝ ［狀－（狋＋狌）］／２≤狀／２，

从而

犐犚（犌）－β（犌）≤ ［狀／６］．
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故定理４正确的． 
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