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摘要：研究了由具有内插性质的一般Ｂａｎａｃｈ空间列构成的犅犪空间的内插性质，引入了一致嵌

入的概念，给出了一类由一般Ｂａｎａｃｈ空间列构成的犅犪空间的三个内插定理，推广了一些由具

体空间构成的犅犪空间的内插性质．
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１　引言

犅犪空间
［１］的一般形式是由丁夏畦和罗佩珠在研究线性方程的先验估计（如算子在某些

典型区域上的先验估计）时首先给出的，它是一类非常重要的函数空间，在偏微分方程和调

和分析等方面有着广泛的应用．１９８６年，陈广荣与孟伯秦曾研究了一类由犔狆 空间构成的

犅犪空间的内插定理
［２］，并在逼近论等领域中得到了较好的应用［３］［４］［５］．作者曾研究过由

Ｈａｒｄｙ空间和Ｂｅｒｇｍａｎ空间构成的犅犪空间的内插定理，获得了同［２］完全一致的结

果［６］［７］．但所有这些结果都是关于由具体的Ｂａｎａｃｈ空间构成的犅犪空间的内插性质．本文

讨论了由具有内插性质的一般Ｂａｎａｃｈ空间构成的空间的犅犪内插性质，引入了一致嵌入的

概念，给出了一类由一般Ｂａｎａｃｈ空间列构成的犅犪空间的三个内插定理．较文献［２］、［６］和

［７］相比，本文采用了不同证明的方法，在去掉｛犪１
／犿
犿 ｝，｛犪

－１／犿
犿 ｝∈犾∞的条件下，仍获得了同已

有具体空间的结果完全一致的内插性质，从而实质地推广了已有的结果，扩展了内插性质

的应用范围．

定义１　设｛犅犿｝
∞
犿＝１是一列Ｂａｎａｃｈ空间，犡 为一个Ｂａｎａｃｈ空间，｛犅犿｝

∞
犿＝１属于Ｂａｎａｃｈ

空间犡．又设犳（狕）＝∑
∞

犿＝１

犪犿狕
犿 是一非常数的整函数，犪犿≥０．对狌∈∩

∞

犿＝１
犅犿，令

犐（狌，狕）≡∑
∞

犿＝１

犪犿（‖狌‖犅犿
）犿狕犿， （１）

用犚狌 表示（１）式的收敛半径．如果（１）式有非零的收敛半径，我们称狌∈犅犪．即

犅犪＝ ｛狌：狌∈∩
∞

犿＝１
犅犿，犚狌 ＞０｝．
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对犅犪中的元狌赋于范数‖狌‖犅犪＝ｉｎｆ｛１／｜α｜：犐（狌，｜α｜）≤１｝，则犅犪空间是一个Ｂａｎａｃｈ空间．

当定义１中的｛犅犿｝
∞
犿＝１是一列单位圆盘犇上的Ｈａｒｄｙ空间犎

狆 时，相应的犅犪空间就是

犎犅犪（犇）空间
［８］，其内插定理见［６］；当｛犅犿｝

∞
犿＝１是一列单位圆盘上犇的Ｂｅｒｇｍａｎ空间犔

狆
犪 时，

相应的犅犪空间就是犔犅犪犪 （犇）空间
［８］，其内插定理见［７］．

定义２　设犃，犅是两个Ｂａｎａｃｈ空间，若

１°由狓∈犅推得出狓∈犃，即犅犃；

２°存在常数犆，使对一切狓∈犅，都有‖狓‖犃≤犆‖狓‖犅，

则称空间犅嵌入空间犃 内，记作犅→犃．

定义３　设｛犅犿｝
∞
犿＝１是一列Ｂａｎａｃｈ空间，犅０，犅为两个Ｂａｎａｃｈ空间，若对任意的自然数

犿，都有犅犿→犅０（或犅→犅犿），且嵌入常数犆与犿 无关，则称｛犅犿｝
∞
犿＝１一致嵌入犅０（或犅一致

嵌入｛犅犿｝
∞
犿＝１）．

在本文的证明中犆表示常数，在不同的地方可取不同的值，犜∈｛犅０→犅０；犮｝表示犜为

犅０→犅０ 的连续算子．有关中间空间和内插空间的概念参见［９］．

２　主要结果及证明

定理１　设｛犅犿｝
∞
犿＝１是一列Ｂａｎａｃｈ空间，犅０，犅为两个Ｂａｎａｃｈ空间，犅０，犅及｛犅犿｝

∞
犿＝１属

于Ｂａｎａｃｈ空间犡，且犅一致嵌入｛犅犿｝
∞
犿＝１，｛犅犿｝

∞
犿＝１一致嵌入犅０．又设犳（狕）＝∑

∞

犿＝１

犪犿狕
犿是一

非常数的整函数，犪犿≥０，相对应的犅犪空间记为犅犪（犳）．如果犅犿 是关于犅０ 与犅的θ型内插

空间，则犅犪（犳）是关于犅０ 与犅的θ型内插空间．

定理２　设｛犅犿｝
∞
犿＝１是一列Ｂａｎａｃｈ空间，犅０，犅为两个Ｂａｎａｃｈ空间，犅０，犅及｛犅犿｝

∞
犿＝１属

于Ｂａｎａｃｈ空间犡，且犅一致嵌入｛犅犿｝
∞
犿＝１，｛犅犿｝

∞
犿＝１一致嵌入犅０，犳（狕）＝∑

∞

犿＝１

犪犿狕
犿，犵（狕）＝

∑
∞

犿＝１

犫犿狕
犿 和犺（狕）＝∑

∞

犿＝１

犮犿狕
犿 是三个非常数的整函数，犪犿≥犫犿≥犮犿≥０，犿＝１，２，３，…，相对应

的犅犪空间分别记为犅犪（犳），犅犪（犵）和犅犪（犵），则犅犪（犵）是关于犅犪（犳）与犅犪（犺）的内插空间．

定理３　设｛犅犿｝
∞
犿＝１是一列Ｂａｎａｃｈ空间，犅０，犅为两个Ｂａｎａｃｈ空间，犅０，犅及｛犅犿｝

∞
犿＝１属

于Ｂａｎａｃｈ空间犡，且犅 一致嵌入｛犅犿｝
∞
犿＝１，｛犅犿｝

∞
犿＝１一致嵌入犅０．又设犳（狕）＝∑

∞

犿＝１

犪犿狕
犿，

犵（狕）＝∑
∞

犿＝１

犫犿狕
犿 是两个非常数的整函数，相对应的犅犪空间分别记为犅犪（犳），犅犪（犵）．如果

犅犿 是关于犅０ 与犅的θ型内插空间，则（犅０，犅，犅犪（犳））是关于（犅０，犅，犅犪（犵））的θ型内插拼

三组．

首先给出一个引理

引理　设｛犅犿｝
∞
犿＝１是一列Ｂａｎａｃｈ空间，犅０，犅为二个Ｂａｎａｃｈ空间，犅０，犅及｛犅犿｝

∞
犿＝１属

于Ｂａｎａｃｈ空间犡，且犅一致嵌入｛犅犿｝
∞
犿＝１，｛犅犿｝

∞
犿＝１一致嵌入犅０．又设犳（狕）＝∑

∞

犿＝１

犪犿狕
犿，是

一非常数的整函数，犪犿≥０，相对应的犅犪空间记为犅犪（犳），则犅→犅犪（犳）→犅０．

证　先证犅→犅犪（犳），即犅犅犪（犳），且对狌∈犅，有‖狌‖犅犪（犳）≤犆‖狌‖犅，其中犆为常

数．设狌∈犅，由犅一致嵌入｛犅犿｝
∞
犿＝１，得犅犅犿，且存在与犿无关的常数犆＞０，使
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‖狌‖犅犿 ≤犆‖狌‖犅，　犿＝１，２，３，…． （２）

从而犅∩
∞

犿＝１
犅犿．由于犳（狕）是整函数，所以｛犪

１／犿
犿 ｝有界，即存在正常数狉，使得

犪１
／犿
犿 ≤狉，　犿＝１，２，３，…， （３）

取α０＝（２狉犆‖狌‖犅）
－１
＞０，则

犐（狌，α０）≡∑
∞

犿＝１

犪犿（‖狌‖犅犿）
犿
α
犿
０ ≤∑

∞

犿＝１

狉犿犆犿（‖狌‖犅）
犿（２狉犆‖狌‖犅）

－犿
＝１，

所以‖狌‖犅犪（犳）＝ｉｎｆ｛１／｜α｜：犐（狌，｜α｜）≤１｝≤１／｜α０｜＝２狉犆‖狌‖犅，且有狌∈犅犪（犳），从而犅

犅犪（犳）．

再证犅犪（犳）→犅０．对狌∈犅犪（犳），由犅犪（犳）的定义，得狌∈犅犿，由条件｛犅犿｝
∞
犿＝１一致嵌入

犅０，得

‖狌‖犅
０ ≤犆‖狌‖犅犿

，　犿＝１，２，３，…， （４）

其中犆为常数，且有犅犿犅０．从而犅犪（犳）犅０．

又由犅犪（犳）范数的定义‖狌‖犅犪（犳）＝ｉｎｆ｛１／｜α｜：犐（狌，｜α｜）≤１｝知，对任给的ε＞０，存在

非零常数α１，使得犐（狌，α１）≡∑
∞

犿＝１

犪犿（‖狌‖犅犿）
犿
α
犿
１ ≤１，且有

‖狌‖犅犪（犳）＝ｉｎｆ｛１／狘α狘：犐（狌，狘α狘）≤１｝＞ （１／狘α１狘）－ε．

由（４）式，得

１≥∑
∞

犿＝１

犪犿（‖狌‖犅犿）
犿
α
犿
１ ≥犪犽（‖狌‖犅犽

）犽狘α１狘
犽
≥犪犽犆

－犽（‖狌‖犅
０
）犽狘α１狘

犽，

其中犽为一个使得犪犽 不为零的确定的自然数．所以

犪１
／犽
犽 犆

－１
‖狌‖犅

０
狘α１狘≤１，

从而

‖狌‖犅
０ ≤犆犪

－１／犽
犽 狘α１狘

－１
≤犆犪

－１／犽
犽 （‖狌‖犅犪（犳）＋ε）．

由ε的任意性，可得‖狌‖犅
０
≤犆犪

－１／犽
犽 ‖狌‖犅犪（犳）成立．引理证毕． 

定理１的证明　先证犅犪（犳）是犅与犅０ 的中间空间，即犅∩犅０→犅犪（犳）→犅＋犅０．

事实上，由犅一致嵌入｛犅犿｝
∞
犿＝１，｛犅犿｝

∞
犿＝１一致嵌入犅０，得犅→犅０，即犅犅０，且对狌∈

犅，有‖狌‖犅
０
≤犆‖狌‖犅，其中犆为常数．

由线性空间的性质，得犅∩犅０＝犅，犅＋犅０＝犅０，且对狌∈犅∩犅０，有

‖狌‖犅 ≤ｍａｘ｛‖狌‖犅
０
，‖狌‖犅｝＝ ‖狌‖犅∩犅０ ≤ （１＋犆）‖狌‖犅；

对狌∈犅＋犅０，存在狊∈犅及狋∈犅０ 使得狌＝狊＋狋．一方面

‖狌‖犅＋犅０＝ｉｎｆ｛‖狊‖犅 ＋‖狋‖犅
０
：狌＝狊＋狋｝≥ｉｎｆ｛犆

－１
‖狊‖犅

０
＋‖狋‖犅

０
：狌＝狊＋狋｝

≥ （１＋犆）
－１ｉｎｆ｛‖狊‖犅

０
＋‖狋‖犅

０
：狌＝狊＋狋｝

≥ （１＋犆）
－１ｉｎｆ｛‖狊＋狋‖犅

０
：狌＝狊＋狋｝≥ （１＋犆）

－１
‖狌‖犅

０
．

另一方面，取狌＝θ＋狌，θ∈犅，狌∈犅０，则

‖狌‖犅＋犅０ ≤ ‖θ‖犅 ＋‖狌‖犅
０
＝ ‖狌‖犅

０
．

其中θ为零向量．由引理，得犅∩犅０→犅犪（犳）→犅＋犅０．

下面证明犅犪（犳）是关于犅与犅０ 的内插空间．

设犜∈｛犅０→犅０；犮｝且犜∈｛犅→犅；犮｝．由条件犅犿 是关于犅０ 与犅的θ型内插空间，可得

犜∈｛犅犿→犅犿；犮｝，且

‖犜‖犅犿→犅犿 ≤ （‖犜‖犅
０→犅０
）１－θ犿（‖犜‖犅→犅

）θ犿，
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其中０＜θ犿＜１，犿＝１，２，３，…．

因为函数犵（θ犿）＝（‖犜‖犅
０→犅０

）１－θ犿（‖犜‖犅→犅）
θ犿是严格单调的，因此在下列两种情况

下

当‖犜‖犅
０→犅０≤‖犜‖犅→犅时，取θ＝ｓｕｐ｛θ犿：犿≥１｝，

当‖犜‖犅
０→犅０≥‖犜‖犅→犅时，取θ＝ｉｎｆ｛θ犿：犿≥１｝，

则对一切犿＝１，２，３，…，均有

‖犜‖犅犿→犅犿 ≤ （‖犜‖犅
０→犅０
）１－θ（‖犜‖犅→犅

）θ． （５）

对狌∈犅犪（犳），取α＝［２狉犆（‖犜‖犅
０→犅０

）１－θ（‖犜‖犅→犅）
θ
‖狌‖犅］

－１，由（２）式，（３）和（５）式，

得

犐（犜狌，α）＝∑
∞

犿＝１

犪犿（‖犜狌‖犅犿）
犿
α
犿

≤∑
∞

犿＝１

狉犿［（‖犜‖犅
０→犅０
）１－θ（‖犜‖犅→犅

）θ‖狌‖犅犿］
犿
α
犿

≤∑
∞

犿＝１

狉犿［（‖犜‖犅
０→犅０
）１－θ（‖犜‖犅→犅

）θ犆‖狌‖犅］
犿
α
犿

＝∑
∞

犿＝１

２－犿 ＝１，

所以犜狌∈犅犪（犳），从而犅犪（犳）是关于犅与犅０ 的内插空间．

最后证明犅犪（犳）是关于犅与犅０ 的θ型内插空间．

对狌∈犅犪（犳），由（２）式知ｓｕｐ｛‖狌‖犅犿：犿＝１，２，３，…．｝存在，记为狉１，则对任意δ＞０，

存在犽≥１，使得‖狌‖犅犽＞狉１－δ．而由‖狌‖犅犪（犳）＝ｉｎｆ｛１／｜α｜：犐（狌，｜α｜）≤１｝知，对任给的ε＞

０，存在非零常数α１，使得

犐（狌，α１）≡∑
∞

犿＝１

犪犿（‖狌‖犅犿）
犿
α
犿
１ ≤１，且

‖狌‖犅犪（犳）＝ｉｎｆ｛１／狘α狘：犐（狌，狘α狘）≤１｝＞ （１／狘α１狘）－ε．

这样

１≥∑
∞

犿＝１

犪犿（‖狌‖犅犿）
犿
α
犿
１ ≥犪犽（‖狌‖犅犽

）犽狘α１狘
犽
≥犪犽（狉１－δ）

犽
狘α１狘

犽，

其中犽为一个使得α犽 不为零的确定的自然数．

由δ的任意性，得犪
１／犽
犽狉１｜α１｜≤１，从而狉１犪

１／犽
犽 ≤１／｜α１｜≤（‖狌‖犅犪（犳）＋ε）．再由ε的任意

性，可得狉１犪
１／犽
犽 ≤‖狌‖犅犪（犳）成立．而狉１＝ｓｕｐ｛‖狌‖犅犿：犿＝１，２，３，…．｝，因此

‖狌‖犅犿 ≤犪
－１／犽
犽 ‖狌‖犅犪（犳），　犿＝１，２，３，…． （６）

取α＝［２狉犪
－１／犽
犽 （‖犜‖犅

０→犅０
）１－θ（‖犜‖犅→犅）

θ
‖狌‖犅犪（犳）］

－１，由（３）式，（５）和（６）式，得

犐（犜狌，α）＝∑
∞

犿＝１

犪犿（‖犜狌‖犅犿）
犿
α
犿

≤∑
∞

犿＝１

狉犿［（‖犜‖犅
０→犅０
）１－θ（‖犜‖犅→犅

）θ‖狌‖犅犿］
犿
α
犿

≤∑
∞

犿＝１

狉犿［（‖犜‖犅
０→犅０
）１－θ（‖犜‖犅→犅

）θ犪－１
／犽

犽 ‖狌‖犅犪（犳）］
犿
α
犿

＝∑
∞

犿＝１

２－犿 ＝１，
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所以

‖犜狌‖犅犪（犳）＝ｉｎｆ｛１／狘α狘：犐（狌，狘α狘）≤１｝≤２狉犪
－１／犽
犽 （‖犜‖犅

０→犅０
）１－θ（‖犜‖犅→犅

）θ‖狌‖犅犪（犳）．

即犅犪（犳）是关于犅与犅０ 的θ型内插空间．定理１证毕． 

定理２的证明　先证犅犪（犵）是关于犅犪（犳）与犅犪（犺）的中间空间．

设狌∈犅犪（犳），由定义知，存在狕≠０，使得

∑
∞

犿＝１

犪犿（‖狌‖犅犿）
犿
狘狕狘

犿
＜ ∞．

由犪犿≥犫犿≥犮犿≥０，得

∑
∞

犿＝１

犮犿（‖狌‖犅犿）
犿
狘狕狘

犿
≤∑

∞

犿＝１

犫犿（‖狌‖犅犿）
犿
狘狕狘

犿
≤∑

∞

犿＝１

犪犿（‖狌‖犅犿）
犿
狘狕狘

犿
＜ ∞．

因此犅犪（犳）犅犪（犵）犅犪（犺），且

　｛１／狘α狘：∑
∞

犿＝１

犪犿（‖狌‖犅犿）
犿
狘α狘

犿
≤１｝

 ｛１／狘α狘：∑
∞

犿＝１

犫犿（‖狌‖犅犿）
犿
狘α狘

犿
≤１｝

 ｛１／狘α狘：∑
∞

犿＝１

犮犿（‖狌‖犅犿）
犿
狘α狘

犿
≤１｝，

所以犅犪（犳）∩犅犪（犵）＝犅犪（犳）犅犪（犵）犅犪（犺）＝犅犪（犳）＋犅犪（犺），且

‖狌‖犅犪（犺）≤ ‖狌‖犅犪（犵）≤ ‖狌‖犅犪（犳）．

　　根据交空间与和空间范数的定义，对狌∈犅犪（犳）∩犅犪（犺），有

‖狌‖犅犪（犺）∩犅犪（犳）＝ｍａｘ｛‖狌‖犅犪（犺），‖狌‖犅犪（犳）｝＝ ‖狌‖犅犪（犳）≥ ‖狌‖犅犪（犵）．

对狌∈犅犪（犳）＋犅犪（犺），存在狊∈犅犪（犳），狋∈犅犪（犺）使狌＝狊＋狋，且

‖狌‖犅犪（犺）＋犅犪（犳）＝ｉｎｆ｛‖狋‖犅犪（犺）＋‖犛‖犅犪（犳）：狌＝狊＋狋｝

≤ｉｎｆ｛‖狌‖犅犪（犺）＋‖θ‖犅犪（犳）：狌＝狌＋θ｝

≤ ‖狌‖犅犪（犺）≤ ‖狌‖犅犪（犵），

其中θ为零向量，所以犅犪（犳）∩犅犪（犺）→犅犪（犵）→犅犪（犳）＋犅犪（犺）．

下面证明犅犪（犵）是关于犅犪（犳）与犅犪（犺）的内插空间．

设犜∈｛犅犪（犳）→犅犪（犳）；犮｝且犜∈｛犅犪（犺）→犅犪（犺）；犮｝，则

‖犜狌‖犅犪（犳）≤ ‖犜‖犅犪（犳）→犅犪（犳）‖狌‖犅犪（犳），狌∈犅犪（犳）；

‖犜狌‖犅犪（犺）≤ ‖犜‖犅犪（犺）→犅犪（犺）‖狌‖犅犪（犺），狌∈犅犪（犺）． （７）

　　由于犵（狕）是整函数，所以｛犫
１／犿
犿 ｝有界，即存在正常数狉２，使得犫

１／犿
犿 ≤狉２，犿＝１，２，３，…．对

狌∈犅犪（犵），有狌∈犅犪（犺），由（６）式得‖犜狌‖犅犿≤犮
－１／犽
犽 ‖犜狌‖犅犪（犺），犽为一个确定的自然数．

取α＝（２狉２犮
－１／犽
犽 ‖犜‖犅犪（犺）→犅犪（犺）‖狌‖犅犪（犺））

－１
＞０，由（７）式得

犐（犜狌，α）＝∑
∞

犿＝１

犫犿（‖犜狌‖犅犿）
犿
α
犿

≤∑
∞

犿＝１

狉犿２（犮
－１／犽
犽 ‖犜狌‖犅犪（犺））

犿
α
犿

≤∑
∞

犿＝１

狉犿２（犮
－１／犽
犽 ‖犜‖犅犪（犺）→犅犪（犺）‖狌‖犅犪（犺））

犿
α
犿

＝∑
∞

犿＝１

２－犿 ＝１，
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即犜狌∈犅犪（犵）．定理２证毕． 

定理３的证明　设犜∈｛犅０→犅０；犮｝且犜∈｛犅→犅；犮｝．由条件犅犿 是关于犅０ 与犅的θ型

内插空间，可得犜∈｛犅犿→犅犿；犮｝，且由（５）式知，对狌∈犅犪（犳），有

‖犜狌‖犅犿 ≤ （‖犜‖犅
０→犅０
）１－θ（‖犜‖犅→犅

）θ‖狌‖犅犿．

取α＝［２狉犪
－１／犽
犽 （‖犜‖犅

０→犅０
）１－θ（‖犜‖犅→犅）

θ
‖狌‖犅犪（犳）］

－１
＞０，由（３）式，（６）式得

∑
∞

犿＝１

犫犿（‖犜狌‖犅犿）
犿
α
犿
≤∑

∞

犿＝１

狉犿［（‖犜‖犅
０→犅０
）１－θ（‖犜‖犅→犅

）θ‖狌‖犅犿］
犿
α
犿

≤∑
∞

犿＝１

狉犿［（‖犜‖犅
０→犅０
）１－θ（‖犜‖犅→犅

）θ犪－１
／犽

犽 ‖狌‖犅犪（犳）］
犿
α
犿

＝∑
∞

犿＝１

２－犿 ＝１＜ ∞，

所以犜狌∈犅犪（犵），且‖犜狌‖犅犪（犵）≤２狉犪
－１／犽
犽 （‖犜‖犅

０→犅０
）１－θ（‖犜‖犅→犅）

θ
‖狌‖犅犪（犳）．即（犅０，

犅，犅犪（犳））是关于（犅０，犅，犅犪（犵））的θ型内插拼三组．定理３证毕． 

注　若将定理１和定理３条件和结论中的θ型都去掉，定理仍成立．

３　应用

作为上述定理的应用，本节给出一些由具体空间构成的犅犪空间的内插性质．

例１　由犔狆 空间构成的犅犪空间（犔
犅犪）的内插定理．

设｛犔狆犿（Ω），犿＝１，２，３，…｝是一列Ｌｅｂｅｓｇｕｅ空间，狆犿＞１，Ω是犚
狀 内的有界闭集，犳（狕）

＝∑
∞

犿＝１

犪犿狕
犿 是一非常数的整函数，犪犿≥０，相对应的犅犪空间为犔

犅犪，则犔犅犪是关于犔狆０与犔狆


的θ型内插空间．其中狆０＝ｉｎｆ｛狆犿，犿＝１，２，３，…｝，狆
＝ｓｕｐ｛狆犿，犿＝１，２，３，…｝．

证　注意到狆０≤狆犿≤狆
，由Ｌｅｂｅｓｇｕｅ空间的嵌入性质知

犔狆


→犔
狆犿 →犔

狆０，　犿＝１，２，３，…．

　　下面证明上述嵌入为一致嵌入．设狓（狋）∈犔狆，当１＜狆

＜∞时，由犔狆 空间范数的定

义及 Ｈ̈ｏｌｄｅｒ不等式，得

‖狓（狋）‖狆犿＝∫Ω
狘狓（狋）狘狆犿ｄ［ ］狋

１
狆犿

≤∫Ω
ｄ（ ）狋

狆

－狆犿

狆


１
狆犿

∫Ω
狘狓（狋）狘狆犿

狆


狆犿ｄ［ ］狋
狆


狆

１
狆犿

＝ （ｍｅｓΩ）
狆

－狆犿

狆

狆犿 ‖狓（狋）‖狆 ≤ （１＋ｍｅｓΩ）‖狓（狋）‖狆，

当狆
＝∞时，由犔∞范数的定义，得

‖狓（狋）‖狆犿＝∫Ω
狘狓（狋）狘狆犿ｄ［ ］狋

１
狆犿

≤∫Ω
Ｖａｒｉｓｕｐ

狋∈Ω
狘狓（狋）狘）狆犿ｄ［ ］狋

１
狆犿

＝ （ｍｅｓΩ）
１
狆犿‖狓（狋）‖∞ ≤ （１＋ｍｅｓΩ）‖狓（狋）‖∞．

其中ｍｅｓΩ表示Ω 的Ｌｅｂｅｓｇｕｅ测度，Ｖａｒｉｓｕｐ
狋∈Ω
｜狓（狋）｜表示本性有界函数的上确界．

由于１＋ｍｅｓΩ是与犿 无关的常数，所以犔狆


一致嵌入犔狆犿．同理可证犔狆犿一致嵌入犔狆０．

又根据ＲｉｅｓｚＴｈｏｒｉｎＭ内插定理
［９］知，犔狆犿是关于犔狆０与犔狆



的θ型内插空间，由本文的定

理１知，犔犅犪是关于犔狆０与犔狆


的θ型内插空间．例１得证． 

本例较文献［２］中的定理１减少了条件｛犪１
／犿
犿 ｝，｛犪

１／犿
犿 ｝∈犾

∞，但获得了同样的结果．因此，
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实质地推广了文献［２］的结论．

例２　设｛犔犕狀，狀＝１，２，３，…｝是一列Ｏｒｌｉｃｚ空间
［８］，犳（狕）＝∑

∞

犿＝１

犪犿狕
犿，犵（狕）＝∑

∞

犿＝１

犫犿狕
犿

和犺（狕）＝∑
∞

犿＝１

犮犿狕
犿是三个非常数的整函数，犪犿≥犫犿≥犮犿≥０，犿＝１，２，３，…，相对应的犅犪空

间为犔犅犪犕 （犳），犔
犅犪
犕 （犵）和犔

犅犪
犕 （犺）．若犔犕狀（狀＝１，２，３，…）的生成元犕狀（狌）是定义在测度有限集

Ω上的满足犕Δ 条件的犖 函数，且极限

ｌｉｍ
狌→∞

ｌｎ犕狀（狌）

ｌｎ狌
＝狆狀　（狀＝１，２，３，…）

是等度的，则当１≤狆０＜ｉｎｆ｛狆狀，狀＝１，２，３，…｝，ｓｕｐ｛狆狀，狀＝１，２，３，…｝＜狆

＜∞时，犔

犅犪
犕 （犵）

是关于犔犅犪犕 （犳）与犔
犅犪
犕 （犺）的内插空间．

证　由１≤狆０＜ｉｎｆ｛狆狀，狀＝１，２，３，…｝，ｓｕｐ｛狆狀，狀＝１，２，３，…｝＜狆

＜∞知，可选足够小

的ε，使１≤狆０＜狆狀－ε＜狆狀＋ε＜狆

＜∞，由极限的等度性，对此ε＞０，存在不依赖于狀的正

数狌０，不失一般性，可取狌０＞１，当狌≥狌０＞１时，有

狆０ ＜狆狀－ε＜
ｌｎ犕狀（狌）

ｌｎ狌
＜狆狀＋ε＜狆

．

又因犕狀（狌）是满足犕Δ 条件的犖 函数，因此，狌
狆０＜犕狀（狌）＜狌狆



．

故犔狆


→犔犕狀（狀＝１，２，３，…）→犔
狆０，其中犔狆０和犔狆



是Ｌｅｂｅｓｇｕｅ空间．

下面证明上述嵌入为一致嵌入．设狌（狓）∈犔狆 犔犕狀，记犽＝１＋狌
狆


０ ｍｅｓΩ＞１，Ω０＝

｛狓：
狌（狓）

‖狌‖狆
≥狌０＞１，狓∈Ω｝，则

∫Ω
犕狀（

狌（狓）

犽‖狌‖狆
）ｄ狓≤

１

犽
［∫Ω０

犕狀（
狌（狓）

‖狌‖狆
）ｄ狓＋∫Ω＼Ω０

犕狀（
狌（狓）

‖狌‖狆
）ｄ狓］

≤
１

犽
［∫Ω０

（狌
（狓）

‖狌‖狆
）狆


ｄ狓＋∫Ω＼Ω０

犕狀（狌０）ｄ狓］

≤
１

犽
［１＋犕狀（狌０）ｍｅｓΩ］≤

１

犽
（１＋狌狆



０ ｍｅｓΩ）＝１，

根据Ｏｒｌｉｃｚ空间的Ｌｕｘｅｍｂｕｒｇ范数的定义，得

‖狌‖（犕狀
）＝ｉｎｆ｛β：∫Ω

犕狀（
狌（狓）

β
）ｄ狓≤１，β＞０｝≤犽‖狌‖狆，

由于犽是与狀无关的常数，故犔狆


一致嵌入犔犕狀（狀＝１，２，３，…）．

另一方面，设狌（狓）∈犔犕狀犔狆０，记Ω狀＝｛狓：
狌（狓）

‖狌‖（犕狀
）
≥狌０＞１，狓∈Ω｝，狀＝１，２，３，…，则

∫Ω

（ 狌
（狓）

‖狌‖（犕狀
）

）狆０ｄ狓＝∫Ω狀

（ 狌
（狓）

‖狌‖（犕狀
）

）狆０ｄ狓＋∫Ω＼Ω０

（ 狌
（狓）

‖狌‖（犕狀
）

）狆０ｄ狓

≤∫Ω狀

犕狀（
狌（狓）

‖狌‖（犕狀
）

）ｄ狓＋∫Ω＼Ω０

（狌０）狆０ｄ狓≤１＋狌
狆０
０ ｍｅｘΩ，

所以

‖狌‖狆０＝ （∫Ω
狘狌（狓）狘狆０ｄ狓）

１
狆０ ≤ （１＋狌

狆０
０ ｍｅｓΩ）

１
狆０‖狌‖（犕狀

）

≤ （１＋狌
狆０
０ ｍｅｓΩ）‖狌‖（犕狀

）≤犽‖狌‖（犕狀
），

由于犽是与狀无关的常数，故犔犕狀（狀＝１，２，３，…）一致嵌入犔
狆０．
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由本文的定理２，例２得证． 

例３　设｛犎狆犿（犇），犿＝１，２，３，…｝是定义在复平面上的单位圆犇 内的一列 Ｈａｒｄｙ空

间，犳（狕）＝∑
∞

犿＝１

犪犿狕
犿，犵（狕）＝∑

∞

犿＝１

犫犿狕
犿 是两个非常数的整函数，狆犿＞１，犪犿，犫犿≥０，相对应的

犅犪空间记为犎犅犪（犳）和犎
犅犪（犵），则（犎

１，犎∞，犎犅犪（犳））是关于（犎
１，犎∞，犎犅犪（犵））的θ型内

插拼三组．

证　由Ｈａｒｄｙ空间的性质，易证

‖狓‖犎
１ ≤ ‖狓‖犎

狆犿 ，　‖狓‖犎
狆犿 ≤ ‖狓‖犎

∞，

由于嵌入常数１与犿无关，所以犎狆犿一致嵌入犎１，犎∞一致嵌入犎狆犿．

根据文献［１０］知，犎狆犿 是关于犎 ∞与 犎１ 的θ型内插空间，由本文的定理３知，（犎
１，

犎∞，犎犅犪（犳））是关于（犎
１，犎∞，犎犅犪（犵））的θ型内插拼三组．例３得证． 
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