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一般随机犇犻狉犻犮犺犾犲狋级数所表示的整函数
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摘要：该文研究了一般随机Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ级数的所表示整函数增长性和值分布，得出了重要结论：在

适当条件下，任何水平带形上或水平线上增长级与全面上相同，对于ρ随机Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ级数（０＜ρ

＜∞）ａ．ｓ．在任何宽为
π

ρ
的水平带形内，至少有一条ρ级没有有穷例外值的Ｂｏｒｅｌ线．
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１　引言

在ｌｉｍ
狀→∞

ｌｎ狀

λ狀
＜＋∞；ρ＝－（ｌｉｍ

狀→∞

ｌｎ｜犪狀｜

λ狀ｌｎλ狀
）－１∈（０，＋∞）条件下，关于随机 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ级数

犉ω（狊）＝∑
∞

狀＝０

犪狀犣狀（ω）ｅ
－λ狀狊 表示整函数研究已经取得了较好结果：［１］研究了当｛犣狀｝为Ｓｔｅｉｎ

ｈａｕｓ序列或Ｒａｄｅｍａｃｈｅｒ序列时，ａ．ｓ．ω∈Ω，犉ω（狊）在任一宽为
π

ρ
带形内至少有一条ρ级

Ｂｏｒｅｌ线；［２］研究了当｛犣狀｝为犖序列时，ａ．ｓ．ω∈Ω，犉ω（狊）在任一宽为
π

ρ
带形内至少有一条

ρ级没有例外值的Ｂｏｒｅｌ线，本文在［１］与［２］工作基础上，研究了一般随机Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ级数表

示整函数的值分布．

２　主要结果及其证明

考虑随机Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ级数

犳ω（狊）＝∑
∞

狀＝０

犡狀（ω）ｅ
－λ狀狊， （１）

其中０≤λ０＜λ１＜λ２…＜λ狀↑∞，｛犡狀｝为某概率空间（Ω，犉，犘）上独立复随机变量列，狊＝σ＋

ｉ狋，σ，狋∈犚．

引理１　设｛犡狀｝是独立随机变量列和存在一个正数犱，使得

 收稿日期：２００２０４１１；修订日期：２００２１１１０



狀≥０，犱
２
σ
２
狀 ＝犱

２犈狘犡狀狘
２
≤犈

２
狘犡狀狘＜＋∞， （２）

那么对ａ．ｓ．ω∈Ω，存在自然数犖（ω），使得当犖＞犖（ω）有

狘犡狀（ω）狘≤狀σ狀， （３）

若｛犡狀犽｝是｛犡狀｝任何子序列，那么

犘（ｌｉｍ
犽→∞

（狘犡狀犽狘≥
犱
２
σ狀犽））＝１， （４）

它表明｛犡狀犽（ω）｝中有无穷多项不小于
犱
２
σ狀犽．

证　当σ狀＝０，犡狀＝０，ａ．ｓ．，犘（｜犡狀｜＞σ狀）＝０；当σ狀＞０，犘（｜犡狀｜＞狀σ狀）≤
犈｜犡狀｜

２

狀２σ
２
狀

＝
１

狀２
．

因此

狀≥１，犘（狘犡狀狘＞狀σ狀）≤
１

狀２
，

　　相应 ∑
∞

狀＝１

犘（狘犡狀狘＞狀σ狀）≤∑
∞

狀＝１

１

狀２
＜＋∞．

由ＢｏｒｅｌＣａｎｔｅｌｌｉ引理

犘（ｌｉｍ
狀→∞

（狘犡狀狘＞狀σ狀））＝０，

这样我们得到（３）式．

利用［３］中Ｐ８的不等式（Ⅱ）和（２）式，我们有

当σ狀＞０，

犘（狘犡狀狘≥
犱
２
σ狀）≥犘（狘犡狀狘≥

１

２
犈狘犡狀狘）

≥ （１－
１

２
）２犈

２
狘犡狀狘

犈狘犡狀狘
２ ≥

１

４
犱２ ＞０，

当σ狀＝０，犘（｜犡狀｜≥
犱
２
σ狀）＝１．

因此∑
∞

犽＝１

犘（狘犡狀犽狘≥
犱
２
σ狀犽）＝＋∞，再利用ＢｏｒｅｌＣａｎｔｅｌｌｉ引理

犘（ｌｉｍ
犽→∞

（狘犡狀犽狘≥
犱
２
σ狀犽））＝１．

即｜犡狀犽（ω）｜≥
犱
２
σ狀犽ａ．ｓ．对无穷多个狀犽 成立． 

引理２　设｛犡狀｝满足（２）式，则

（ｉ）ｌｉｍ
狀→∞

ｌｎσ狀

λ狀
≤ｌｉｍ
狀→∞

ｌｎ｜犡狀｜

λ狀
≤ｌｉｍ
狀→∞

ｌｎσ狀

λ狀
＋ｌｉｍ
狀→∞

ｌｎ狀

λ狀
　ａ．ｓ．； （５）

（ｉｉ）ｌｉｍ
狀→∞

ｌｎσ狀

λ狀ｌｎλ狀
≤ｌｉｍ
狀→∞

ｌｎ｜犡狀｜

λ狀ｌｎλ狀
≤ｌｉｍ
狀→∞

ｌｎσ狀

λ狀ｌｎλ狀
＋ｌｉｍ
狀→∞

ｌｎ狀

λ狀ｌｎλ狀
　ａ．ｓ．． （６）

证　由（３）式

ｌｉｍ
狀→∞

ｌｎ狘犡狀狘

λ狀
≤ｌｉｍ

狀→∞

ｌｎ狀σ狀

λ狀
≤ｌｉｍ

狀→∞

ｌｎσ狀

λ狀
＋ｌｉｍ
狀→∞

ｌｎ狀

λ狀
，

ｌｉｍ
狀→∞

ｌｎ狘犡狀狘

λ狀ｌｎλ狀
≤ｌｉｍ

狀→∞

ｌｎ狀σ狀

λ狀ｌｎλ狀
≤ｌｉｍ

狀→∞

ｌｎσ狀

λ狀ｌｎλ狀
＋ｌｉｍ
狀→∞

ｌｎ狀

λ狀ｌｎλ狀
，

设ｌｉｍ
犽→∞

ｌｎσ狀犽
λ狀犽

＝ｌｉｍ
狀→∞

ｌｎσ狀

λ狀
，由（４）式ａ．ｓ．ω∈Ω，在｛｜犡狀犽（ω）｜｝中，｜犡狀犽（ω）｜≥

犱
２
σ狀犽中有无穷多项
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成立，不设为｛｜犡狀犽，犾（ω）｜｝．｛狀犽，犾｝选择依赖于ω．这样

ｌｉｍ
狀→∞

ｌｎ狘犡狀（ω）狘
λ狀

≥ｌｉｍ
犾→∞

ｌｎ狘犡狀犽，犾（ω）狘

λ狀犽，犾
≥ｌｉｍ

犾→∞

ｌｎ狘
犱
２
σ狀犽，犾狘

λ狀犽，犾

＝ｌｉｍ
犾→∞

ｌｎ狘σ狀犽，犾狘

λ狀犽，犾
＝ｌｉｍ

犽→∞

ｌｎ狘σ狀犽狘

λ狀犽
＝ｌｉｍ

狀→∞

ｌｎσ狀

λ狀
　ａ．ｓ．，

类似有

ｌｉｍ
狀→∞

ｌｎ狘犡狀狘

λ狀ｌｎλ狀
≥ｌｉｍ

狀→∞

ｌｎσ狀

λ狀ｌｎλ狀
　ａ．ｓ．，

综合以上各式，知引理２得证． 

记级数（１）收敛横坐标为σ犮（ω），一致收敛横坐标为σ狌（ω），绝对收敛横坐标为σ犪（ω）．

定理１　若ｌｉｍ
狀→∞

ｌｎσ狀

λ狀
＝－∞，ｌｉｍ

狀→∞

ｌｎ狀

λ狀
＜＋∞，那么

σ犮（ω）＝σ狌（ω）＝σ犪（ω）＝－∞　ａ．ｓ．． （７）

　　证　由Ｖａｒｌｉｏｎ公式及引理２（ｉ）有

ｌｉｍ
狀→∞

ｌｎσ狀

λ狀
≤ｌｉｍ

狀→∞

ｌｎ狘犡狀（ω）狘
λ狀

≤σ犮（ω）≤σ狌（ω）≤σ犪（ω）

≤ｌｉｍ
狀→∞

ｌｎ狘犡狀（ω）狘
λ狀

＋ｌｉｍ
狀→∞

ｌｎ狀

λ狀

≤ｌｉｍ
狀→∞

ｌｎσ狀

λ狀
＋２ｌｉｍ

狀→∞

ｌｎ狀

λ狀
　ａ．ｓ．，

　　当ｌｉｍ
狀→∞

ｌｎσ狀

λ狀
＝－∞，且ｌｉｍ

狀→∞

ｌｎ狀

λ狀
＜∞时

σ犮（ω）＝σ狌（ω）＝σ犪（ω）＝－∞　ａ．ｓ．．

定理证毕． 

定理２　设｛犡狀｝满足（２）式，则

当ｌｉｍ
狀→∞

ｌｎ狀

λ狀
＜＋∞，ｌｉｍ

狀→∞

ｌｎσ狀

λ狀
＝－∞时，级数（１）增长级ａ．ｓ．为ρ

ｌｉｍ
狀→∞

ｌｎσ狀

λ狀ｌｎλ狀
＝

－∞，（当ρ＝０）；

－
１

ρ
，（当０＜ρ＜ ∞）；

０，（当ρ＝ ∞）

烅

烄

烆 ．

（８）

　　证　犳ω（狊）有增长级ρ（ω）

ｌｉｍ
狀→∞

ｌｎ狘犡狀（ω）狘
λ狀ｌｎλ狀

＝

－∞，当ρ（ω）＝０；

－
１

ρ（ω）
，当０＜ρ（ω）＜ ∞；

０，当ρ（ω）＝ ∞

烅

烄

烆 ．

（９）

但由引理２有

ｌｉｍ
狀→∞

ｌｎ狘犡狀（ω）狘
λ狀ｌｎλ狀

＝ｌｉｍ
狀→∞

ｌｎσ狀

λ狀ｌｎλ狀
　ａ．ｓ．， （１０）

　　这样ρ（ω）＝ρ　ａ．ｓ．．

由（９），（１０）式便得（８）式． 

注　此定理表明全平面上收敛级数∑
∞

狀＝０

犡狀ｅ
－λ狀狊 与∑

∞

狀＝０

σ狀ｅ
－λ狀狊 有相同的增长级．
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引理３　设随机变量犡满足条件

犈犡＝０，存在正数犱＞０，使得

０＜犱
２犈狘犡狘

２
≤犈

２
狘犡狘＜＋∞， （１１）

那么

ｓｕｐ
犪∈犆
犘（犡＝犪）≤ｓｕｐ

犪∈犆
犘（狘犡－犪狘＜

１

４
犈狘犡狘）

≤１－
犱２

４（４＋犱
２）＜

１， （１２）

见［４］中引理３．

引理４（ＰａｌｅｙＺｙｇｍｕｎｄ）　设｛犡狀｝是概率空间（Ω，犉，犘）上的独立的随机变量列，它们

的数字期望犈犡狀＝０，且方差犈｜犡狀｜
２＝σ

２
狀＞０，犱＝ｉｎｆ｛犈｜

犡狀

σ狀
｜｝＞０，则对任意 犎∈犉，

犘（犎）＞０，存在正数犅＝犅（犱，犎），犓＝犓（犎，｛犡狀｝）∈犖，使得对任何复数列｛犫狀｝及任何自

然数狆，狇，狆＞狇≥犓，恒有

∫犎
狘∑

狆

狀＝狇

犫狀犡狀（ω）狘
２犘（犱ω）≥犅∑

狆

狀＝狇

狘犫狀狘
２
σ
２
狀， （１３）

见［５］．

定理３　设级数（１）满足（２）式和

（ｉ）ｌｉｍ
狀→∞

ｌｎ狀

λ狀
＜∞；

（ｉｉ）ｌｉｍ
狀→∞

ｌｎσ狀

λ狀ｌｎλ狀
＝－

１

ρ
，０＜ρ＜∞，

那么，狋∈犚

ｌｉｍ
σ→－∞

ｌｎ＋ｌｎ＋狘犳ω（σ＋ｉ狋）狘
－σ

＝ρ（＝ｌｉｍ
σ→－∞

ｌｎ＋ｌｎ＋ 犕（σ，犳ω）

－σ
）　ａ．ｓ．． （１４）

　　证　注意（ｉｉ）ｌｉｍ
狀→∞

ｌｎσ狀

λ狀
＝－∞．

由定理２知，ｌｉｍ
σ→－∞

ｌｎ＋ｌｎ＋犕（σ，犳ω）

－σ
＝ρ，令犎＝｛ω｜ｌｉｍ

σ→－∞

ｌｎ＋ｌｎ＋｜犳ω（σ＋ｉ狋）｜
－σ

＜ρ｝，我们只

要证明犘（犎）＝０就够了，若不然有犘（犎）＞０，任取珓σ犿→－∞，ε狀↓０有

犎 ＝∪
∞

狀＝１
∪
∞

犿＝１

｛ω狘
ｌｎ＋ｌｎ＋狘犳ω（σ＋ｉ狋）狘

－σ
＜ρ－ε狀，σ＜珓σ犿｝，

由此有犿０，狀０ 使得犘（犎′）＞０，其中

犎′＝ ｛ω狘
ｌｎ＋ｌｎ＋狘犳ω（σ＋ｉ狋）狘

－σ
＜ρ－ε狀０，σ＜

珓σ犿
０
｝，

简记ε狀
０
＝ε０，珓σ犿

０
＝珓σ０（＜０）．

对于ω∈犎′，σ＜珓σ０，我们有

狘犳ω（σ＋ｉ狋）狘＜ｅｘｐ（ｅ
－（ρ－ε０

）σ）， （１５）

由引理４，存在一自然数犖＝犖（犎′，｛犡狀｝），正数犅＝犅（犱，犎′），使得

∫犎′
狘∑

∞

狀＝犖

犡狀ｅ
－λ狀狊狘

２ｄ狆≥犅∑
∞

狀＝犖

σ
２
狀ｅ
－２λ狀σ，

又由（１５）式

７６５Ｎｏ．５　　　　　　　田范基等：一般随机Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ级数所表示的整函数



　∫犎′
狘∑

∞

狀＝犖

犡狀（ω）ｅ
－λ狀狊狘

２ｄ犘＝∫犎′
狘犳ω（狊）－∑

犖－１

狀＝０

犡狀（ω）ｅ
－λ狀狊狘

２ｄ犘

≤２∫犎′
狘犳ω（狊）狘

２ｄ犘＋２∫犎′
狘∑

犖－１

狀＝０

犡狀（ω）ｅ
－λ狀狊狘

２ｄ犘

≤２犘（犎′）ｅｘｐ（２ｅ
（ρ－ε０

）σ）＋２∫Ω
狘∑

犖－１

狀＝０

犡狀（ω）ｅ
－λ狀狊狘

２ｄ犘

＝２犘（犎′）ｅｘｐ（２ｅ
（ρ－ε０

）σ）＋２∑
犖－１

狀＝０

σ
２
狀ｅ
－２λ狀σ，

因此

∑
＋∞

狀＝犖

σ
２
狀ｅ
－２λ狀σ≤

２犘（犎′）

犅
ｅｘｐ（２ｅ－

（ρ－ε０
）σ）＋

２

犅∑
犖－１

狀＝０

σ
２
狀ｅ
－２λ狀σ，

∑
∞

狀＝０

σ
２
狀ｅ
－２λ狀σ≤

２犘（犎′）

犅
ｅｘｐ（２ｅ－

（ρ－ε０
）σ）＋（

２

犅
＋１）∑

犖－１

狀＝０

σ
２
狀ｅ
－２λ狀σ

≤犆
２ｅｘｐ（２ｅ－

（ρ－ε０
）σ），

犆是一正常数．

因此狀， σ
２
狀ｅ
－２λ狀σ≤犆

２ｅｘｐ（２ｅ
－（ρ－ε０

）σ），σ狀ｅ
－２λ狀σ≤犆ｅｘｐ（ｅ

－（ρ－ε０
）σ），

ｌｎσ狀 ≤ｌｎ犆＋ｅ
－（ρ－ε０

）σ
＋λ狀σ，σ＜珓σ０ ＜０，

当狀充分大时，λ狀 充分大时，取σ＝－
１

ρ－ε０
ｌｎ
λ狀

ρ－ε０
＜珓σ０，有

ｌｎσ狀 ≤ｌｎ犆＋
λ狀

ρ－ε０
－
λ狀

ρ－ε０
ｌｎ

λ狀

ρ－ε０
，

ｌｉｍ
狀→∞

ｌｎσ狀

λ狀ｌｎλ狀
≤－

１

ρ－ε０
，

这与ｌｉｍ
狀→∞

ｌｎσ狀

λ狀ｌｎλ狀
＝－

１

ρ
矛盾，故定理３得证． 

取可数集合｛狋狀｝在犚中稠密，我们得到

定理４　在定理３条件下，存在犘（犈）＝１，对ω∈犈及任何实数β及狉，β＜狉有

ｌｉｍ
σ→－∞

ｌｎ＋ｌｎ＋ 犕（σ，β，狉，犳ω）

－σ
＝ｌｉｍ

σ→－∞

ｌｎ＋ｌｎ＋ 犕（σ，犳ω）

－σ
＝ρ　ａ．ｓ．． （１６）

　　证　定理３中ρ＝∞类似可证．只不过加一个通常条件ｌｉｍ
狀→∞

ｌｎσ狀

λ狀
＝－∞，至于ρ＝０，结论

显然成立，条件（ｉｉ）为ｌｉｍ
狀→∞

ｌｎσ狀

λ狀ｌｎλ狀
＝－∞． 

我们想办法，将带形上解析函数转化为单位圆上的解析函数来解决．

引理５　设｛犣狀｝是某概率空间（Ω，犉，犘）上独立随机变量列且满足

犓 ＝ｓｕｐ｛犘（犣狀 ＝犮）狘犮∈犆，狀∈犖＋｝＜１ （１７）

以及函数列｛狀（狕）｝犎（ρ，θ，犫）－｛∞｝，｛ρ＞１，θ∈犚，０＜犫＜１）

犵ω（狕）＝∑
∞

狀＝１

狕狀（ω）狀（狕），

定义了｛狕｜ａｒｇ狕－θ｜＜犫｝∩｛狕｜狕｜＜１｝上解析函数，ｅ
犻θ是犵ω（狕）的一个ρ（ρ＞１）级Ｂｏｒｅｌ点，

（ａ．ｓ．ω∈Ω），那么ｅ
犻θ是犵ω 的没有有穷例外值Ｂｏｒｅｌ点（ａ．ｓ．ω∈Ω）．

见［２］引理４．

８６５ 数 学 物 理 学 报　　　　　　　　　　　Ｖｏｌ．２４Ａ



注　（２）式成立，（１７）式一定满足．

由定理４可得，对ω∈犈，狋０∈犚，η＞０有

ｌｉｍ
σ→－∞

ｌｎｌｎ犕（σ，狋０－η，狋０＋η，犳ω）

－σ
＝ρ， （１８）

现考虑单射狕＝１（狊）＝ｅｘｐ（－
π
２η
（狊－ｉ狋０））和

犠 ＝２（狕）＝
狕－１
狕＋１

， （１９）

记其逆映射为

狊＝Φ１（狕）和狕＝Φ２（犠），狊＝Φ１·Φ２（犠）＝Φ（犠），

令犎１＝｛狕｜｜ａｒｇ狕｜＜
π
２
｝，犎２＝｛狕｜｜ａｒｇ狕｜＜

π
４
｝，

犎
犽 （狉）＝ ｛狕狘狘狕狘≤狉｝∩犎犽，犽＝１，２，

犇（犚）＝ ｛犠狘犠狘＜犚｝　（犚∈ （０，１］），

那么Φ（犇（１））＝犅（狋０，η）｛狊｜｜Ｉｍ狊－狋０｜＜η｝，令犅
（σ，狋０，η）＝｛狊｜Ｒｅ狊≥σ｝∩犅（狋０，η），狀（σ０，

狋０，η，犳ω（狊）＝犪）｛狊｜犳ω（狊）＝犪，狊∈犅
（σ，狋０，η）｝．

引理６　对犚∈（０，１），令

狉＝
１＋犚
１－犚

，σ＝－
２η
π
ｌｎ狉，

那么

犅（σ－
２η
π
ｌｎ犽１，狋０，η

２
）∩ ｛狊狘Ｒｅ狊＝σ－

２η
π
ｌｎ犽１｝

Φ（犇（犚））犅
（σ，狋０，η），（

１

６
＜犽１ ＜

１

２
） （２０）

和

－
πσ
２η
－ｌｎ２＜－ｌｎ（１－犚）＜－

πσ
２η
． （２１）

　　见［８］．

在定理３条件下，由映射（１９）把级数（１）变为犇（１）上随机级数

ψ（犠，ω）＝∑
∞

狀＝０

犡狀（ω）ｅｘｐ（－λ狀Φ（犠））． （２２）

　　引理７　关于ψ（犠，ω）（犇（１）上），当η＞
π
２ρ
时，我们有

ｌｉｍ
犚→１

ｌｎ＋犜（犚，ψ（犠，ω））

－ｌｎ（１－犚）
＝
２ηρ
π
－１　ａ．ｓ．， （２３）

表明ψ级为
２ηρ
π
－１　ａ．ｓ．和对于所有犪∈犆

ｌｉｍ
犚→１

ｌｎ＋ 犖（犚，ψ（犠，ω）＝犪）

－ｌｎ（１－犚）
＝
２ηρ
π
－１　ａ．ｓ．． （２４）

相应

ｌｉｍ
犚→１

ｌｎ＋狀（犚，ψ（犠，ω）＝犪）

－ｌｎ（１－犚）
＝
２ηρ
π
　ａ．ｓ．． （２５）

其中
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犜（犚，ψ（犠，ω））＝
１

２π∫
２π

０
ｌｎ＋狘ψ（Ｒｅ

ｉθ，ω）狘ｄθ，

犖（犚，ψ（犠，ω）＝犪）＝∫
犚

犚
０

狀（狌，ψ（犠，ω）＝犪）

狌
ｄ狌，

狀（狌，ψ（犠，ω）＝犪） ｛犠狘ψ（犠，ω）＝犪，狘犠狘＜狌｝，

犚０ 是（０，１）中一个固定的数．

证　由（２０）与（２１）式得

犕（σ－
２η
π
ｌｎ犽１，狋０－η

２
，狋０＋η

２
，犳ω）≤犕ψ（犚，ω）≤犕（σ，犳ω）

和

ｌｎ＋ｌｎ＋ 犕（σ－
２η
π
ｌｎ犽１，狋０－η

２
，狋０＋η

２
，犳ω）

－πσ／２η

≤
ｌｎ＋ｌｎ＋ 犕ψ（犚，ω）

－ｌｎ（１－犚）
≤
ｌｎ＋ｌｎ＋ 犕（σ，犳ω）

－
πσ
２η
－ｌｎ２

，

其中犕ψ（犚，ω）＝ｍａｘ
｜犠｜＝犚

｜ψ（犠，ω）｜，由定理４得

ｌｉｍ
犚→１

ｌｎ＋ｌｎ＋ 犕ψ（犚，ω）

－ｌｎ（１－犚）
＝
２ηρ
π
　ａ．ｓ．， （２６）

由［６］ｌｎ＋犕ψ（犚，ω）≥犜（犚，ψ（犠，ω））≥
１－犚
３犚＋１

ｌｎ＋犕ψ（２犚－１，ω）得

２ηρ
π
－１≤ｌｉｍ

犚→１

ｌｎ＋犜（犚，ψ（犠，ω））

－ｌｎ（１－犚）
≤
２ηρ
π
， （２７）

由０１律，可设ｌｉｍ
犚→１

ｌｎ＋犜（犚，ψ（犠，ω））

－ｌｎ（１－犚）
＝狋　ａ．ｓ．则狋＋１≥

２ηρ
π
．由ＮｅｖａｎｌｉｎｎａＳｅｃｏｎｄＴｈｅｏ

ｒｅｍ，至多有一个有限例外值除外，犪∈犆

ｌｉｍ
犚→１

ｌｎ＋ 犖（犚，ψ（犠，ω）＝犪）

－ｌｎ（１－犚）
＝狋　ａ．ｓ．，

相应由［７］得

ｌｉｍ
犚→１

ｌｎ＋狀（犚，ψ（犠，ω）＝犪）

－ｌｎ（１－犚）
＝狋＋１　ａ．ｓ．，

ｌｎ＋狀（犚，ψ（犠，ω）＝犪）

－ｌｎ（１－犚）
≤
ｌｎ＋狀（σ，η－狋０，η＋狋０，犳ω）

－πσ／２η－ｌｎ２
，

１＜狋＋１＝ｌｉｍ
犚→１

ｌｎ＋狀（犚，ψ（犠，ω）＝犪）

－ｌｎ（１－犚）

≤ｌｉｍ
σ→－∞

ｌｎ＋狀（σ，狋０－η，η＋狋０，犳ω）

－πσ／２η－ｌｎ２

≤
２η
πρ
　ａ．ｓ．． （２８）

由（２７）与（２８）式得：狋＝
２ηρ
π
－１．由引理３和５知ａ．ｓ．，没有有限例外值． 

由于η＞
π
２ρ
的任意性，狋０ 任意性，（２８）式表明，在宽为

π

ρ
的任何带形内有一条ρ级Ｂｏｒｅｌ

线，且无有穷例外值．由引理７得
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定理５　在定理３条件下，ａ．ｓ．犳ω 在任何宽为
π

ρ
的带形内，有一条ρ级没有有限例外值

的Ｂｏｒｅｌ线．

注　对于ρ＝∞情形，由（２７）式看出狋＝∞，由（２８）式知每一水平线为无穷级（没有有穷

例外值）Ｂｏｒｅｌ线．
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