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摘要：犌为图且犜 是犌 的一棵生成树．记号ξ（犌，犜）表示犌＼犈（犜）中边数为奇数的连通分支个

数．文献［２］称ξ（犌）＝ｍｉｎ
犜
ξ（犌，犜）为图犌的Ｂｅｔｔｉ亏数，这里ｍｉｎ取遍犌的所有生成树犜．由文

献［２］知，确定一个图犌的最大亏格主要确定这个图的Ｂｅｔｉｉ亏数ξ（犌）．该文研究与Ｂｅｔｔｉ亏数

有关的图的特征结构，得到了关于图的最大亏格的若干结果．
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１　引言

本文所考虑的图均为有限，无向图，但可能有重边或环．除非明确指出，文中所指的图

均为连通图．其它未解释或说明术语和记号，均同文献［１］．

曲面是指一个紧的２维闭流形．曲面分可定向曲面和不可定向曲面两类．一个图犌在

曲面犛上的一个２胞腔嵌入犺：犌→犛是犌 到犛上的一个１１映射使得犛＼犺（犌）的每个连通

分支与开圆盘同胚．图犌的最大亏格，记为γ犕（犌），是指最大的整数犽使得犌 能２胞腔嵌

入亏格为犽的定向曲面犛上．由Ｅｕｌｅｒ公式，易得到一个图犌的最大亏格满足：γ犕（犌）≤

［β
（犌）

２
］，这里β（犌）＝｜犈（犌）｜－｜犞（犌）｜＋１称为犌的圈秩数．若γ犕（犌）＝［

β（犌）

２
］，则称图

犌是上可嵌入的（记号［犡］表示不超过犡的最大整数）．

犌为图且犜 是犌 的一棵生成树．记号ξ（犌，犜）表示犌＼犈（犜）中边数为奇数的连通分支

个数．文献［２］称ξ（犌）＝ｍｉｎ
犜
ξ（犌，犜）为图犌的Ｂｅｔｔｉ亏数，这里ｍｉｎ取遍犌的所有生成树

犜．一个图的最大亏格及其上可嵌入性与这个图的Ｂｅｔｔｉ亏数密切相关．文献［２］给出了如

下结果．

定理犃　设犌为图，则：（１）γ犕（犌）＝
１

２
（β（犌）－ξ（犌））；（２）犌是上可嵌入的，当且仅

当ξ（犌）≤１．


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图的最大亏格一直是拓扑图论中主要研究的问题之一 （见文献［３］）．目前，许多图论

学者对图的最大亏格以及与其相关的上可嵌入性进行了深入而广泛的研究．关于这方面取

得的一系列结果，读者可参阅文献［５－１２］．因为一个图犌的圈秩数β（犌）是一个极易确定

的量，由定理Ａ可知，确定图犌的最大亏格主要确定其参数ξ（犌）．给出与Ｂｅｔｔｉ亏数有关

的图的特征结构，是研究图的最 大亏格的重要途径．本文将给出这方面的若干结果．

２　引理，定理及推论

设犡为图犌 的任意边子集，犌＼犡表示从犌 中去掉犡 中所有的边后所得到的图．记号

犮（犌＼犡）表示犌＼犡的所有连通分支的个数．设犎 为图犌 的一个子图，犈（犎，犌）表示犌中

一个端点在犞（犎）中，而另一个端点不在犞（犎）中的边组成的集合．对任意集合犡，总是用

｜犡｜表示犡中元素个数．

文献［１２］给出了如下结果．

引理１
［１２］
　设犌为图，若ξ（犌）≥２，则存在犌的边子集犃 满足下列性质

（ｉ）犮（犌＼犃）≥２，且对犌＼犃的任意连通分支犉，β（犉）为奇数；

（ｉｉ）对犌＼犃的任意连通分支犉，犉是犌 的一个点导出子图；

（ｉｉｉ）狘犃狘＝
１

２∑
犾

犻＝１

狘犈（犉犻，犌）狘，这里犉犻，１≤犻≤犾，为犌＼犃的所有连通分支；

（ｉｖ）ξ（犌）＝２犮（犌＼犃）－｜犃｜－１．

设犜为图犌 的任意一棵生成树，犎 为犌 的一个子图，犜∩犎 表示如下一个图：其点集

是犞（犎）＝犞（犎）∩犞（犜），其边集是犈（犜）∩犈（犎）．显然，犜∩犎 既是犜 的一个子图，也

是犎 的一个生成子图，但不一定连通，因而是犎 的一棵生成树．

定理２　设犌为图且ξ（犌）＝犽≥２，即犌不是上可嵌入的．对犌的任意生成树犜，则存

在犌的犽个顶点互不相交的，连通的点导出子图犎１，犎２，… ，犎犽使得，对每个１≤犻≤犽，

（ａ）β（犎犻）为奇数；

（ｂ）犜∩犎犻是连通的，即为犎犻的一棵生成树，且犈（犎犻，犌）犈（犜）．

证　因为ξ（犌）≥２，由引理１存在犌的边子集犃 使得犌＼犃满足引理１的所有性质（ｉ）

－（ｉｖ）．设犉１，犉２，… ，犉犾为犌＼犃的所有连通分支，其中犾＝犮（犌＼犃）．由引理１（ｉ），犾≥２．

由引理１（ｉ）和（ｉｉ），每个犉犻（１≤犻≤犾）是犌的点导出子图，且β（犉犻）为奇数．假设犜为犌 的

任意一棵生成树，则对每个１≤犻≤犾，犜∩犉犻是犉犻的一棵生成树，且设这棵树是由犪犻棵不

同的树犜犻
（１），犜犻

（２），… ，犜犻
（犪犻
）组成．显然犪犻≥１．而且有 ∪

犪犻

犼＝１
犞（犜犻

（犼））＝犞（犉犻）以及∑

犪犻

犼＝１

狘

犞（犜犻
（犼））狘＝狘犞（犉犻）狘．另外，我们有

狘犈（犜∩犉犻）狘＝∑

犪犻

犼＝１

狘犈（犜犻
（犼））狘＝∑

犪犻

犼＝１

（狘犞（犜犻
（犼））狘－１）＝狘犞（犉犻）狘－犪犻， （１）

对每个１≤犻≤犾，显然有

狘犈（犉犻，犌）狘＝狘犈（犜）∩犈（犉犻，犌）狘＋狘犈（犉犻，犌）＼（犈（犜）∩犈（犉犻，犌））狘． （２）

我们先将证明如下等式

∑
犾

犻＝１

狘犈（犜）∩犈（犉犻，犌）狘＝２狘犈（犜）∩犃狘． （３）
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因为每个犉犻（１≤犻≤犾）为犌的点导出子图，所以犃＝∪
犾

犻
犈（犉犻，犌），从而有

∪
犾

犻＝１

（犈（犜）∩犈（犉犻，犌））＝犈（犜）∩ （∪
犾

犻＝１
犈（犉犻，犌））＝犈（犜）∩犃 ．

另外，对任意犲∈犈（犜）∩犈（犉犻，犌），由犈（犉犻，犌）的含义，恰好还存在另一个犻′（１≤犻′≤犾，

犻≠犻′）使得犲∈犈（犜）∩犈（犉犻′，犌）．这表明犲在（３）式左边的和式中恰好贡献２，因此（３）式中

等号成立．

由引理１（ｉｉ），对任意边犲∈犈（犜），则或者犲∈犃 或者犲∈犈（犜∩犉犻）（１≤犻≤犾），即有

狘犈（犜）狘＝狘犈（犜）∩犃狘＋∑
犾

犻＝１

狘犈（犜∩犉犻）狘，从而我们有

狘犈（犜）∩犃狘＝狘犈（犜）狘－∑
犾

犻＝１

狘犈（犜）∩犈（犉犻）狘

＝ （狘犞（犌）狘－１）－∑
犾

犻＝１

（狘犞（犉犻）狘－犪犻）

　　（因为犜是犌 的生成树以及（１）式）

＝∑
犾

犻＝１

犪犻－１　（因为∑
犾

犻＝１

狘犞（犉犻）狘＝狘犞（犌）狘）．

再结合上面（３）式，即可得到

∑
犾

犻＝１

狘犈（犜）∩犈（犉犻，犌）狘＝２∑
犾

犻＝１

犪犻－２． （４）

到此，由引理１（ｉｉｉ），我们有

狘犃狘＝
１

２∑
犾

犻＝１

狘犈（犉犻，犌）狘

＝
１

２∑
犾

犻＝１

狘犈（犜）∩犈（犉犻，犌）狘＋
１

２∑
犾

犻＝１

狘犈（犉犻，犌）＼（犈（犜）∩犈（犉犻，犌））狘　（由（２）式）

＝∑
犾

犻＝１

犪犻＋
１

２
狘犈（犉犻，犌）＼（犈（犜）∩犈（犉犻，犌））｛ ｝狘 －１　（由（４）式以及合并整理）．

对任意１≤犻≤犾，令犫犻＝犪犻＋
１

２
｜犈（犉犻，犌）＼（犈（犜）∩犈（犉犻，犌））｜．注意到由犪犻≥１，则有犫犻

≥１（１≤犻≤犾）．下面我们将证明：在犫１，犫２，… ，犫犾 中，至少有ξ（犌）个，它们的值均为１，

不妨是犫１＝犫２＝… ＝犫ξ（犌）＝１．若不然，则我们可得到

狘犃狘＝∑
犾

犻＝１

犫犻－１≥ξ（犌）－１＋２（犾－（ξ（犌）－１））－１＝２犾－ξ（犌）．

然而由引理１（ｉｖ），｜犃｜＝２犾－ξ（犌）－１．这是一个矛盾．由犫犻＝１（１≤犻≤ξ（犌）），这表明：犪犻

＝１且｜犈（犉犻，犌）＼（犈（犜）∩犈（犉犻，犌））｜＝０．由犪犻＝１以及犪犻的含义，则有犜∩犉犻是连通

的，即为犉犻的一棵生成树．由｜犈（犉犻，犌）＼（犈（犜）∩犈（犉犻，犌））｜＝０，则有犈（犉犻，犌）犈

（犜）∩犈（犉犻，犌），进而犈（犉犻，犌）犈（犜）．再注意到前面所述的犉犻的性质．因此，令犎犻＝

犉犻，１≤犻≤ξ（犌），则犎１，犎２，… ，犎ξ（犌）为定理中所要求的，从而定理获证． 

注记　在上述定理２中，对于给定的犌的生成树犜 以及满足定理２要求的这组子图

犎１，犎２，…，犎ξ（犌），我们不难得到如下事实：对于每个犎犻（１≤犻≤犽＝ξ（犌）），至少存在犎犻

的一个子图，它是犌＼犈（犜）的一个边数为奇数的连通分支，因此ξ（犌，犜）≥ξ（犌）．

一个图中的圈是这个图的一条点不重复的闭途径．两个圈称为不相交的，如果它们没
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有公共点．设犜为图犌 的一棵生成树，对任意边犲∈犈（犌）＼犈（犜），犜＋犲中含有唯一圈，记

为犆犜（犲），且称之为犌关于犜 的一个基本圈．两个相交的基本圈的公共部分是一条（简单）

路．

推论３　设犌为图，若犌中存在一棵生成树犜，使得对于任意两条不同的边犲，犳∈犈

（犌）＼犈（犜），圈犆犜（犲）与犆犜（犳）是相交的，则犌是上可嵌入的．

证　反证法．假设犌不是上可嵌入的，即ξ（犌）＝犽≥２．由定理２，至少存在犌的两个

点不相交的点导出子图犎１ 和犎２ 满足定理２中的（ａ）和（ｂ）．从而，不难看出分别存在边犲犻

∈犈（犎犻）（犻＝１，２）使得犲犻犈（犜），而且圈犆犜（犲犻）是犎犻中的子图．因此犆犜（犲１）和犆犜（犲２）

是不相交的．这与推论的条件矛盾． 

图犌的一棵生成树犜 称为最优生成树，如果ξ（犌）＝ξ（犌，犜）．

推论４　在定理２的条件下，若犜为图犌 的一棵最优生成树，则犌中恰好只存在ξ（犌）

个互不相交的，连通的点导出子图犎犻（１≤犻≤ξ（犌））满足定理２中的（ａ）和（ｂ）．

证　假设犌中存在犿 个互不相交的，连通的点导出子图犎１，犎２，…，犎犿 满足定理２

中的（ａ）和（ｂ），这里犿＞ξ（犌）．由上述注记，则有ξ（犌，犜）≥犿．因为犜为犌 的最优生成

树，所以ξ（犌）＝ξ（犌，犜）≥犿＞ξ（犌）．显然是一个矛盾！ 

设犜为图犌 的一棵生成树．对于犌中的任意两点狓和狔 （不排除狓＝狔），犜中连接狓

和狔的唯一路记为犘犜（狓，狔）．我们称图犌′是由犌 加入一对关于犜 相邻的边犲′和犲″所得到

的图，如果满足条件：设加入的边犲′和犲″的两个端点分别为狌和狏，以及狊和狋，则路犘犜（狌，

狏）和犘犜（狊，狋）是相交的．此时易知，犜也是犌′的生成树，而且犌′中的基本圈犆犜（犲′）和犆犜

（犲″）是相交的．

文献［２］给出如下结果：向一个图犌中加入一对相邻边犲１ 和犲２（即，犲１ 和犲２ 至少有一

个公共端点）后所得到的图犌′的最大亏格至少增加１；特别地，若犌是上可嵌入的，则犌′

也是上可嵌入的．下面我们用“加入关于某棵生成树相邻的边对”取代条件“加入相邻的边

对”，从而推广上述结论．

推论５　设犜为一个图犌 的一棵最优生成树．记犌′是在犌 中加入一对关于犜 相邻的

边犲′和犲″所得到的图．则ξ（犌′）≤ξ（犌），从而γ犕（犌′）≥γ犕（犌）＋１；特别地，若犌是上可嵌

入的，则犌′也是上可嵌入的．

证　首先我们注意到如下事实：β（犌′）＝β（犌）＋２，犜也是犌′的一棵生成树，而且犌′中

关于犜的基本圈犆犜（犲′）和犆犜（犲″）是相交的．只要证得ξ（犌′）≤ξ（犌），则推论的其余结论可

直接由定理Ａ得到．下证ξ（犌′）≤ξ（犌）．由定义，一个图的Ｂｅｔｔｉ亏数与这个图的圈秩数具

有相同的奇偶性．因为β（犌′）与β（犌）同奇偶，所以ξ（犌′）与ξ（犌）同奇偶．现假设ξ（犌′）ξ
（犌），则有ξ（犌′）≥ξ（犌）＋２≥２．取犌′中的生成树犜 同时运用定理２，则犌′中存在ξ（犌′）个

互不相交的，连通的点导出子图犎１，犎２，… ，犎ξ（犌′）满足定理２中的（ａ）和（ｂ）．若犲′和犲″中

最多只有一个属于某个犎犻，或者犲′和犲″同时属于某个犎犻，由定理２中的（ａ）和（ｂ），我们有

ξ（犌，犜）≥狘｛犎犻：１≤犻≤ξ（犌）且犎犻既不含边犲′也不含边犲″｝狘≥ξ（犌）－１．

因犜为犌 的最优生成树，即ξ（犌）＝ξ（犌，犜），由此得到一个矛盾的式子：ξ（犌）≥ξ（犌）－１．

若犲′和犲″分别属于某两个不同的犎犻和犎犼．由于犲′，犲″犈（犜），以及定理２中（ｂ），则犌′中

关于生成树犜 的基本圈犆犜（犲′）和犆犜（犲″）是不相交的，这与前面所述的事实矛盾．因此，ξ
（犌′）≤ξ（犌）．这样推论获证． 

推论６
［４］
　设犌为图，则γ犕（犌）＝０，当且仅当犌中任意两个圈不相交．

证　若犌中任意两个圈是不相交的，则对犌的任意生成树犜，由定义ξ（犌，犜）＝β
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（犌）．由犜的任意性，ξ（犌）＝β（犌），进而由定理Ａ，γ犕（犌）＝
１

２
（β（犌）－ξ（犌））＝０．若γ犕

（犌）＝０，假设犌中存在两个相交的圈犆１ 和犆２，从而一定存在两个相交圈犆′和犆″使得它

们相交的公共部分是一条路．因此，存在两条不同的边犲′∈犈（犆′）及犲″∈犈（犆″）使得犆′∪

犆″＼｛犲′，犲″｝是一棵树犜′（不一定是犌的生成树）．现把犜′扩充为犌 的一棵生成树犜．记犌′

＝犜＋｛犲′１，犲″２｝．由犜的得到，犌′可看成在犜 加入一对关于犜 相交的边犲′和犲″所得到的图．

运用推论５，γ犕（犌′）≥γ犕（犜）＋１＝１．又因为犌′为犌 的子图，由文献［２］，γ犕（犌）≥γ犕（犌′）

≥１．这与γ犕（犌）＝０矛盾，因此犌中任意两个圈不相交． 
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