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摘要：设Ｇ为连通图且Ｌ是Ｇ的一条双向２重迹．作者引入Ｇ的一个新参数，称之为Ｇ的反

射数，并用ε（Ｇ）表示．反射数ε（Ｇ）由如下式子给出：ε（Ｇ）＝犿犻狀
Ｌ
ε（Ｇ，Ｌ），这里ε（Ｇ，Ｌ）是Ｇ的

关于Ｌ的反射数，且“犿犻狀”取遍Ｇ的所有双向２重迹Ｌ．然后，对于３正则图Ｇ，作者证明了Ｇ

的反射数ε（Ｇ）与Ｇ的最大亏格γＭ（Ｇ）密切相关，具体地，ε（Ｇ）＝２γＭ（Ｇ）－β（Ｇ），其中β（Ｇ）是

Ｇ的圈秩数．同时，作者给出一个与ε（Ｇ）的值有关的Ｇ的特征结构．这些可视为犜犺狅犿犪狊狊犲狀犆

的有关结果的进一步补充．

关键词：双向２重迹；反射数；犅犲狋狋犻亏数；上可嵌入；最大亏格．
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１　引言

本文考虑的图均为有限图，且可能有重边或环，同时无特别强调均为连通图．一个３

正则图是一个每个点的度为３的图．设犌为一个图，对于任意集合犡犞（犌）∪犈（犌），记

号犌＼犡 表示从犌 中去掉犡 中的所有元素所得到的图 （去掉一个点必须同时去掉与这个点

关联的所有边）．若犡 只含单个元素狓，我们用记号犌＼狓取代犌＼犡．

一个图犌（当然是连通的）的最大亏格
［１１］，用γ犕（犌），是一个最大的整数犽，使得犌在亏

格为犽的定向曲面上有２胞腔嵌入．因为犌在任意曲面上的２胞腔嵌入至少有一个面，

由Ｅｕｌｅｒ公式易得到一个图犌的最大亏格上界

γ犕（犌）≤狘
β（犌）

２ 
狘，

这里β（犌）＝｜犈（犌）｜－｜犞（犌）｜＋１称为犌的圈秩数（对任意实数狓，｜狓｜表示不超过狓的最

大整数）．一个图称为上可嵌入的，如果γ犕（犌）＝｜
β（犌）

２ 
｜．图的最大亏格是图的一个重要
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的拓扑参数，一直受到许多作者的关注（例如，文献 ［１－２］，［４－６］，以及［８－９］）．

一个图犌的双向２重迹是犌 的一条闭路经，使得从起点出发，以不同的方向经过犌

中的每条边恰好两次．本文我们总是用点边序列的形式来书写一条双向２重迹犔；且在犔

的表示中，用“犲”和 “犲′”分别表示犔经过的边犲的第一次和第二次出现．若一条双向２重迹

犔有如下形式：犔＝…犲狏犲′…，这里狏是一个与边犲关联的点，我们说犔在狏处有一个反射

〈犲狏犲′〉．不难看出任何一个图犌存在双向２重迹．事实上，对于犌中每条边犲，用两条方向

相反的有向边犲和犲′取代犲，然后利用有向图的Ｅｕｌｅｒ定理．

设犔是图犌 的一条双向２重迹，用ε（犌，犔）表示犔中的所有反射的个数．我们定义一

个图犌的反射数，用ε（犌）表示，是如下一个值：ε（犌）＝ｍｉｎ
犔
ε（犌，犔），其中“ｍｉｎ”取遍犌中

的所有双向２重迹犔．

我们这里定义的图的反射数源于 Ｔｈｏｍａｓｓｅｎ的论文
［１０］．Ｔｈｏｍａｓｓｅｎ在［１０］回答了

Ｑｒｅ
［７］中提出的一个问题：刻画什么样的图存在一条没有反射的双向２重迹，用我们的叙

述，即刻画什么样的图犌使得ε（犌）＝０．Ｔｈｏｍａｓｓｅｎ
［１０］中证明了，当一个图犌最小度≥４

时，犌中存在没有反射的双向２重迹，即有ε（犌）＝０．然而，对于３正则图犌，在什么情况

下犌存在没有反射的双向２重迹，更一般地，对于ε（犌）的研究，目前没有任何结果．本文

的研究表明，对于３正则图犌，参数ε（犌）与犌的Ｂｅｔｔｉ亏数以及最大亏格有着密切联系，

具体地，我们证明了，对于一个３正则图犌，有ε（犌）＝ξ（犌），进而有ε（犌）＝β（犌）－

２γ犕（犌）．同时我们对于一个满足ε（犌）＝犽的３正则图犌（这里犽为任意非负整数），我们提

供一个犌的特征结构．

２　有关图的犅犲狋狋犻亏数引理

设犜是一个图犌 的生成树．记号ξ（犌，犜）表示犌＼犈（犜）中具有奇数条边的分支数目．

图犌的Ｂｅｔｔｉ亏数ξ（犌）是如下一个量：ξ（犌）＝ｍｉｎ
犜
ξ（犌，犜），其中“ｍｉｎ”取遍犌中的所有生

成树犜．由定义不难看出，ξ（犌）与β（犌）具有相同的奇偶性．由Ｘｏｕｎｇ
［１１］中结果可知，因

为图的圈秩数是一个易计算的量，求一个图的最大亏格主要归结求这个图的Ｂｅｔｔｉ亏数．

引理１
［１１］
　设犌是一个图．则有

（１）γ犕（犌）＝β
（犌）－ξ（犌）

２
；

（２）犌是上可嵌入的，当且仅当ξ（犌）≤１；

（３）ξ（犌）＝０（分别地，或者１），当且仅当犌在某定向曲面上有２胞腔嵌入使得面的

个数是１（分别地，或者２）．

注意到Ｔｈｏｍａｓｓｅｎ在文献［１０］中称满足ξ（犌）＝０的图犌是严格上可嵌入的．

下面的结果不难由图的Ｂｅｔｔｉ亏数定义获得，或者参看文献 ［３］．

引理２　设犌为图，犲为犌 的一条割边，则有ξ（犌）＝ξ（犌１）＋ξ（犌２），这里犌１ 和犌２ 是

犌＼犲的两个分支．

如果一个图犌 可以由一个图犎 通过若干次剖分一条边或者在一条边中“插入”一个点

而得到，我们说犌与犎 是同胚的，用记号犌犎 表示．不难看出，同胚性质保持图的联通

性和圈秩数，以及图的拓扑参量—最大亏格．由引理１（１），我们即有如下结果

引理３　设犌和犎 为图．若犌犎，则有ξ（犌）＝ξ（犎）．

上面引理３也可直接由图的Ｂｅｔｔｉ定义得到．
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下面我们在３正则图上引入两种运算，然后讨论新得到的图与原来的图之间的Ｂｅｔｔｉ

亏数的关系．

运算１　设犌是一个３正则图，犲是一条与狌点关联的环边，犳＝狌狏是另一条与狌关

联的边（非环边）（如图１左边所示）．按如下方法得到一个新图犌′．首先，在环边犲中“插

入”两个点狓和狔，此时环边犲被剖分成３条新边犲１，犲２ 以及犲３；然后再增加一条重边犲４ 连

接点狓和狔（如图１右边所示）．我们说犌′是由犌 通过一个在点狌的π１ 运算得到．显然，π１

保持图的连通性，以及３正则性，即犌′也是３正则的．

图１

而且我们有如下结果

命题１　ξ（犌′）＝ξ（犌）－１．

证　因为犌是３正则的，且犲是犌 中的环边，我们注意到边犳＝狌狏在犌 以及犌′中均

是割边．而且，犌＼犳和犌′＼犳中有一个同构的分支，不妨设为犌０．设犌１和犌２分别是犌＼犳

和犌′＼犳中另一个分支．由引理２我们有ξ（犌）＝ξ（犌０）＋ξ（犌１），以及ξ（犌′）＝ξ（犌０）＋ξ
（犌２）．另外，由Ｂｅｔｔｉ亏数的定义，易得到ξ（犌１）＝１以及ξ（犌２）＝０．因此，命题得证． 

运算２　设犌 是一个３正则图，边犲＝狌狏不是犌 的割边且也不是环边（如图２左边所

示）．我们按如下方式得到一个新图犌′．首先，从犌中去掉边犲，增加３个新点狉，狊以及狋；

然后连接狊与狏，狋以及狉，再两次连接狋和狉使得产生两条重边（如图２右边所示）．我们说

犌′是由犌 通过在边犲和点狏处的运算π２ 而得到．显然，π２ 保持图的连通性，同时注意到除

了点狌的度是２外，犌′中的其余点的度均是３．

图２

另外，在上述运算中，假如选取的边犲具有特定的性质，我们将有类似于命题１的结

果，即

命题２　在上述运算２中，如果犲还满足性质：ξ（犌＼犲）＝ξ（犌）－１，则有ξ（犌′）＝ξ（犌）－

１．

证　我们只须证明ξ（犌＼犲）＝ξ（犌′）．我们注意到边犲０＝狊狏是犌′的一条割边，而且犌′＼犲０

的一个分支就是图犌＼犲．设犎 是犌′＼犲０ 的另一个分支．同样，由定义易得到ξ（犎）＝０．另

外，运用引理２有ξ（犌′）＝ξ（犌＼犲）＋ξ（犎）＝ξ（犌＼犲），从而命题获证． 
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３　主要结果及证明

首先，我们给出几个与图的双向２重迹的反射数有关的引理．

引理４　设犌为图，且犔是犌 的一条双向２重迹满足ε（犌，犔）＝ε（犌），则犔中的反射

只可能出现在度为１或３的点处．

证　运用文献［１０］中证明命题３．２的类似方法． 

下面引理说明同胚性质不改变图的反射数．

引理５　设犌和犎 是两个同胚的图，则有ε（犎）＝ε（犌）．

证　由犌和犎 的同胚性，我们只需证明剖分一条边不改变图的反射数．不失一般性，

假设犎 是剖分图犌 中的边犲＝狌狏所得到的图（不排除狌＝狏）．且设“插入”犲中的点为狓．设

犲１＝狌狓以及犲２＝狓狏是剖分犲所产生的两条新边．我们将证明ε（犌）＝ε（犎）．设犔是犌 的一

条双向２重迹满足ε（犌，犔）＝ε（犌）．自然地，犔有如下形式：犔＝犘狌犲狏犙狏犲′狌犚，这里犘，犙

以及犚 表示犔 的其余部分．根据犔，我们再重新得到 犎 的一条双向２重迹犔′：犔′＝

犘狌犲１狓犲２犚狏犲２′狓犲１′狌犚．容易验证ε（犎，犔′）＝ε（犌，犔）＝ε（犌），因此ε（犎）≤ε（犌）．反过来，

假设犔′是犎 的一条双向２重迹满足ε（犎，犔′）＝ε（犎）．由引理４，犔′在狓点处没有反射．

所以，犔′有如下形式：犔′＝犘′狌犲１狓犲２狏犙′狏犲２′狓犲１′狌犚′，这里犘′，犙′和犚′是犔′的其余部分．同

样地，我们得到犌的一条双向２重迹犔：犔＝犘′狌犲狏犙′狏犲′狌犚′，而且ε（犌，犔）＝ε（犎，犔′）．因

此，这说明ε（犌）≤ε（犎）．从而ε（犌）＝ε（犎）．由上分析，引理获证． 

文献［１０］证明了如下结果

引理６　（１）每个不含度为１的严格上可嵌入图存在一条没有反射的双向２重迹；（２）

若一个图不含度大于或等于４的点，而且存在一条没有反射的双向２重迹，则这个图是严

格上可嵌入的．

定理１（主要结果）　设犌是３正则图，则有ε（犌）＝ξ（犌），从而有

γ犕（犌）＝
１

２
（β（犌）－ε（犌））．

　　证　我们只需证明前部分，后半部分可结合引理１直接得到．首先，对ε（犌）＝犽用归

纳法证明不等式ξ（犌）≤ε（犌）．若犽＝０，即犌存在一条没有反射的双向２重迹，因为犌是

３正则图，由引理６（２）知犌是严格上可嵌入的，即ξ（犌）＝０．此时，不等式成立．假设犽≥

１，且不等式对于反射数≤犽－１的３正则图犎 成立．设ε（犌）＝犽．下证明不等式对犌也成

立．选取犌的一条双向２重迹犔 满足ε（犌，犔）＝ε（犌）＝犽．因为犽≥１，设〈犲狌犲′〉是犔在某个

点狌处的一个反射．根据犲是不是环边，我们分如下情况

情况１　犲是一条环边．不妨假设犌 是图１左边所示之图，犳 是与狌点关联的另一条

边．显然，犔 有如下形式：犔＝犘狏犳狌犲狌犲′狌犳′狏，这里犘 是犔 的其余部分．设犌′是由犌 通过

在点狌实施π１ 运算所得到的图．不妨假设犌′是图１右边所示之图．利用犔，现在我们给出

犌′的一条双向２重迹犔′

犔′＝犘狏犳狌犲１狓犲４狔犲２狓犲１′狌犲３狔犲４′狓犲２′狔犲３′狌犳′狏．

不难看出犔′在点狏，狓以及狔处均没有反射，而在其它点处犔′的反射与犔 一致．另外注意

到犔在狌点仅有一个发射〈犲狌犲′〉．因此，犔′的反射数恰好比犔 少１，所以有

ε（犌′）≤ε（犌′，犔′）＝ξ（犌，犔）－１＝犽－１．

因为犌′是３正则的，由归纳假设，ξ（犌′）≤ε（犌′）．另外，由命题１，ξ（犌′）＝ξ（犌）－１．所以
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得到ξ（犌）≤犽＝ε（犌）．

情况２　犲不是环边．因为犔 在狌处有一个反射〈犲狌犲′〉，由犌的３正则性，犲不可能是

犌 的割边，因此犌＼犲是连通的．对犌，我们在狌和犲处实施π２ 运算，得到图犌′．不妨假设

犌 和犌′分别是 图２左边和右边所示的图．由命题２，ξ（犌）＝ξ（犌′）＋１．另外，我们总是可

以把犔写成：犔＝犘狏犲狌犲′狏，这里犘是犔 的其余部分．同样，利用犔我们给出犌′的一条双向

２重迹犔′

犔′＝犘狏犲０狊犲１狋犲４狉犲２狋犲１′狊犲３狉犲４′狋犲２′狉犲３′狊犲０′狏，

而且容易验证ε（犌′，犔′）＝ε（犌，犔）＝ε（犌）－１．因此ε（犌′）≤ε（犌′，犔′）≤犽－１．又设犌″是一

个同胚于犌′的３正则图（当然是连通的）．分别由引理３和５，我们有ε（犌″）＝ε（犌′），以及

ξ（犌″）＝ξ（犌′）．因为ε（犌″）≤犽－１，对犌″运用归纳假设有ξ（犌″）≤ε（犌″）．利用上面得到的等

式或不等式，我们有

ξ（犌）＝ξ（犌′）＋１＝ξ（犌″）＋１≤ε（犌″）＋１＝ε（犌′）＋１≤犽＝ε（犌）．

由归纳假设，上面情况１和２保证了需要得到的不等式．

另外，我们还须证明逆向不等式ε（犌）≤ξ（犌）．我们对ξ（犌）＝犽运用归纳法．若犽＝０，

即犌是严格上可嵌入的，由引理６（１），不等式显然成立．现假设犽≥１，且不等式对于ξ（犎）

≤犽－１的３正则图犎 成立．设ξ（犌）＝犽．下证不等式对犌也成立．因为ξ（犌）≥１，由Ｂｅｔｔｉ

亏数定义存在犌中的边犲使得犌＼犲是连通的，而且ξ（犌＼犲）＝ξ（犌）－１．同样地，我们考虑

两种情况．

情况ａ　犲是一条与某个点狌 关联的环边．此时，在图犌＼犲中，狌的度是１，因此有

ξ（犌＼狌）＝ξ（犌＼犲）＝ξ（犌）－１．设犌与狌相邻的另一个点是狏．注意到在图犌＼狌中，除了点狏

的度是２外，其余的点的度均是３．设犌′是一个与犌＼狌同胚的３正则图（注意到这里我们

假定｜犞（犌）｜≥３，否则要证的不等式直接易验证）．分别由引理３和５，我们得到ξ（犌′）＝ξ
（犌＼狌）＝ξ（犌）－１，以及ε（犌′）＝ε（犌＼狌）．因此，由归纳假设我们有ε（犌′）≤ξ（犌′）．现在将

证明ε（犌）≤ε（犌′）＋１．设犔狌 是犌＼狌的一条双向２重迹满足ε（犌＼狌，犔狌）＝ε（犌＼狌）．由引理

４，犔狌 在度为２的点狏处没有反射．现在，我们容易得到一条犌的双向２重迹犔 使得犔 在

狌处恰好增加一个反射．这说明

ε（犌）≤ε（犌，犔）＝ε（犌＼狌）＋１．

所以我们有

ε（犌）≤ε（犌′）＋１≤ξ（犌′）＋１＝ξ（犌）．

　　情况ｂ　犲不是一条环边．此时，设犲的两个端点为狌和狏（狌≠狏）．注意到，图犌＼犲是连

通的，且仅有两个度为２的点狌和狏．设犌′是与犌＼犲同胚的３正则图．（象情况ａ一样，同

样我们假定｜犞（犌）｜≥３．）分别由引理３和５，我们有

ξ（犌′）＝ξ（犌＼犲）＝ξ（犌）－１，　ε（犌′）＝ε（犌＼犲）．

因此，对犌′运用归纳假设，我们得到ε（犌′）≤ξ（犌′）．现设犔犲是犌′的一条双向２重迹满足

ε（犌＼犲，犔犲）＝ε（犌＼犲）．由引理４，犔犲在狌点以及狏点处均没有反射．同样地，我们易找到犌

的一条双向２重迹犔 满足ε（犌，犔）≤ε（犌＼犲，犔犲）＋１．因此，ε（犌）≤ε（犌＼犲）＋１．由上面得到

的不等式或等式，我们有ε（犌）≤ξ（犌）．

根据归纳假设，以及上面情况ａ和ｂ，不等式获证．因此，完成定理的证明． 

注　用我们的术语，Ｔｈｏｍａｓｓｅｎ在文献［１０］中仅仅证明了对于满足ξ（犌）＝０的３正

则图犌，有ε（犌）＝０．从这个意义上讲，我们的定理１推广了Ｔｈｏｍａｓｓｅｎ的结果．

图犌的一个独立集犡犞（犌）是犌的一个点子集使得犌 的点导出子图犌［犡］没有边．犌
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的极大不可分离独立集犡是满足如下条件的犌 的一个点子集：（１）犡 是犌 的一个独立集；

（２）犌＼犡是连通的，（３）在满足条件（１）和（２）的前提下，｜犡｜最大．如果一个连通图犌中任

意两个圈是点不相交的，则犌称为仙人掌图
［６］，［８］．

利用文献［４］中的结果，我们将提供一个ε（犌）＝犽的３正则图犌 的特征结构．

定理２　设犌是一个３正则图．下列断言等价

（１）ε（犌）＝犽；

（２）ξ（犌）＝犽；

（３）γ犕（犌）＝
１

２
（β（犌）－犽）；

（４）存在犌 的一个极大不可分离独立集犡 使得犌＼犡 是一个仙人掌图，且｜犡｜＝

β（犌）－犽
２

．

证　由定理１，“（１）（２）”．由引理１（１），“（２）（３）”．由文献［４］，“（２）（４）”． 

对于反射数为０的３正则图犌，下面推论给出了一个有趣的犌的特征结构．

推论１　设犌是一个３正则图．若犌存在一条没有反射的双向２重迹，则存在犌的

独立集犡犞（犌）使得｜犡｜＝β
（犌）

２
且犌＼犡是一棵树．

证　因为ε（犌）＝０，由定理２，我们只需证明仙人掌图犌＼犡是一棵树，即没有圈．因为

｜犞（犌＼犡）｜＝｜犞（犌）｜－β
（犌）

２
，且｜犈（犌＼犡）｜＝｜犈（犌）｜－３｜犡｜＝｜犈（犌）｜－

３

２β
（犌），所以

狘犞（犌＼犡）狘－狘犈（犌＼犡）狘＝ （狘犞（犌）狘－β
（犌）

２
）－（狘犈（犌）狘－

３

２β
（犌））

＝狘犞（犌）狘－狘犈（犌）狘＋β（犌）

＝１．

因此，｜犈（犌＼犡）｜＝｜犞（犌＼犡）｜－１，这说明犌＼犡是一棵树．推论得证． 
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