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判定犘狀（Γ）的Ｈｉｌｂｅｒｔ基的一个充要条件
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摘要：设Γ是一作用在犚狀 上的紧李群，犘狀（Γ）是Γ不变的多项式芽构成的环．ＨｉｌｂｅｒｔＷｅｙｌ定

理证明了对于犘狀（Γ）总存在一组由Γ不变的齐次多项式芽组成的 Ｈｉｌｂｅｒｔ基．然而，如何从Γ

不变的齐次多项式芽中选出一组 Ｈｉｌｂｅｒｔ基？如何判定Γ不变的齐次多项式芽的一个有限集就

是犘狀（Γ）的一组 Ｈｉｌｂｅｒｔ基？该文借助于Ｎｏｅｔｈｅｒ环和不变积分的某些基本性质以及奇点理论

的有关定理，证明了判定犘狀（Γ）的Ｈｉｌｂｅｒｔ基的一个充要条件．这对某些犘狀（Γ）提供了计算一组

Ｈｉｌｂｅｒｔ基的新途径．
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１　预备和记号

用ε狀 和犘狀 分别表示在犗∈犚
狀 的犆∞函数芽环和多项式芽环．设Γ是一紧李群，作用在

犚狀 上，则它可等同于犚狀 到自身的正交群犗（狀）的一个闭子群．

定义１　称犳：（犚
狀，０）→犚为Γ不变的，指犳（γ·狓）＝犳（狓），γ∈Γ．

Γ不变的犆
∞函数芽和Γ不变的多项式芽构成的环分别记为ε狀（Γ）和犘狀（Γ），则犘狀（Γ）

ε狀（Γ）ε狀．由 ＨｉｌｂｅｒｔＷｅｙｌ定理和Ｓｃｈｗａｒｚ定理知：每一犘狀（Γ）总存在由Γ不变的齐次

多项式芽构成的 Ｈｉｌｂｅｒｔ基，且犘狀（Γ）的每一组Ｈｉｌｂｅｒｔ基满足Ｓｃｈｗａｒｚ定理的要求．反之，

亦然（［１］Ｐ．４３－Ｐ．６２）．

实多项式芽环犘狀 是一局部Ｎｏｅｔｈｅｒ环．

预备知识１　环犚是Ｎｏｅｔｈｅｒ环，当且仅当Ｒ中的任一理想升链是稳定的（［２］Ｐ．１１４，

［３］Ｐ．４５３－４５６）．

理想升链稳定指的是：如果犐１犐２…犐狀…是环犚的一理想升链，则必存在狀０，使

得犐狀
０
＝犐狀

０
＋１＝…．

预备知识２　设σ：（犚
狀，０）→（犚

狊，０）是一犆∞映射芽，则下述条件等价

（１）犳∈ε狀，存在α犻∈ε狊和犲犻∈ε狀（犻＝１，２，…，犽）使得犳＝∑
犽

犻＝１

（σα犻）犲犻．
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（２）〈σ１，σ２，…，σ狊〉ε狀＋犚｛犲１，犲２，…，犲犽｝＝ε狀．〈σ１，σ２，…，σ狊〉ε狀 表示σ１，σ２，…，σ狊在ε狀 中生

成的理想（［４］Ｐ．６０）．

设ε^狀 表示狀个变元的形式幂级数环．

定义２　犼
∞：ε狀→^ε狀，犳→犼

∞
犳，犳∈ε狀．犼

∞
犳等同于芽犳 在犗∈犚

狀 的泰乐级数（不一定

收敛）．犼∞犳简记为犼犳，映射犼是从犆∞函数芽环ε狀 到形式幂级数环ε^狀 的一个代数同态：

犳，犵∈ε狀，犼（犳＋犵）＝犼犳＋犼犵，犼（犳·犵）＝（犼犳）·（犼犵）（［４］Ｐ．３４，４．１１）．

２　若干引理

引理１　设犳∈ε狀 且紧李群Γ作用在犚
狀 上，则珚犳（狓）＝∫Γ犳（γ·狓）ｄγ是Γ不变的．这里，

积分∫Γ犳（γ·狓）ｄγ表示在Γ上的Ｈａａｒ积分．
证　由Ｈａａｒ积分的平移不变性直接推出． 

引理２　设Γ是一作用在犚
狀 上的紧李群．犲（狓）是任一犽次单项式芽，则珋犲（狓）＝∫Γ犳（γ

·狓）ｄγ是Γ不变的犽次齐次多项式芽或零．

证　设ρ（γ）＝（ρ犻犼（γ））狀×狀是Γ 作用在犚
狀 上的非平凡的正交表示．由γ·狓＝（ρ犻犼

（γ））狀×狀·狓知其第犻个分量 （γ·狓）犻 ＝∑
狀

犼＝１
ρ犻犼（γ）狓犼 是关于狓１，狓２，…，狓狀 的齐次线性函数．

所以犲（γ·狓）是狓１，狓２，…，狓狀 的犽次齐次多项式芽，其每一项的系数是某些ρ犻犼（γ）的幂的乘

积．因此∫Γ犲（γ·狓）ｄγ分项积分后仅仅是对犲（γ·狓）的各项系数进行积分．故珋犲（狓）＝

∫Γ犲（γ·狓）ｄγ仍是一犽次齐次多项式芽或零．其Γ不变性由引理１直接推出． 

引理３　设Γ是一作用在犚
狀 上的紧李群．犲１（狓），犲２（狓），…，犲犿（狓）是犽次齐次多项式芽

构成的实向量空间犘犽狀 中系数为１且使∫Γ犲犻（γ·狓）ｄγ≠０的单项式芽全体．则任一Γ不变的

犽次齐次多项式芽可表为珋犲犻（狓）＝∫Γ犲犻（γ·狓）ｄγ（犻＝１，２，…，犿）的线性组合．
证　设｛犲犻（狓）｝狇犻＝１是系数为１的犽次单项式芽的全体，它是犘

犽
狀 的一组基．今设犳（狓）是

任一Γ不变的犽次齐次多项式芽，显然犳∈犘
犽
狀．所以

犳（狓）＝∑
犿

犻＝１

犆犻犲犻（狓）＋∑
狇

犻＝犿＋１

犱犻犲犻（狓）．

由已知并利用 Ｈａａｒ积分的性质有

犳（狓）＝犳（γ·狓）＝∫Γ犳（γ·狓）ｄγ＝∑
犿

犻＝１

犆犻∫Γ犲犻（γ·狓）ｄγ＝∑
犿

犻＝１

犆犻珋犲犻（狓）． 

　　引理４　设Γ是一作用在犚
狀 上的紧李群，又σ１（狓），σ２（狓），…，σ狊（狓）均为Γ不变的非零

次齐次多项式芽，Φ（狓）是任一Γ不变齐次多项式芽且Φ∈〈σ１，σ２，…，σ狊〉ε狀．则必存在多项式

芽犘（狌）＝犘（狌１，狌２，…，狌狊）使得Φ（狓）＝犘（σ１（狓），σ２（狓），…，σ狊（狓））＝犘（σ（狓））．

证　因Φ∈〈σ１，σ２，…，σ狊〉ε狀，所以存在犳犻∈ε狀（犻＝１，２，…，狊）使得

Φ（狓）＝∑
狊

犻＝１

犳犻（狓）·σ犻（狓）．

０７４ 数 学 物 理 学 报　　　　　　　　　　　Ｖｏｌ．２４Ａ



　　利用定义２中映射犼：ε狀→^ε狀 的性质有

犼Φ（狓）＝犼（∑
狊

犻＝１

犳犻（狓）·σ犻（狓））＝∑
狊

犻＝１

（犼犳犻（狓））·（犼σ犻（狓））．

　　注意到Φ（狓）和σ犻（狓）都是多项式芽，故

犼Φ（狓）＝Φ（狓），犼σ犻（狓）＝σ犻（狓）　（犻＝１，２，…，狊）．

所以

Φ（狓）＝∑
狊

犻＝１

（犼犳犻（狓））·σ犻（狓）．

　　由于上述等式是形式幂级数环中的一个恒等式，又Φ（狓）是一齐次多项式芽，设Φ（狓）的

次数ｄｅｇΦ＝狆，则右边的和中一切（犼犳犻（狓））·σ犻（狓）（犻＝１，２，…，狊）的狆次齐次部分之和应

刚好等于Φ（狓），而次数＜狆和次数＞狆的各项之和应为０．再注意到σ犻（狓）（犻＝１，２，…，狊）

均为次数≥１的齐次多项式芽，设ｄｅｇσ犻＝狉犻，若狆－狉犻≥０，取犻（狓）为犼犳犻（狓）的（狆－狉犻）次的

齐次部分（即犼犳犻（狓）中所有（狆－狉犻）次项的和）；若（狆－狉犻）＜０，则取犻（狓）＝０，则每一犻（狓）

（犻＝１，２，…，狊）都是齐次多项式芽且可保证等式Φ（狓）＝∑
狊

犻＝１

犻（狓）·σ犻（狓）仍成立（实际上，犻

（狓）·σ犻（狓）是（犼犳犻（狓））·σ犻（狓）的狆次齐次部分！）．

上式两边同时在Г上进行Ｈａａｒ积分有

Φ（狓）＝Φ（γ·狓）＝∫ΓΦ（γ·狓）ｄγ＝∑
狊

犻＝１

（∫Γ犻（γ·狓）ｄγ）·σ犻（狓）＝∑
狊

犻＝１

珔犻（狓）·σ犻（狓）．

　　由引理２和引理３，珔犻（狓）只能是Γ不变的（狆－狉犻）次齐次多项式芽或０．

今对Φ（狓）的次数进行归纳证明：任意次数的Γ不变齐次多项式芽Φ（狓），只要Φ∈〈σ１，

σ２，…，σ狊〉ε狀，都存在多项式芽犘（狌）使得Φ（狓）＝犘（σ（狓））．

当ｄｅｇΦ＝０时，由Φ∈〈σ１，σ２，…，σ狊〉ε狀，必有Φ（狓）＝０．结论显然成立．

设ｄｅｇΦ≤狆时，结论成立，则当ｄｅｇΦ＝狆＋１时，由前述论证知存在Γ不变的（狆－狉犻＋

１）次的齐次多项式芽珔犻（狓）或０（犻＝１，２，…，狊）使得Φ（狓）＝∑
狊

犻＝１

珔犻（狓）σ犻（狓）．

不妨设珔犻（狓）都不为零．因狉犻≥１（犻＝１，２，…，狊），所以ｄｅｇ珔犻＝狆－狉犻＋１≤狆．由归纳假

设，知存在多项式芽犘犻（狌）使得珔犻（狓）＝狆犻（σ（狓））．取多项式芽犘（狌）＝∑
狊

犻＝１

狆犻（狌）·狌犻，则

犘（σ（狓））＝Φ（狓）． 

３　主要结果

今设Γ是一作用在犚
狀 上的紧李群，犘１狀，犘

２
狀，…，犘

犽
狀，…分别为狀个变量次数为１，２，…，犽，

…的齐次多项式芽构成的实向量空间，而在犘１狀，犘
２
狀，…，犘

犽
狀，…中，系数为１且其在Γ上的

Ｈａａｒ积分不为零的单项式芽为犲
（犽）
犻 （狓）（犻＝１，２，…，犿犽，犽＝１，２，…）．记珋犲

（犽）
犻 （狓）＝

∫Γ犲
（犽）
犻 （γ狓）ｄγ．我们有如下表
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珋犲
（１）
１ （狓）珋犲

（１）
２ （狓） … 珋犲

（１）
犿
１
（狓）

珋犲
（２）
１ （狓）珋犲

（２）
２ （狓） … 珋犲

（２）
犿
２
（狓）

… … … …

珋犲
（犽）
１ （狓）珋犲

（犽）
２ （狓） … 珋犲

（犽）
犿犽
（狓）

… … … …

．

　　定理１　从表的元素中，必可选出有限个元素构成犘狀（Γ）的一组Ｈｉｌｂｅｒｔ基．

证　（１）考虑实多项式芽环中的理想：犐１＝〈珋犲
（１）
１ （狓）〉犘狀，犐２＝〈

珋犲
（１）
１ （狓），珋犲

（１）
２ （狓）〉犘狀，犐３＝

〈珋犲
（１）
１ （狓），珋犲

（１）
２ （狓），珋犲

（１）
３ （狓）〉犘狀，…．即顺次将表的元素作为生成元补充到前一理想中去而得

到后一理想，从而得到实多项式芽环中的理想升链

犐１ 犐２ 犐３  … ．

　　由预备知识１知：该理想升链必是稳定的，即存在这样的自然数犛使得犐狊＝犐狊＋１＝…．

并设犛是使上式成立的最小自然数．

（２）记犐狊＝〈σ１（狓），σ２（狓），…，σ狊（狓）〉犘狀且不妨设犐狊的生成元中没有“多余累赘”的元素，

则可判定σ１（狓），σ２（狓），…，σ狊（狓）就是犘狀（Γ）的一组 Ｈｉｌｂｅｒｔ基．

事实上，由于Γ在犚
狀 上的作用是线性的，所以一多项式芽Γ不变的充要条件是其任何

齐次部分为Γ不变的．为证σ１（狓），σ２（狓），…，σ狊（狓）为犘狀（Γ）的一组 Ｈｉｌｂｅｒｔ基，只需证明任

一Γ不变的非零次齐次多项式芽犳（狓），都存在多项式芽犘（狌）＝犘（狌１，狌２，…，狌狊）使得犳（狓）

＝犘（σ（狓））．

设犳（狓）是任一Γ不变的犽次齐次多项式芽（犽＝１，２，…）．由引理３知犳（狓）可表为

珋犲
（犽）
１ （狓），…，珋犲

（犽）
犿犽
（狓）的线性组合．又由本定理的（１）知表中的任何元素都属于理想〈σ１（狓），σ２

（狓），…，σ狊（狓）〉犘狀．从而犳∈〈σ１，σ２，…，σ狊〉犘狀〈σ１，σ２，…，σ狊〉ε狀．再由引理４知存在多项式芽

犘（狌１，狌２，…，狌狊）＝犘（狌）使得犳（狓）＝犘（σ（狓））． 

本定理虽属犘狀（Γ）的一组Ｈｉｌｂｅｒｔ基的存在性证明，但与通常文献中的证明相比较，有

其明显的优点：（１）大大缩小了寻找犘狀（Γ）的一组Ｈｉｌｂｅｒｔ基的范围；（２）指明了寻找Ｈｉｌｂｅｒｔ

基的具体途径和具体的形式．

推论１　Γ不变的齐次多项式芽犠１，犠２，…，犠狊是犘狀（Γ）的一组Ｈｉｌｂｅｒｔ基的充要条件

是表中的任一元素都属于〈犠１，犠２，…，犠狊〉犘狀且该理想中无“多余累赘”的生成元．

证　由〈犠１，犠２，…，犠狊〉犘狀＝〈σ１，σ２，…，σ狊〉犘狀及定理１的证明直接推出． 

定理２　设Γ是一作用在犚
狀 上的紧李群，σ１（狓），σ２（狓），…，σ狊（狓）是一组Γ不变的非零

次齐次多项式芽．理想〈σ１，σ２，…，σ狊〉ε狀无“多余累赘”的生成元且在ε狀 中余维有限．

〈σ１，σ２，…，σ狊〉ε狀＋犚｛１，犲１，…，犲犽｝＝ε狀．又犲犻（犻＝１，２，…，犽）均为非Γ不变的正次数的单

项式芽，则σ１（狓），σ２（狓），…，σ狊（狓）是犘狀（Γ）的一组Ｈｉｌｂｅｒｔ基的充要条件是

珋犲犻（狓）＝∫Γ犲犻（γ·狓）ｄγ∈ 〈σ１，σ２，…，σ狊〉ε狀 　（犻＝１，２，…，犽）．

　　证　（１）必要性．由引理２，珋犲犻（狓）＝∫Γ犲犻（γ·狓）ｄγ或为与犲犻（狓）同次数的Γ不变齐次多
项式芽或为０．若σ１（狓），σ２（狓），…，σ狊（狓）为犘狀（Γ）的一组 Ｈｉｌｂｅｒｔ基，则由 ＨｉｌｂｅｒｔＷｅｙｌ定

理知存在多项式芽犘（狌）＝犘（狌１，狌２，…，狌狊）（或０）使珋犲犻（狓）＝犘（σ（狓））．这等价于

珋犲犻（狓）＝∑
狊

犼＝１

狆犼（σ（狓））·σ犼（狓）∈ 〈σ１，σ２，…，σ狊〉ε狀．

其中狆犼（犼＝１，２，…，狊）为多项式芽．
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（２）充分性．若珋犲犻（狓）∈〈σ１，σ２，…，σ狊〉ε狀，由引理４知存在多项式芽狆犻（狌）使得
珋犲犻（狓）＝

狆犻（σ（狓））．又因〈σ１，σ２，…，σ狊〉ε狀＋犚｛１，犲１，…，犲犽｝＝ε狀．由Ｍａｌｇｒａｎｇｅ预备定理知犳∈ε狀（Γ）

ε狀，存在α犼∈ε狊（犼＝０，１，…，犽）使得

犳（狓）＝α０（σ（狓））＋∑
犽

犼＝１

α犼（σ（狓））·犲犼（狓）．

　　上式两端在Γ上进行Ｈａａｒ积分有

犳（狓）＝∫Γ犳（γ·狓）ｄγ＝α０（σ（狓））＋∑
犽

犼＝１

α犼（σ（狓））（∫Γ犲犼（γ·狓）ｄγ）

＝α０（σ（狓））＋∑
犽

犼＝１

α犼（σ（狓））·狆犼（σ（狓））．

记

Φ（狌）＝α０（狌）＋∑
犽

犼＝１

α犼（狌）狆犼（狌）∈ε狊，

则犳（狓）＝Φ（σ（狓））．即σ１（狓），σ２（狓），…，σ狊（狓）满足Ｓｃｈｗａｒｚ定理的要求．故σ１（狓），σ２（狓），

…，σ狊（狓）为犘狀（Γ）的一组Ｈｉｌｂｅｒｔ基．此论断的证明如下

设狏是任何一个次数为犿 的Г不变的多项式芽，则狏＝狏０＋狏１＋…＋狏犿．这里狏犼 是次

数为犼的一个Γ 不变的齐次多项式芽（犼＝０，１，…，犿）．为了验证存在多项式芽犘（狌１，狌２，

…，狌狊）∈ε狊使得狏（狓）＝犘（σ１（狓），σ２（狓），…，σ狊（狓））＝犘（σ（狓）），只需验证每一狏犼（狓），存在多

项式芽犘犼（狌１，狌２，…，狌狊）使得狏犼（狓）＝犘犼（σ（狓））（［１］Ｐ．５５，命题６．３的证明）．

今假定正次数的、Γ不变的齐次多项式芽σ１（狓），σ２（狓），…，σ狊（狓）满足Ｓｃｈｗａｒｚ定理的

要求：犳∈ε狀（Γ），存在Φ（狌）∈ε狊使得犳（狓）＝Φ（σ（狓））．则对每一狏犼（狓）∈犘狀（Γ）ε狀（Γ），

存在Φ犼（狌）∈ε狊使得狏犼（狓）＝Φ犼（σ（狓））．

显然，当犼＝０时，狏０（狓）＝犆—常数，只需取Φ０（狌）＝犆即可．

当犼≥１时，若狏犼（狓）＝Φ犼（σ（狓）），Φ犼∈ε狊．注意到狏犼（狓）是Γ不变的犼次齐次多项式芽，

σ１（狓），σ２（狓），…，σ狊（狓）都是次数≥１的Γ不变的齐次多项式芽，所以狏犼（０）＝０．从而Φ犼（０）

＝０，即Φ犼（狌）∈犿狊＝〈狌１，狌２，…，狌狊〉ε狊（犿狊为ε狊中唯一的极大理想）．故存在

犺犻（狌）∈ε狊　（犻＝１，２，…，狊），

使得

Φ犼（狌）＝∑
狊

犻＝１

犺犻（狌）狌犻．

所以

Φ犼（σ（狓））＝∑
狊

犻＝１

犺犻（σ（狓））σ犻（狓）．

　　显然，犺犻（σ（狓））（犻＝１，２，…，狊）都是Γ不变的．

即

Φ犼（σ（狓））∈ 〈σ１，σ２，…，σ狊〉ε狀（Γ） 〈σ１，σ２，…，σ狊〉ε狀．

　　由狏犼（狓）＝Φ犼（σ（狓））知狏犼（狓）∈〈σ１，σ２，…，σ狊〉ε狀．由引理４知，存在多项式芽犘犼（狌）使得

狏犼（狓）＝犘犼（σ（狓））． 

注　对于ε狀 中余维有限的理想必可找到一组单项式芽（可包括零次单项式）构成其补

空间的一组基．若这些单项式中有Γ不变的非零次单项式芽，则可将它们作为生成元补充

到原来的理想中，用得到的理想代替原来的〈σ１，σ２，…，σ狊〉ε狀，则ε狀 必有定理２的分解形式和

３７４Ｎｏ．４　　　　　　岑燕明等：判定犘狀（Γ）的Ｈｉｌｂｅｒｔ基的一个充要条件



对犲１，犲２，…，犲犽 为非Γ不变的单项式芽相应的假设．

在有关文献中，求犘狀（Γ）的 Ｈｉｌｂｅｒｔ基采用的是幂级数展开法（［１］Ｐ．４３－４８，［５］Ｐ．

１２８－１３１）．但当函数的自变量个数≥３时，常常难以实施．由本文定理１和定理２，则可导出

犘狀（Γ）一组Ｈｉｌｂｅｒｔ基的一种计算方法，作为原来方法的补充．特别，对有限群，由于珋犲犻（狓）＝

∫Γ犲犻（γ狓）ｄγ＝
１

狘Γ狘∑γ∈Γ
犲犻（γ狓）容易计算，比较奏效，于此，不再举例赘述．
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