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黑洞的量子统计熵

赵仁　张丽春

（雁北师范学院物理系　大同０３７０００）

摘要：避开求解各种粒子波动方程的困难，直接应用量子统计的方法，计算各种坐标描述的黑洞

背景下玻色场与费米场的配分函数，得到黑洞熵的积分表达式．然后应用改进的犫狉犻犮犽狑犪犾犾方

法膜模型，计算黑洞的统计熵．在所得结果中取适当的参数，可得到黑洞熵与视界面积成正比

的关系，不存在原犫狉犻犮犽狑犪犾犾方法中的舍去项与对数发散项．整个计算过程，物理图像清楚，计

算简单，为研究各种坐标下黑洞熵提供了一条简捷的新途经．
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１　引言

黑洞熵是理论物理研究的重要课题，因为熵具有统计意义．因而对黑洞熵的理解涉及到

对黑洞微观本质的认识．自从Ｂｅｋｅｎｓｔｅｉｎ和 Ｈａｗｋｉｎｇ提出黑洞熵与其视界面积成正比以

来［１－３］，人们就一直致力于探求黑洞熵的统计起源，因而各种求熵的方法应用而生［４－９］．其

中用的最多的方法是Ｇ＇ｔＨｏｏｆｔ提出的ｂｒｉｃｋｗａｌｌ方法
［７］．人们用此方法研究了各种球坐标

系下，渐近平直时空中自由标量场和Ｄｉｒａｃ场的统计性质
［１０－１５］，发现黑洞熵的一般表达式

是与黑洞视界面积成正比项，加上不与视界成积成正比且对数发散项．

然而，使人疑惑不解的是：１）黑洞视界外的标量场或Ｄｉｒａｃ场为什么就是黑洞的熵；２）

态密度在视界附近发散问题；３）舍去对数项和把犔３ 项解释成远离围绕系统的真空的贡献；

４）对标量场或Ｄｉｒａｃ场波函数近似求解问题．以上问题都是原ｂｒｉｃｋｗａｌｌ方法中不尽人意

的地方，而又无法克服的问题．

本文直接运用量子统计的方法［１６］，计算各种坐标描述的黑洞背景下玻色场和费米场的

配分函数，得到系统熵的积分表达式．然后运用膜模型
［１６，１７］计算熵，所得结果不存在舍去项

问题，也不存在态密度在视界附近发散问题．并且在结果中将辐射粒子的自旋简并度也同时

考虑进去了．整个计算过程，物理图像清楚，计算简单，结果合理，为研究各种坐标下黑洞熵

提供了一条简捷的新途径．文中我们取温度的简单函数形式
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２　犛犮犺狑犪狉狕狊犮犺犻犾犱时空中黑洞的统计熵

２．１　玻色场的熵

Ｓｃｈｗａｒｚｓｃｈｉｌｄ时空线元
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　　根据广义相对论理论，静止于无穷远的观测者看到的，来自恒星表面粒子的频率移动
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２犕
狉
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其中狏０ 为恒星表面处原子的固有频率．狏为无穷远静止观测者测得的该粒子的固有频率．

无穷远静止观测者，测得的固有辐射温度［１８］
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槡 狉
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我们求配分函数犣，对玻色气体
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在单位体积内，能量在ε到ε＋ｄε或狏到狏＋ｄ狏间隔内，粒子的量子态数应为
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式中犼为粒子的自旋简并度，狏由（２．１）式给出．对Ｓｃｈｗａｒｚｓｃｈｉｌｄ时空，任意狉点的二维曲面

面积为４π狉
２，则在黑洞视界附近，任意厚度球壳内的系统的配分函数为
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其中１
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＝犜，利用熵与配分函数的关系
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黑洞的视界位置，ζ为一非负的小量，犖 为大于１的常数．则（２．７）式可写为
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由文献［７］中的（３．１７）式知，当犖ζ＝犔狉＋（即犖１）时，如取ζ＝
犜０
９０
作为紫外截断，可得到
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黑洞熵的主要部分与视界面积成正比的关系，这是Ｇ＇ｔＨｏｏｆｔｂｒｉｃｋｗａｌｌ的结果．

现在采用膜模型来讨论．（２．８）式中犖 与ζ是两个独立的参数，我们不令犖１，而只

令犖 稍大于１．则（２．８）式中对狉的积分只在一个厚度为（犖－１）ζ的膜中进行．我们取

ζ＝
犜０
９０

犖－１
犖

， （２．９）

则黑洞熵可表为
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犃
４
＋犳（ζ，犖）， （２．１０）

式中犃＝４π狉
２
＋为黑洞的视界面积．当犖→１时，ζ→０，犖ζ→０，即所取积分上限和下限都趋于

黑洞的视界上，膜的厚度变为零，且紧贴在视界面上．换句话说，在犖→１的极限下，膜的极

限就是视界面．而且此时ｌｉｍ
犖→１
犳（ζ，犖）→０，所以黑洞的熵为

犛＝犼
犃
４
． （２．１１）

由于我们在计算中把积分上限和下限都趋于黑洞的视界上，故（２．１１）式所给出的黑洞熵与

视界外的辐射场无关，而只是视界作为三维空间里的一个二维膜所具有的性质，所得熵为此

二维膜具有的特性．由于黑洞熵的有无直接与视界的存在与否有关
［１９］，则我们所得熵（２．

１１）式应为黑洞熵．当犼＝１时，得黑洞熵为视界面积的四分之一．当犼≠１时，可把犼吸收到

（２．９）式所示的参数犖 与ζ的关系式中，从而保证黑洞熵恰为视界面积的四分之一．

２．２　费米场的熵

对于费米气体巨配分函数
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ｌｎ犣＝∑
犻

犵犻∑
狀＝１

（－１）
狀－１

狀
ｅ－βε狀 ＝犻１６π

２

∑
狀＝１

（－１）
狀－１

狀 ∫
∞

０
ｅ－

狀犺狏
犜狏２ｄ狏∫狉

２ ｄ狉

槡犳

＝犻
２

４５
π
３ ７

８∫
狉２ｄ狉

β槡犳
． （２．１３）

利用（２．５）式的计算结果，可得Ｓｃｈｗａｒｚｓｃｈｉｌｄ时空中费米场的熵

犛＝犻
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８

犃
４
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式中犻为辐射费米子的自旋简并度．当犻＝１时，与文献［２０］计算结果一致．事实上（２．１４）式

中７
８
犻的因子也可以吸收到关系式（２．９）中．

３　平面对称时空

平面对称的时空线元［２１］
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式中犕 和犙 是狓狅狔平面，单位面积黑洞的质量和电荷．当犙
２
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和两虚根狉３ 和狉４，式中
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黑面的内外视界分别为狉０ 和狉＋．

黑平面的 Ｈａｗｋｉｎｇ辐射温度是
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在黑平面的外视界上，对应ｘｏｙ平面为单位面积的黑平面视界面积为
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按照文献［１８］的观点，无穷远静止观测者，测得的固有辐射温度为
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３．１　玻色场熵

对于玻色气体，系统的配分函数为
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在单位体积内，能量在ε到ε＋ｄε或狏到狏＋ｄ狏间隔内，粒子的量子态数应为
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式中犼为粒子的自旋简并度．由于时空（３．１）中在狉轴方向任意点，对应ｘｏｙ平面为单位面

积的超曲面面积为α
２狉２，则对应黑平面视界外附近，任意狉高度内，系统的配分函数为
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我们取

ζ＝
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则对应单位平面，黑平面的熵可表为
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式中犃＝α
２狉２＋，为对应单位ｘｏｙ平面，黑平面的视界面积．当犖→１时，ζ→０，犖ζ→０，即所取

积分上限和积分下限，都趋于黑平面的视界上，此时ｌｉｍ
犖→１
犉（犖，ζ）→０，则对应单位ｘｏｙ平面，

黑平面的熵为
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犼
４
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由于我们在计算中把积分上限和下限都趋于黑平面的外视界上，故（３．１４）式中所得到的熵

与视界外的辐射场无关，为单位ｘｏｙ平面对应的黑平面的熵．

３．２　费米场的熵

对于费米系统，对应的配分函数
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利用（３．１０）式的计算结果，可得费米粒子单位面积ｘｏｙ对应的黑平面熵
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式中犻为辐射费米粒子的自旋简并度．

４　柱对称时空

４．１　玻色场的熵

柱黑洞的时空线元［２２，２３］
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３αρ
（１－

２犙２

（犕＋Ω）αρ
）ｄ狋ｄφ

＋［ρ
２
＋
４（犕－Ω）

α
３

ρ
（１－

２犙２

（犕＋Ω）αρ
）］ｄφ

２

＋（α
２

ρ
２
－
２（３Ω－犕）

αρ
＋
（３Ω－犕）４犙

２

（Ω＋犕）α
２

ρ
２
）－１ｄρ

２
＋α

２

ρ
２ｄ狕２， （４．１）

式中 犕，犙 和犑 是黑洞在狕 轴方向，单位长度的质量，电荷和角动量，其中 Ω＝

犕２－
８犑２α

２

槡 ９
，α
２＝－

１

３
Λ．当电荷和角动量为零时，时空线元化为为

［２３］

ｄ犛２ ＝－（α
２

ρ
２
－
４犕

αρ
）ｄ狋２＋（α

２

ρ
２
－
４犕

αρ
）－１ｄρ

２
＋ρ

２ｄφ
２
＋α

２

ρ
２ｄ狕２． （４．２）

　　黑洞的Ｈａｗｋｉｎｇ辐射温度是
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犜犎 ＝
α
２（ρ＋－ρ２）（ρ＋－ρ３）

４πρ＋
＝
α
２π

３

２
（４犕）１

／３． （４．３）

式中ρ＋＝

３

４槡犕
α

，是方程

α
２

ρ
２
－
４犕

αρ
＝０ （４．４）

的实根，为黑洞的视界位置，ρ２ 和ρ３ 是方程（４．４）的两个虚根．

黑洞在狕轴方向，单位长度的视界面积为

犃犎 ＝２παρ
２
＋． （４．５）

按照文献［１８］的观点，无穷远静止观测者，测得的固有辐射温度为

犜＝
犜犎

χ
， （４．６）

式中χ＝ α
２

ρ
２－
４犕

α槡 ρ
，是红移因子．

对于玻色气体，应用第二部分和第三部分的结论

ｌｎ犣＝－∑
犻

犵犻ｌｎ（１－ｅ
－βε犻）．

可得在犣轴方向单位长度，系统的熵为

犛犫 ＝犼
４π

３

４５

１

β
３
０∫αρ

２ｄρ

χ
４． （４．７）

式中β＝β０χ，β０＝
１

犜犎
．对（４．７）式，我们取积分区间［ρ＋＋ζ，ρ＋＋犖ζ］，式中ζ为一非负的小

量，犖 是大于１的常数．则（４．７）式可写为

犛犫＝犼
４π

３

４５

１

β
３
０∫
ρ＋＋犖ζ

ρ＋＋ζ

ρ
４ｄρ

α
３（ρ－ρ＋）

２（ρ－ρ２）
２（ρ－ρ３）

２

＝犼
４π

３

４５

１

β
３
０

ρ
４
＋

α
３（ρ＋－ρ２）

２（ρ＋－ρ３）
２
［犖－１
犖ζ

］＋犌（犖，ζ）． （４．８）

我们取

ζ＝
犜犎
９０

犖－１
犖

， （４．９）

则狕轴方向，单位长度黑洞熵可表为

犛犫 ＝犼
１

２
παρ

２
＋＋犉（犖，ζ）＝犼

１

４
犃犎 ＋犌（犖，ζ）． （４．１０）

当时犖→１时，ζ→０，犖ζ→０，即所取积分上限和积分下限，都趋于黑洞的视界上，膜的厚度

为零，且紧贴在视界面上．换句话说，在 犖→１极限下，膜的极限就是视界面．而且此时

ｌｉｍ
犖→１
犌（犖，ζ）→０，所以狕轴方向，单位长度黑洞的熵为

犛犫 ＝
犼
４
犃犎． （４．１１）

由于我们在计算中把积分上限和下限都趋于黑洞的外视界上，故（４．１１）式中所得到的熵应

为狕轴方向单位长度黑柱的熵．

４．２　费米场的熵

对于费米系统，对应的配分函数

ｌｎ犣＝∑
犻

犵犻ｌｎ（１＋ｅ
－βε犻）． （４．１２）
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由（３．７）式，可得

ｌｎ犣＝２π∑
犻

犵犻∑
狀＝１

（－１）
狀－１

狀
ｅ－狀βε犻∫αρ

２ｄρ
χ
＝犻８π

２

∑
狀＝１

（－１）
狀－１

狀 ∫
∞

０
ｅ－

狀犺狏
犜狏２ｄ狏∫αρ

２ｄρ
χ

＝犻
π
３

４５

７

８∫αρ
２ ｄρ

β
３

χ
． （４．１３）

利用（４．８）式的计算结果，可得柱黑洞在狕轴方向，单位长度对应费米子的熵为

犛犳 ＝犻
１

４

７

８
犃犎． （４．１４）

式中犻中费米子的自旋简并度，犃犎 为在犣方向单位高度黑柱的视界面积．

５　结论

通过以上分析，在各种坐标描述的黑洞背景下，从统计物理学角度出发，直接运用统计

方法求解各种场的配分函数，避开了求解波动方程的因难，克服了近似处理的方式．由于我

们运用了改进的ｂｒｉｃｋｗａｌｌ方法膜模型，计算各种场的熵，不存在态密度在视界附近发散

问题．在我们的计算中当犖→１时，ζ→０，犖ζ→０即紫外截断因子与“红外”截断因子都趋于

黑平面的外视界上，然而由（２．１１），（３．１４）和（４．８）式知，计算的结果与辐射场无关，不存在

原ｂｒｉｃｋｗａｌｌ方法中的对数发散项与舍去项．所得熵与黑洞视界面积成正比，故可视为黑洞

熵．

从以上分析我们看到，运用统计与膜模型方法计算黑洞的熵，不存在原ｂｒｉｃｋｗａｌｌ方

法中黑洞视界外标量场或Ｄｉｒａｃ场的熵为什么是黑洞熵的疑惑．也不存在复杂的近似求解，

整个过程物理图像清楚，计算简单，结果合理，并考虑到粒子的简并度对熵的影响．对各种不

同的时空在计算熵时，只是红移因子不同，其它无需改变．由其对复杂时空，非球坐标时空，

无需求解繁杂的波动方程，就可以直接求得各种量子粒子的熵，为研究各种复杂黑洞的熵提

共了一条简捷的新途径．
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