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摘要：该文证明了广义αｓｔａｂｌｅ过程的图集和像集的确切 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ测度函数．该结果推广了

犖 指标犱维αｓｔａｂｌｅ过程和犖 指标犱维广义Ｂｒｏｗｎｉａｎｓｈｅｅｔ的相应结果．
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首先定义了一类比犖 指标犱维αｓｔａｂｌｅ过程更为广泛的过程，它保留了αｓｔａｂｌｅ过程

的独立增量性，但不再平稳；同时它也包含了犖 指标犱 维广义布朗单．该过程不再具有

ｓｃａｌｉｎｇ性质．本文继［５］－［８］，考查了对应于指数为α的犃 型稳定过程的情形，得到了除

犖α＝犱β１ 外该过程的图集和像集的确切 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ测度函数．推广了Ｅｈｍ ［１］的相应结

果．

１　符号与预备知识

本文参数空间犚犖＋＝ ［０，∞）
犖，狋∈犚

犖
＋，狋＝（狋１，狋２，…，狋犖）〈狋犻〉，犃｛犙，犙＝（狊，狋］∈

犚犖＋，（狊，狋］＝∏
犖

犻＝１

（狊犻，狋犻］，０≤狊犻≤狋犻｝，ρ（犙）＝ ｍａｘ
１≤犻≤犖

（狋犻－狊犻），有时，记犙＝（狊，狋］（犙狋，狋
犙］，犖

维Ｌｅｂｅｓｇｕｅ测度记为λ，δ（狊，狋）λ（（０，狊］Δ（０，狋］），（０，狊］Δ（０，狋］表示（０，狊］和（０，狋］的对称

差，δ（狋）＝λ（（０，狋］），本文中的犖 维ＬｅｂｅｓｇｕｅＳｔｉｅｌｔｊｅｓ测度记为珘λ，珘δ的意义类似δ；珘λ总满

足对于任意的犙∈犃，犙＝（狌，狏］＝∏
犖

犻＝１

（狌犻，狏犻］，珘λ（（狌，狏］）＝∏
犖

犻＝１

犉犻（狌犻，狏犻］，其中犉犻（１≤犻≤

犖）是犚１＋中相对于Ｌｅｂｅｓｇｕｅ测度绝对连续的ＬＳ测度，且对于任意的１≤犻≤犖，犉犻总满足：

存在正数犮１，犮２，１≤β１＜∞，０＜β２≤１，使得当｜狏－狌｜充分小时，犻∈｛１，２，…，犖｝，有

犮１狘狏犻－狌犻狘β１ ≤犉犻（狌犻，狏犻］≤犮２狘狏犻－狌犻狘β２． （１．１）

　　状态空间被赋于欧氏范数‖·‖和内积 〈β，γ〉＝∑β犻γ犻，（β，γ∈犚
犱）．设犣（狋）＝犣（狋，

ω），狋∈犚
犖
＋为取值于犚

犱 上的随机过程，称犣为广义αｓｔａｂｌｅ过程，如果它满足条件

１）对任意有限多个不交区间犙犻∈犃，犣（犙犻）相互独立，其中犣（犙犻）表示犣在犙犻上的增
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量过程．以下简记犣（狋）犣（（０，狋］）．

２）Ｅｅｘｐ（犻〈γ，犣（犙）〉）＝ｅｘｐ（－珘λ（犙）（γ）），对犙∈犃，γ∈犚
犱，且满足条件（Ａ１）－（Ａ３）

（Ａ１）　（γ）＝－σ‖γ‖
α

∫犵α（〈‖γ‖
－１，γ，狔〉）μ（ｄ狔），　γ∈犚

犱，（０）≡０，

其中σ为一个常数，犵α 满足

犵α（狓）＝
狘狓狘

α（１－犻·ｓｇｎ（狓）·ｔａｎ（πα／２）），α≠１；

狘狓狘
α
＋（２犻／π）狓ｌｇ狘狓狘， α＝１｛ ．

　　μ为狊
犱－１＝｛狔∈犚

犱：‖狔‖＝１｝上的概率测度，且不为任何特征子空间所支撑，即

（Ａ２）　μ（狔∈犚
犱：〈β，狔〉＝０）＜１，对所有β∈狊

犱－１．

（Ａ３）　∫狔μ（ｄ狔）＝０，若α＝１，
（犪γ）＝犪α（γ），　γ∈犚

犱，犪＞０， （１．２）

再结合（Ａ１），（Ａ２）知，存在常数犮＞０，对所有γ∈犚
犱，有

Ｒｅ（γ）≥犮‖γ‖
α． （１．３）

由过程的定义知它是一个独立增量过程，特别地，它包含了犖 指标犱维αｓｔａｂｌｅ过程，但一

般情况下，它不具有ｓｃａｌｉｎｇ性质，同时它也包含了广义布朗单．由于该过程不具有ｓｃａｌｉｎｇ

性质，给证明带来了一些困难．我们可假定该过程是右连左极的
［４，Ｐ．６２，定理２．６８］．

２　主要结果

记

１（狉）＝狉
犖＋犱（１－β２

／α）·（ｌｏｇｌｏｇ狉－
１）犱β２／α．

２（狉）＝狉
犖β２
／β１＋犱

（１－β２
／α）·（ｌｏｇｌｏｇ狉－

１）犱／α．

３（狉）＝狉
犖α／β２·（ｌｏｇｌｏｇ狉－

１）犖．

４（狉）＝狉
犖α／β１·（ｌｏｇｌｏｇ狉－

１）犖．

５（狉）＝狉
犖．

　　定理１　设犣为一个广义犃 型αｓｔａｂｌｅ过程，则存在正常数犮１，犮２，…，犮６，使得下面以概

率１对充分小的时间区间犙同时成立

犿１（犌（犙））≤犮１∫犙

珘ω（狋）
犱／αｄ狋，　α／β２ ＞１，犖α＞犱β２． （２．１）

犿２（犌（犙））≤犮２∫犙

珘δ（狋）
（１－１／犖）犱／αｄ狋，　α／β１ ＞１，犖α＞犱β１． （２．２）

犿３（犌（犙））≤犮３∫犙

珘ω（狋）
犖ｄ狋，　α／β２ ＞１，犖α＜犱β２． （２．３）

犿４（犌（犙））≤犮４∫犙

珘δ（狋）
犖－１ｄ狋，　α／β１ ＞１，犖α＜犱β１． （２．４）

犿５（犌（犙））＝λ（犙），　α／β２ ≤１． （２．５）

犿３（犚（犙））≤犮５∫犙

珘ω（狋）
犖ｄ狋，　犖α＜犱β２． （２．６）

犿４（犚（犙））≤犮６∫犙

珘δ（狋）
犖－１ｄ狋，　犖α＜犱β１． （２．７）

　　其中珘ω（狋）＝珘δ（狋）∑
犖

犻＝１

１

犉犻（０，狋犻］
，狋＝〈狋犻〉∈（０，∞）

犖，犿 为测度函数的 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ测
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度．

证　我们把证明分成两大部分，即上界估计和下界估计．我们先证上界．

定义超立方体犮狀，犽犚
犖
＋，狀∈Ｎ，犽＝（犽１，…，犽犖）∈Ｎ

犖，ρ（犮狀，犽）＝犫狀（狀！）
－犽
０，其中犽０＝

［８／β２］＋１，如下

犮狀，犽 ＝ ［犽犫狀，（犽＋１）犫狀）＝∏
犖

犻＝１

［犽犻犫狀，（犽犻＋１）犫狀），

固定ε∈（０，１），任选犙（ε，ε
－１）犖，狀≥１，记犆

狀 为

犆狀  ｛犮犿，犽：狀≤犿≤２狀，犽∈Ｎ
犖，犮犿，犽 ∩犙≠｝．

注意到，如果犮犿，犽∈犆
狀，狀≤犿′≤犿，则存在唯一一个犮犿′，犽′∈犆

狀，使得犮犿，犽犮犿′，犽′．

现在，我们构造犙的一种覆盖．对于任意的犮２狀，犽∈犆
狀 及任意的犿＝狀，…，２狀，记犮２狀，犽

（犿）为犆狀 中边长为犫犿 的包含犮２狀，犽的那个唯一的超立方体．称犮２狀，犽∈犆
狀 为坏的，如果

犇（犮２狀，犽（犿））＞犪（珘ω（狋
犽，犿））１／α（犳（犫犿））β２

／α，对每个犿＝狀，…，２狀， （２．８）

其中狋犽
，犿是犮２狀，犽（犿）的下端点，犪＞０是［８］中引理２中确定的常数，犳（狓）＝狓／ｌｏｇｌｏｇ狓

－１．全

体“坏”的超立方体的集合记为犮狀犫，如果犮２狀，犽∈犆
狀 且不是“坏”的，必有

犇（犮２狀，犽（犿））≤犪（珘ω（狋
犽，犿））１／α·（犳（犫犿））β２

／α， （２．９）

至少对一个犿∈｛狀，…，２狀｝成立，满足（２．９）式且具有最大边长的立方体叫做“好”的．记全

体好的立方体为犆狀犵，显然

犆狀犮 犆
狀
犫 ∪犆

狀
犵构成犙 的一个覆盖； （２．１０）

犆狀犮 中任意两个超立方体均互不相交； （２．１１）

犘［犮２狀，犽 ∈犆
狀
犫］≤ｃｏｎｓｔ·狀

－６，　犮２狀，犽  （ε，ε
－１）犖， （２．１２）

（２．１２）式是由［８］中引理５直接获得的（此处取狇＝犽０）．为了覆盖随机集犌（犙）（或犚（犙））我

们先覆盖犌（犮犿，犽），犮犿，犽∈犆
狀
犮，由（２．１０）式知所有这些覆盖构成犌（犙）的一个覆盖．

下面首先证明（２．１）式．假定α／β２＞１，犖α＞犱β２，对每个犮犿，犽∈犆
犿
犮，设犃犿，犽为犚

犖＋犱中的

边长为犫犿 覆盖犌（犮犿，犽）的最少立方体个数，则

犿１犫狀（犌（犙））≤∑
犵

１（犫犿）犃犿，犽＋∑
犫

１（犫犿）犃犿，犽， （２．１３）

其中∑
犵

，（∑
犫

，∑
犮

）表示对全体犮犿，犽∈犆
狀
犵（犆

狀
犫，犆

狀
犮）求和，注意到

犃犿，犽 ≤ （２犪（ω（犽·犫犿））
１／α·（犳（犫犿））β２

／α·犫－１犿 ＋２）
犱，

因此，犪′＞犪，及充分大的狀，（２．１３）式的第一部分求和小于或等于

∑
犮

（２犪′（珘ω（犽·犫犿））
１／α）犱·（犳（犫犿））

犱β２
／α·犫－犱犿 ·１（犫犿）．

由（２．１１）式及犳（犫犿）
犱β２
／α·犫－犱犿 ·１（犫犿）＝犫

犖
犿，知此式恰好为积分（２犪′）

犱

∫犙

珘ω（狋）
犱／αｄ狋的达布下

和，坏超立方体的贡献当狀→∞时变得可以忽略，事实上，由Ｓｃｈｗａｒｚ不等式，（２．１２）式和

［７］中定理１，（２．１３）式中的第二部分求和的期望囿于

∑
犽

１（犫２狀）（犈犃
２
２狀，犽·犘［犮２狀，犽 ∈犆

狀
犫］）

１／２

≤ｃｏｎｓｔ·λ（犙）·犫
－犖
２狀 ·１（犫２狀）犫

（β２
／α－１）犱

２狀 ·狀－３

≤ｃｏｎｓｔ·（ｌｏｇ狀）
犱β２
／α·狀－３．

从而，由ＢｏｒｅｌＣａｎｔｅｌｌｉ引理知，对充分大的狀，第二部分求和小于狀－１．故

犿１（犌（犙））≤ （２犪）
犱

∫犙

珘ω（狋）
犱／αｄ狋以概率１成立． （２．１４）
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　　现在，对每个ε∈（０，１），（２．１４）式对全体具有有理端点的犙（ε，ε
－１）犖 以概率１同时成

立．但由于（２．１４）式两端都是单调的，且右端为连续的，故（２．１４）式对全体犙（ε，ε
－１）犖 以

概率１同时成立．让ε→０，沿有理点．（２．１）式证明完毕．

其次，考察（２．３）式，此时α／β２＞１，犖α＜犱β２．对好区间犮犿，犽∈犆
狀
犵，犌（犮犿，犽）可用一个犚

犖＋犱

中的边长为２犪［珘ω（犽·犫犿）犳（犫犿）］β２
／α的超立方体所覆盖，这至少对于充分大的狀成立．（因为

（犳（犫犿））β２
／α·犫－１犿 →∞，犿→∞，而珘ω犙（ε，ε

－１）犖 在上有界）．好区间３的贡献为

∑
犵

３（２犪［珘ω（犽·犫犿）犳（犫犿）］β２
／α）≤ｃｏｎｓｔ∑

犮

珘ω（犽·犫犿）
犖·犫犖犿 ≤ｃｏｎｓｔ∫犙

珘ω（狋）
犖ｄ狋，

对于任一坏的立方体犮犿，犽∈犆
狀
犫 的图集，用犚

犖＋犱中边长为犫β２
／α

２狀 的立方体来覆盖（在［７］中定理

１的η＝犫
β２
／α

２狀 ）．如果犃２狀，犽为所需的这样的超立方体的最少个数，则如前可证明，所有坏区间

对覆盖３的贡献的期望囿于

ｃｏｎｓｔλ（犙）犫－
犖
２狀３（犫β２

／α
２狀 ）狀

－３
≤ｃｏｎｓｔ（ｌｏｇ狀）

犖／β２狀－３．

如上讨论知，此时所有坏区间对覆盖３的贡献可以忽略，（２．３）式得证．

而（２．６）式，即像集犚（犙）的３ 测度的上界证明与（２．３）式的方法完全相同．

最后证明（２．５）式，由假设有α／β２≤１．犮犿，犽∈犆
狀
犮，一方面，如果犮犿，犽是好的，其图集

犌（犮犿，犽）可以用一个边长为犫犿 的超立方体所覆盖．事实上，由于２犪［ω（犽·犫犿）犳（犫犿）］β２
／α·

犫－１犿 →０，犿→∞；故当犿充分大，一个这样的超立方体就足于覆盖犌（犮犿，犽）了．另一方面，坏

区间全体的覆盖的５贡献的期望受控于

ｃｏｎｓｔλ（犙）犫－
犖
２狀５（犫２狀）犫

（β２
／α－１）犱

２狀 狀－３ ≤ｃｏｎｓｔ犫
（β２
／α－１）犱

２狀 狀－３ ≤ｃｏｎｓｔ狀
－３，

最后一个不等式是由于α／β２≤１．因此，全体犌（犮犿，犽）的如上的覆盖并集构成图集犌（犙）的一

个覆盖．由此及（２．１１）式，有

犿５（犌（犙））≤λ（犙）． （２．１５）

　　而另一方面，犌（犙）在时间分量上的投影５测度不少于λ（犙），即

犿５（犌（犙））≥λ（犙）， （２．１６）

综合（２．１５）式，（２．１６）式知（２．５）式成立．

下面转入证明下界的情况．证明方法主要借助于Ｒｏｇｅｒｓ和Ｔａｙｌｏｒ［２］的密度理论．

我们重点讨论α／β１＞１，犖α＞犱β１ 的情形．定义上的Ｂｏｒｅｌ测度如下

犎（犅）＝λ｛狋∈ （０，∞）
犖：（狋，犣（狋））∈犅｝，　犅∈犅（犚

犖＋犱），

令犞ξ（ρ）为犚
犖＋犱上中心为ξ，边长为２ρ且平行于坐标轴的超立方体，并设犔表示犣 的局部

时，则利用［５］中的（５）式得

犎（犞（狋，犣（狋））（ρ））≤ （２ρ）
犱ｓｕｐ
狓∈犚

犱
犔｛狋－〈ρ〉，狋＋〈ρ〉，狓｝，

狋∈（０，∞）
犖 及充分小的ρ＞０．故由［６］中定理１知存在一个有限常数犮使得

ｌｉｍ
ρ→０
犎（犞（狋，犣（狋））（ρ）／２（２ρ））≤犮珘δ（狋）

－（１－１／犖）犱／α，ａ．ｓ．对每个狋∈ （０，∞）
犖，

由此不等式及密度定理［９，ｐ．４４８］知

犿２（犌（犙））

≥犿
２（（狋，犣（狋））∈犌（犙）；ｌｉｍ

ρ→０
犎（犞（狋，犣（狋））（ρ））／２（ρ）≤犮珘δ（犙狋）

－（１－１／犖）犱／α）

≥犽犮
－１珘δ（犙狋）

（１－１／犖）犱／α犎（（狋，犣（狋））∈犌（犙）；ｌｉｍ
ρ→０
犎（犞（狋，犣（狋））（ρ））／２（ρ）≤犮珘δ（犙狋）

－（１－１／犖）犱／α）

＝犽犮
－１珘δ（犙狋）

（１－１／犖）犱／α
λ（犙） （２．１７）

以概率１同时对所有区间犙成立，其中犽为仅与犖＋犱有关的正常数，现在，把（２．１７）式应
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用到犙的每个小子区间，让这些小子区间一直细分下去即可得（２．２）式．

最后，（２．７）式也可由同样方法得到，只要在上面证明中用到的［６］定理１用［８］中推论１

代替．而（２．４）式是（２．７）式的直接推论，因为犿４（犌（犙））≥犿４（犚（犙）），由投影讨论可知． 

推论１　当β１＝β２＝１，犮１＝犮２＝１，即为αｓｔａｂｌｅ过程．

推论２　当α＝２，即为广义ＢｒｏｗｎｉａｎＳｈｅｅｔ．

注　取β１＝β２＝１，犮２＞犮１＞１，α＜２，此时该广义αｓｔａｂｌｅ过程既不是αｓｔａｂｌｅ过程，也不

是广义ＢｒｏｗｎｉａｎＳｈｅｅｔ．由（２．１）式－（２．５）式知其图集的确切Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ测度函数为

（狉）＝

狉犖＋犱
（１－１／α）（ｌｏｇｌｏｇ狉－

１）犱／α， 当α＞１，且犖α＞犱时，

（狉αｌｏｇｌｏｇ狉－
１）犖， 当α＞１，且犖α＜犱时，

狉犖， 当α≤１

烅

烄

烆 时

由（２．６）式及（２．７）式知，其像集的确切Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ测度函数为

（狉）＝ （狉αｌｏｇｌｏｇ狉－
１）犖，当犖α＜犱时．

而当犖α＞犱时，其像集充满整个犚
犱 空间［１］，故其测度函数是平凡的．

作者试图证明犖α＝犱β１ 的情形，但没有成功．
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