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摘要：利用比较定理结合犔犻犪狆狌狀狅狏泛函，讨论一类具有多个周期时滞的多种群生态竞争捕食

系统正周期解的存在性和全局吸引性．最后，利用一致持久性理论，讨论捕食食饵系统正周期

解存在的充要条件．
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１　引言

生态系统周期正解的存在性和全局吸引性具有非常重要的实际意义，历来受到学术界

的重视，许多学者都进行了深入研究，但大部分工作都是竞争系统［１，２，３］或二维的系

统［４－１３］．尤其在文［１，３，１４］，分别考虑了竞争的Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ系统，具有时滞多种群竞争

的ＶｏｌｔｅｒｒａＬａｔｋａ系统，以及竞争捕食的时滞ＶｏｌｔｅｒｒａＬａｔｋａ系统，都得到周期解全局吸

引的条件．本文进一步考虑具有周期时滞的狀＋犿 维竞争捕食具有周期系数的 Ｖｏｌｔｅｒｒａ

Ｌａｔｋａ系统．

狓犻（狋）＝狓犻（狋）（犫犻（狋）－犪犻（狋）狓犻（狋）－∑
狀

犽＝１

犪犻犽（狋）狓犽（狋－τ犻犽（狋））－∑
犿

犽＝１

犲犻犽（狋）狔犽（狋－η犻犽（狋））），

狔犼（狋）＝狔犼（狋）（狉犼（狋）＋∑
狀

犽＝１

犱犼犽（狋）狓犽（狋－δ犼犽（狋））－犮犼（狋）狔犼（狋）－∑
犿

犽＝１

犮犼犽（狋）狔犽（狋－ξ犼犽（狋））），

狓犻（θ）＝犻（θ）≥０，狔犼（θ）＝ψ犼（θ）≥０，θ∈ ［－τ，０］，犻＝１，…，狀；犼＝１，…，犿

烅

烄

烆 ．

（１．１）

这里犻（０）＞０，ψ犼（０）＞０，狓犻（狋）表示狋时刻种群犡犻的密度，狔犼（狋）表示狋时刻种群犢犼 的密

度，为了更好地描述系统（１．１），假设

（Ｈ１）犪犻（狋），犫犻（狋），犮犼（狋），犪犻犽（狋）（犻≠犽），犮犼犽（狋）（犼≠犽），犱犼犽（狋），犲犻犽（狋）都是严格正的连

续的犜周期函数，犪犻犻（狋），犮犼犼，狉犼（狋）是连续的犜周期函数；

（Ｈ２）τ犻犽（狋），δ犼犽（狋），η犻犽（狋），ξ犼犽（狋）都是非负连续可微的犜 周期函数，且 ｍｉｎ
狋∈［０，犜］

（１－

τ犻犽（狋））＞０，ｍｉｎ
狋∈［０，犜］

（１－δ犼犽（狋））＞０，ｍｉｎ
狋∈［０，犜］

（１－η犻犽（狋））＞０，ｍｉｎ
狋∈［０，犜］

（１－ξ犼犽（狋））＞０，这里
狓（狋）＝

ｄ狓（狋）

ｄ狋
．且记

－１
犻犼 （狋），犺

－１
犻犽 （狋），犵

－１
犼犽 （狋），ψ

－１
犼犽 （狋）分别为函数犻犼（狋）＝狋－τ犻犼（狋），犺犻犽（狋）＝狋－η犻犽
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（狋），犵犼犽（狋）＝狋－δ犼犽（狋），ψ犼犽（狋）＝狋－ξ犼犽（狋）的反函数，且

τ＝ ｍａｘ
狋∈［０，犜］

ｍａｘ
１≤犻，犽≤狀

τ犻犽（狋）， ｍａｘ
１≤犼≤狀，１≤犽≤犿

η犼犽（狋）， ｍａｘ
１≤犻，犽≤犿

ξ犻犽（狋）， ｍａｘ
１≤犼≤犿，１≤犽≤狀

δ犼犽（狋｛ ｝）＞０．

　　显然，下列引理成立

引理１．１　犆
狀＋犿
＋ ＝｛狌＝（狌１，狌２，…，狌狀＋犿）∈犆

狀＋犿（［－τ，０］，犚）：狌犻（θ）≥０，θ∈［－τ，０］，

犻＝１，２，…，狀＋犿｝关于系统（１．１）是正向不变的．

本文的安排如下，在第二节，讨论系统的持续生存，从而得到周期解的存在性．在第三

节，讨论周期解的全局吸引性．最后，利用一致持久性理论，讨论捕食食饵系统正周期解

存在的充要条件．

为了统一起见，本文的概念参见文［１３］．

２　系统的持久性

首先，考虑系统

狓（狋）＝狓（狋）（犫（狋）－犪（狋）狓（狋）－犽（狋）狓（狋－τ（狋））），

狓（θ）＝（θ）≥０，θ∈ ［－τ，０］｛ ．
（２．１）

这里（０）＞０，犪（狋），犫（狋），犽（狋）均是连续的犜周期函数，犪（狋）＞０，犫（狋）＞０．τ（狋）是正的连

续可微的犜周期函数，ｍｉｎ
狋∈［０，犜］

（１－τ（狋））＞０，记ψ
－１（狋）是函数ψ（狋）＝狋－τ（狋）的反函数，τ＝

ｍａｘ
狋∈［０，犜］

τ（狋）．

定理２．１　如果犪（狋）＞
｜犽（ψ

－１（狋））｜
１－τ（ψ

－１（狋））
，则系统（２．１）存在全局渐近稳定的犜周期解．

证　由文［１］，知系统

狔（狋）＝狔（狋）（犫（狋）－犪（狋）狔（狋）），

狔（０）＝（０）＞０｛ ，

存在全局渐近稳定严格正的的犜周期解狔
（狋），且∫

犜

０
犫（狋）ｄ狋＝∫

犜

０
犪（狋）狔（狋）ｄ狋．即对任意的

０＜ε＜ ｍｉｎ
狋∈［０，犜］

狔
（狋），存在狋０＝狋（（０））＞０，当狋＞狋０ 时

狘狔（狋）－狔（狋）狘＜ε．

　　１）当犽（狋）≥０时，由比较定理知，当狋＞狋０ 时

狓（狋）＜狔
（狋）＋ε． （２．２）

利用ψ
－１（狋＋犜）＝犜＋ψ

－１（狋），以及犽（狋），狔（狋）的犜周期性，我们有

∫
犜

０

（犫（狋）－犽（狋）狔（狋－τ（狋）））ｄ狋

＝∫
犜

０
犫（狋）ｄ狋－∫

犜－τ（０）

－τ（０）

犽（ψ
－１（狋））

１－τ（ψ
－１（狋））

狔
（狋）ｄ狋

＝∫
犜

０

［犫（狋）－
犽（ψ

－１（狋））

１－τ（ψ
－１（狋））

狔
（狋）］ｄ狋

＞∫
犜

０

［犫（狋）－犪（狋）狔（狋）］ｄ狋＝０，

因此选择ε＞０充分小，使得∫
犜

０

（犫（狋）－犽（狋）（狔（狋－τ（狋））＋ε））ｄ狋＞０．则方程

狕（狋）＝狕（狋）（犫（狋）－犪（狋）狕（狋）－犽（狋）（狔（狋－τ（狋））＋ε）），

狕（０）＝（０）＞０｛ ，
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存在全局渐近稳定的犜正周期解狕（狋），即对任意的ε１＞０（ε１＜ ｍｉｎ
狋∈［０，犜］

狕（狋）），存在狋１＝

狋（（０））＞狋０，当狋≥狋１ 时

狘狕（狋）－狕（狋）狘＜ε１．

由比较定理知，当狋≥狋１ 时

狓（狋）＞狕
（狋）－ε１． （２．３）

　　２）当犽（狋）＜０时，由比较定理知，当狋＞狋０ 时

狓（狋）＞狔
（狋）－ε． （２．４）

下面证狓（狋）有界，令

犔（狋）＝ｌｎ狓（狋）－∫
狋

狋－τ（狋）

犽（ψ
－１（狊））

１－τ（ψ
－１（狊））

狓（狊）ｄ狊， （２．５）

则

犔′（狋）＝犫（狋）－（犪（狋）＋
犽（ψ

－１（狋））

１－τ（ψ
－１（狋））

）狓（狋）． （２．６）

因为犔（狋）有界，等价于狓（狋）有界．下面证犔（狋）有界，若犔（狋）无界．令

犿＝ ｍｉｎ
狊∈［０，犜］

｛犪（狊）＋
犽（ψ

－１（狊））

１－τ（ψ
－１（狊））

｝，犕 ＝ ｍａｘ
狊∈［０，犜］

｛－
犽（ψ

－１（狊））

１－τ（ψ
－１（狊））

｝．

若犔（狋）无界，由（２．６）式知，存在点列｛狊狀｝，｛狋狀｝，｛犔狀｝满足，当狀→＋∞时

狋狀－狊狀 →＋∞，犔狀 →＋∞，

使得

犔（狊狀）＝
τ珔犫犕 ＋珔犫
犿

＋１，犔（狋狀）＝犔狀，
τ珔犫犕 ＋珔犫
犿

＋１＜犔（狋）＜犔狀，狋∈ （狊狀，狋狀）．

由（２．６）式易推得

ｌｉｍｓｕｐ
狀→＋∞

１

狋狀－狊狀∫
狋狀

狊狀

［犪（狊）＋
犽（ψ

－１（狊））

１－τ（ψ
－１（狊））

］狓（狊）ｄ狊≤珔犫，

因此

ｌｉｍｓｕｐ
狀→＋∞

１

狋狀－狊狀∫
狋狀

狊狀

狓（狊）ｄ狊≤
珔犫
犿
，ｌｉｍｓｕｐ
狀→＋∞

１

狋狀－狊狀∫
狋狀

狊狀

－犽（ψ
－１（狊））

１－τ（ψ
－１（狊））

狓（狊）ｄ狊≤
犕珔犫
犿
．

注意到ψ
－１（狊）是单调增加函数，且０≤ψ

－１（狊）－狊≤τ（ψ
－１（狊））≤τ，因为

犔（狊狀）＝ｌｎ狓（狊狀）－∫
狊狀

狊狀－τ
（狊狀
）

犽（ψ
－１（狊））

１－τ（ψ
－１（狊））

狓（狊）ｄ狊．

因此

０≤∫
狊狀

狊狀－τ
（狊狀
）

－犽（ψ
－１（狊））

１－τ（ψ
－１（狊））

狓（狊）ｄ狊≤１＋
珔犫＋珔犫τ犕
犿

－ｌｎ（狔（狊狀）－ε）．

因此

ｌｉｍ
狀→＋∞

１

狋狀－狊狀∫
狊狀

狊狀－τ
（狊狀
）
［ψ
－１（狊）－狊狀］

－犽（ψ
－１（狊））

１－τ（ψ
－１（狊））

狓（狊）ｄ狊＝０．

对（２．５）式两边积分，注意交换积分次序，有

１＋
τ犕珔犫
犿
＋
珔犫
犿
≤ｌｉｍｓｕｐ

狀→＋∞

１

狋狀－狊狀∫
狋狀

狊狀

犔（狊）ｄ狊

＝ｌｉｍｓｕｐ
狀→＋∞

１

狋狀－狊狀∫
狋狀

狊狀

［ｌｎ狓（狋）－∫
狋

狋－τ（狋）

犽（－
１（狊））

１－τ（ψ
－１（狊））

狓（狊）ｄ狊］ｄ狋

≤
珔犫
犿
＋ｌｉｍｓｕｐ

狀→＋∞

１

狋狀－狊狀∫
狊狀

狊狀－τ
（狊狀
）
（ψ
－１（狊）－狊狀）

－犽（ψ
－１（狊））

１－τ（ψ
－１（狊））

狓（狊）ｄ狊
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＋ｌｉｍｓｕｐ
狀→＋∞

１

狋狀－狊狀∫
狋狀－τ

（狋狀
）

狊狀

（ψ
－１（狊）－狊）

－犽（ψ
－１（狊））

１－τ（ψ
－１（狊））

狓（狊）ｄ狊

＋ｌｉｍｓｕｐ
狀→＋∞

１

狋狀－狊狀∫
狋狀

狋狀－τ
（狋狀
）
（狋狀－狊）

－犽（ψ
－１（狊））

１－τ（ψ
－１（狊））

狓（狊）ｄ狊

≤
τ犕珔犫
犿
＋
珔犫
犿
，

矛盾，因此犔（狋）有界，故狓（狋）有界．

３）函数犽（狋）不定号时，作变换

犽１（狋）＝
０，　 　犽（狋）＜０；

犽（狋），　犽（狋）≥０｛ ，
　犽２（狋）＝

０，　 　　犽（狋）≥０；

－犽（狋），　犽（狋）＜０｛ ，

犽１（狋），犽２（狋）都是连续周期函数，犽（狋）＝犽１（狋）－犽２（狋），犪（狋）＞
｜犽１（ψ

－１（狋））｜
１－τ（ψ

－１（狋））
＋

｜犽２（ψ
－１（狋））｜

１－τ（ψ
－１（狋））

．

考虑系统

狕１（狋）＝狕１（狋）（犫（狋）－犪（狋）狕１（狋）－犽１（狋）狕１（狋－τ（狋））），

狕１（θ）＝（θ），θ∈ ［－τ，０］｛ ．
（２．７）

由１）知，系统（２．７）是一致持久的，故存在η＞０，使得ｌｉｍｉｎｆ
狋→∞
狕１（狋）＞η．

考虑系统

狕２（狋）＝狕２（狋）（犫（狋）－犪（狋）狕２（狋）－犽２（狋）狕２（狋－τ（狋））），

狕２（θ）＝（θ），θ∈ ［－τ，０］｛ ．
（２．８）

由２）知，系统（２．８）是一致持久的，故存在犕＞０，使得ｌｉｍｓｕｐ
狋→∞

狕２（狋）＜犕．

利用比较定理，狕１（狋）≤狓（狋）≤狕２（狋），因此

η＜ｌｉｍｉｎｆ
狋→∞

狓（狋）≤ｌｉｍｓｕｐ
狋→∞

狓（狋）＜犕．

　　由１），２），３）的证明知，系统（２．１）是一致持久的．存在狋＝狋（（θ））＞０和０＜η＜

犕，当狋≥狋时，η＜狓（狋）＜犕．

由文［２］知，系统（２．１）存在一个犜正周期解狓（狋）．作犞 函数

犞（狋）＝狘∫
狓（狋＋狋

）

狓
（狋＋狋

）

１

狑
ｄ狑狘＋∫

狋＋狋


狋＋狋

－τ（狋＋狋

）
狘
犽（ψ

－１（狊））

１－τ（ψ
－１（狊））

狘狘狓（狊）－狓（狊）狘ｄ狊．

因为狓（·＋狋）∈（η，犕），故犞（狋）有意义，对犞（狋）求右上导数得

犇＋犞（狋）≤ （－犪（狋＋狋
）＋狘

犽（ψ
－１（狋＋狋））

１－τ（ψ
－１（狋＋狋））

狘）狘狓（狋＋狋）－狓（狋＋狋）狘．

令α＝ ｍｉｎ
狋∈［０，犜］

（犪（狋＋狋）－｜
犽（ψ

－１（狋＋狋））

１－τ（ψ
－１（狋＋狋））

｜），则

犞（狋）＋α∫
狋

０
狘狓（狊＋狋）－狓（狊＋狋）狘ｄ狊＜犞（０）＜＋∞．

因此

ｌｉｍ
狋→∞
狘狓（狋）－狓（狋）狘＝０．

由上面的证明知，系统（２．１）的正周期解存在唯一的，且是全局吸引的．下面我们仅证明周

期解的稳定性．因为狓（狋）∈（η，犕），存在δ＞０，对所有的狋∈犚，ξ∈（－δ，δ），有η＜

狓（狋）＋ξ＜犕．
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令

犠（狋）＝狘∫
狓（狋）

狓
（狋）

１

狑
ｄ狑狘＋∫

狋

狋－τ（狋）
狘
犽（ψ

－１（狊））

１－τ（ψ
－１（狊））

狘狘狓（狊）－狓（狊）狘ｄ狊．

在变换ξ＝狓－狓
（狋）下，对所有狋≥０，｜ξ｜＜δ，沿着方程（２．１）计算犠（狋）的右上导数得

犇＋犠（狋）≤－α狘η（狋）狘．

由Ｌｙａｐｕｎｏｖ定理知ξ＝０是稳定的，因此，周期解狓
（狋）是稳定的．证明完毕． 

注记２．１　若τ（狋）为常数，则犽（狋）狓（狋－τ（狋））可为∑
狀

犻＝１

犽犻（狋）狓（狋－τ犻）．只要犪（狋）＞

∑
狀

犻＝１

狘犽犻（狋＋τ犻）狘，定理依然成立．

由定理２．１有

推论２．１　如果（Ｈ１），（Ｈ２），和

犪犻（狋）＞
狘犪犻犻（

－１
犻犻 （狋））狘

１－τ犻犻（
－１
犻犻 （狋））

，犮犼（狋）＞
狘犮犼犼（ψ

－１
犼犼 （狋））狘

１－ξ犼犼（ψ
－１
犼犼 （狋））

　（犻＝１，…，狀；犼＝１，…，犿）．（Ｐ０）

成立，则系统

ｄ狓犻（狋）

ｄ狋
＝狓犻（狋）（犫犻（狋）－犪犻（狋）狓犻（狋）－犪犻犻（狋）狓犻（狋－τ犻犻（狋）））

存在一个全局渐近稳定的犜周期解珚狓
犻 （狋）．

推论２．２　如果（Ｈ１），（Ｈ２），（Ｐ０）成立，且

∫
犜

０

（狉犼（狋）＋∑
狀

犻＝１

犱犻犼（狋）珚狓

犻 （狋－δ犻犼（狋）））ｄ狋＞０　（犼＝１，２，…，犿）． （Ｐ１）

则系统

ｄ狔犼（狋）

ｄ狋
＝狔犼（狋）（狉犼（狋）＋∑

狀

犻＝１

犱犻犼（狋）珚狓

犻 （狋－δ犻犼（狋））－犮犼（狋）狔犼（狋）－犮犼犼（狋）狔犼（狋－ξ犼犼（狋）））

存在一个全局渐近稳定的犜周期解珔狔

犼 （狋）．

推论２．３　如果（Ｈ１），（Ｈ２），（Ｐ０），（Ｐ１）成立，且

∫
犜

０

（犫犻（狋）－ ∑
狀

犼＝１，犼≠犻

犪犻犼（狋）珚狓

犼 （狋－τ犻犼（狋））－∑

犿

犼＝１

犲犻犼（狋）珔狔

犼 （狋－η犻犼（狋）））ｄ狋＞０　（犻＝１，２，…，狀）．

（Ｐ２）

则系统

ｄ狓犻（狋）

ｄ狋
＝狓犻（狋）（犫犻（狋）－ ∑

狀

犼＝１，犼≠犻

犪犻犼（狋）珚狓

犼 （狋－τ犻犼（狋））

－∑
犿

犼＝１

犲犻犼（狋）珔狔

犼 （狋－η犻犼（狋））－犪犻（狋）狓犻（狋）－犪犻犻（狋）狓犻（狋－τ犻犻（狋）））

存在一个全局渐近稳定的周期解狓犻 （狋）．

推论２．４　如果（Ｈ１），（Ｈ２），（Ｐ０），（Ｐ１），（Ｐ２）成立，且

∫
犜

０

（狉犼（狋）＋∑
狀

犽＝１

犱犼犽（狋）狓

犽 （狋－δ犼犽（狋））

－ ∑
犿

犽＝１，犽≠犼

犮犼犽（狋）珔狔

犽 （狋－ξ犼犽（狋）））ｄ狋＞０　 （犼＝１，２，…，犿）． （Ｐ３）

则系统

ｄ狔犼（狋）

ｄ狋
＝狔犼（狋）（狉犼（狋）＋∑

狀

犽＝１

犱犼犽（狋）狓

犽 （狋－δ犼犽（狋））
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－ ∑
犿

犽＝１，犽≠犼

犮犼犽（狋）珔狔

犽 （狋－ξ犼犽（狋））－犮犼（狋）狔犼（狋）－犮犼犼（狋）狔犼（狋－ξ犼犼（狋）））

存在一个全局渐近稳定的周期解狔

犼 （狋）．

有了上面的准备，证明类似于文［１４］，可得到下列定理

定理２．２　假设（Ｈ１），（Ｈ２），（Ｐ０）－（Ｐ３）成立，则系统（１．１）是一致持久的．亦即存在

犕＞η＞０，使得对任何狌０＝（１（θ），…，狀（θ），ψ１（θ），…，ψ犿（θ））
犜
∈ｉｎｔ（犆（［－τ，０］，

犚＋）
狀＋犿），存在犜（狌０）＞０，使得狌（狋，狌０）＝（狓１（狋，狌０），…，狓狀（狋，狌０），狔１（狋，狌０），…，狔犿（狋，

狌０））
犜 对所有的狋＞犜（狌０），犻＝１，…，狀；犼＝１，…，犿满足

η＜狓犻（狋，狌０）＜犕，η＜狔犼（狋，狌０）＜犕．

　　由文［２］，我们可知

定理２．３　在定理２．２的条件下，系统（１．１）存在严格正的犜周期解

狌（狋）＝ （狓１
（狋），…，狓狀

（狋），狔１
（狋），…，狔犿

（狋））．

３　解的渐近性

在介绍解的全局吸引性之前，先给出一个条件

（Ｐ４）存在一个正的犜周期函数犫（狋）：犚→犚，和正常数α犻，β犼，犻＝１，…，狀；犼＝１，…，犿，

一致地有

α犻犪犻（狋）－［∑
狀

狊＝１

α狊
狘犪狊犻（

－１
狊犻 （狋））狘

１－τ狊犻（
－１
狊犻 （狋））

＋∑
犿

犽＝１
β犽

犱犽犻（犵
－１
犽犻 （狋））

１－δ犽犻（犵
－１
犽犻 （狋））

］＞犫（狋），　犻＝１，２，…，狀；

β犼犮犼（狋）－［∑
犿

狊＝１
β狊
狘犮狊犼（ψ

－１
狊犼 （狋））狘

１－ξ狊犼（ψ
－１
狊犼 （狋））

＋∑
狀

狊＝１

α狊
犲狊犼（犺

－１
狊犼 （狋））

１－η狊犼（犺
－１
狊犼 （狋））

］＞犫（狋），　犼＝１，２，…，犿
烅

烄

烆
．

　　定理３．１　假设定理２．２的条件成立，且（Ｐ４）成立，则系统（１．１）存在一个全局吸引的

严格正的犜周期解狌（狋）＝（狓１
（狋），…，狓狀

（狋），狔１
（狋），…，狔犿

（狋））．

证　由定理２．２，知道系统（１．１）是一致持久的，亦即存在犕＞η＞０，使得对任何初值

狌０＝（１（θ），…，狀（θ），ψ１（θ），…，ψ犿（θ））
犜
∈ｉｎｔ（犆（［－τ，０］，犚＋）

狀＋犿），存在犜０＝犜（狌０）＞０，

使得狌（狋，狌０）＝（狓１（狋，狌０），…，狓狀（狋，狌０），狔１（狋，狌０），…，狔犿（狋，狌０））
犜 对所有的狋≥犜０，犻＝１，…，

狀；犼＝１，…，犿满足

η＜狓犻（狋，狌０）＜犕，η＜狔犼（狋，狌０）＜犕． （３．１）

定义

犞（狋）＝∑
狀

犻＝１

α犻［狘∫
狓

犻
（狋＋犜０

）

狓犻
（狋＋犜０

）

１

狑
ｄ狑狘＋∑

狀

犼＝１∫
狋＋犜０

狋＋犜０－τ犻犼
（狋＋犜０

）

狘犪犻犼（
－１
犻犼 （狊））狘

１－τ犻犼（
－１
犻犼 （狊））

狘狓

犼 （狊）－狓犼（狊）狘ｄ狊

＋∑
犿

犽＝１∫
狋＋犜０

狋＋犜０－η犻犽
（狋＋犜０

）

犲犻犽（犺
－１
犻犽 （狊））

１－η犻犽（犺
－１
犻犽 （狊））

狘狔

犽 （狊）－狔犽（狊）狘ｄ狊］

＋∑
犿

犼＝１
β犼［狘∫

狔

犼
（狋＋犜０

）

狔犼
（狋＋犜０

）

１

狑
ｄ狑狘＋∑

狀

犽＝１∫
狋＋犜０

狋＋犜０－δ犼犽
（狋＋犜０

）

犱犼犽（犵
－１
犼犽 （狊））

１－δ犼犽（犵
－１
犼犽 （狊））

狘狓

犽 （狊）－狓犽（狊）狘ｄ狊

＋∑
犿

犽＝１∫
狋＋犜０

狋＋犜０－ξ犼犽
（狋＋犜０

）

狘犮犼犽（ψ
－１
犼犽 （狊））狘

１－ξ犼犽（ψ
－１
犼犽 （狊））

狘狔

犽 （狊）－狔犽（狊）狘ｄ狊］，

由（３．１）知犞（狋）是有意义的．对犞（狋）求右上导数，由条件（Ｐ５）得到

犇＋犞（狋）≤∑
狀

犻＝１

α犻［－犪犻（狋＋犜０）狘狓犻
（狋＋犜０）－狓犻（狋＋犜０）狘
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＋∑
狀

犼＝１

狘犪犻犼（狋＋犜０）狘狘狓犼
（狋＋犜０－τ犻犼（狋＋犜０））－狓犼（狋＋犜０－τ犻犼（狋＋犜０））狘

＋∑
犿

犽＝１

犲犻犽（狋＋犜０）狘狔犽
（狋＋犜０－η犻犽（狋＋犜０））－狔犽（狋＋犜０－η犻犽（狋＋犜０））狘

＋∑
狀

犼＝１

狘犪犻犼（
－１
犻犼 （狋＋犜０））狘

１－τ犻犼（
－１
犻犼 （狋＋犜０））

狘狓犼
（狋＋犜０）－狓犼（狋＋犜０）狘

－∑
狀

犼＝１

狘犪犻犼（狋＋犜０）狘狘狓犼
（狋＋犜０－τ犻犼（狋＋犜０））－狓犼（狋＋犜０－τ犻犼（狋＋犜０））狘

＋∑
犿

犽＝１

犲犻犽（犺
－１
犻犽 （狋＋犜０））

１－η犻犽（犺
－１
犻犽 （狋＋犜０））

狘狔犽
（狋＋犜０）－狔犽（狋＋犜０）狘

－∑
犿

犽＝１

犲犻犽（狋＋犜０）狘狔犽
（狋＋犜０－η犻犽（狋＋犜０））－狔犽（狋＋犜０－η犻犽（狋＋犜０））狘］

＋∑
犿

犼＝１
β犼［－犮犼（狋＋犜０）狘狔犼

（狋＋犜０）－狔犼（狋＋犜０）狘

＋∑
狀

犽＝１

犱犼犽（狋＋犜０）狘狓犽
（狋＋犜０－δ犼犽（狋＋犜０））－狓犽（狋＋犜０－δ犼犽（狋＋犜０））狘

＋∑
犿

犽＝１

狘犮犼犽（狋＋犜０）狘狘狔犽
（狋＋犜０－ξ犼犽（狋＋犜０））－狔犽（狋＋犜０－ξ犼犽（狋＋犜０））狘

＋∑
狀

犽＝１

犱犼犽（犵
－１
犼犽 （狋＋犜０））

１－δ犼犽（犵
－１
犼犽 （狋＋犜０））

狘狓犽
（狋＋犜０）－狓犽（狋＋犜０）狘

－∑
狀

犽＝１

犱犼犽（狋＋犜０）狘狓犽
（狋＋犜０－δ犼犽（狋＋犜０））－狓犽（狋＋犜０－δ犼犽（狋＋犜０））狘

＋∑
犿

犽＝１

狘犮犼犽（ψ
－１
犼犽 （狋＋犜０））狘

１－ξ犼犽（ψ
－１
犼犽 （狋＋犜０））

狘狔犽
（狋＋犜０）－狔犽（狋＋犜０）狘

－∑
犿

犽＝１

狘犮犼犽（狋＋犜０）狘狘狔犽
（狋＋犜０－ξ犼犽（狋＋犜０））－狔犽（狋＋犜０－ξ犼犽（狋＋犜０））狘］

＝∑
狀

犻＝１

［－α犻犪犻（狋＋犜０）＋∑
犿

犼＝１
β犼

犱犼犻（犵
－１
犼犻 （狋＋犜０））

１－δ犼犻（犵
－１
犼犻 （狋＋犜０））

＋∑
狀

犼＝１

α犼
狘犪犼犻（

－１
犼犻 （狋＋犜０））狘

１－τ犼犻（
－１
犼犻 （狋＋犜０））

］·狘狓犻 （狋＋犜０）－狓犻（狋＋犜０）狘

＋∑
犿

犼＝１

［－β犼犮犼（狋＋犜０）＋∑
狀

犻＝１

α犻
犲犻犼（犺

－１
犻犼 （狋＋犜０））

１－η犻犼（犺
－１
犻犼 （狋＋犜０））

＋∑
犿

犽＝１
β犽
狘犮犽犼（ψ

－１
犽犼（狋＋犜０））狘

１－ξ犽犼（ψ
－１
犽犼（狋＋犜０））

］·狘狔犼
（狋＋犜０）－狔犼（狋＋犜０）狘

≤－犫（狋＋犜０）［∑
狀

犻＝１

狘狓犻
（狋＋犜０）－狓犻（狋＋犜０）狘

＋∑
犿

犼＝１

狘狔犼
（狋＋犜０）－狔犼

（狋＋犜０）狘］，

利用犫（狋）的周期性，有

７４６Ｎｏ．６　　　　　文贤章等：多种群生态时滞系统正周期解的全局吸引性



ｌｉｍ
狋→∞

（狌（狋）－狌（狋））＝０．

周期解的唯一性类似可证，全局吸引性可得．证明完毕． 

注记３．１　对无时滞或时滞为常数的模型，定理３．１的结果成立，见文［１４，１５］．

作为定理２．２和定理３．１的推论，有下列定理

定理３．２　如果（Ｐ４）成立，对所有的犻，犽＝１，…，狀；犼，犾＝１，…，犿，犪犻（狋）＞０，犪犻犽（狋）≥０，

犫犻（狋）＞０，犮犼（狋）＞０，犮犼犾（狋）≥０，犱犼犽≥０，犲犻犼≥０且

狆犻＝ ｍａｘ
狋∈［０，犜］

犫犻（狋）

犪犻（狋）
，　狇犼 ＝ ｍａｘ

狋∈［０，犜］

１

犮犼（狋）
（∑
狀

狊＝１

犱犼狊（狋）狆狊＋狉犼（狋））＞０，

犳犻＝ ｍｉｎ
狋∈［０，犜］

１

犪犻（狋）
（犫犻（狋）－∑

狀

狊＝１

犪犻狊（狋）狆狊－∑
犿

狊＝１

犲犻狊（狋）狇狊）＞０，

犵犼 ＝ ｍｉｎ
狋∈［０，犜］

１

犮犼（狋）
（狉犼（狋）＋∑

狀

狊＝１

犱犼狊（狋）犳狊－∑
犿

狊＝１

犮犼狊（狋）狇狊）＞０．

则系统（１．１）存在全局吸引的周期解．

事实上，在定理２．２的证明中，有

犳犻≤狓

犻 （狋）≤珚狓


犻 （狋）≤狆犻，（犻＝１，…，狀）；

犵犼≤狔

犼 （狋）≤珔狔


犼 （狋）≤狇犼，（犼＝１，…，犿）．

即系统（１．１）是一致持久的．再由定理３．１知，定理３．２成立．

下列的例子说明主要定理３．１的条件是相容的，考虑方程

狓′１（狋）＝狓１（狋）［（５＋ｓｉｎ狋）－（１３＋ｃｏｓ狋）狓１（狋）－
２＋ｓｉｎ狋
４

狓２（狋－
１

２
ｓｉｎ狋）

　　　　－（５＋ｃｏｓ狋）狔１（狋－１）－
２＋ｃｏｓ狋
４０

狔２（狋－２）］；

狓′２（狋）＝狓２（狋）［（５－ｃｏｓ狋）－
２＋ｓｉｎ狋
４

狓１（狋－
１

２
ｃｏｓ狋）－（１３＋ｃｏｓ狋）狓２（狋）

　　　　－
２＋ｃｏｓ狋
４０

狔１（狋－１）－（５＋ｃｏｓ狋）狔２（狋－２）］；

狔′１（狋）＝狔１（狋）［－
２＋ｓｉｎ狋
１００

＋
３＋ｓｉｎ狋
４

狓１（狋－１）＋（２－ｃｏｓ狋）狓２（狋－２）

　　　　－（５－ｓｉｎ狋）狔１（狋）－
２＋ｓｉｎ狋
２００

狔２（狋－
ｃｏｓ狋
４
）］；

狔′２（狋）＝狔２（狋）［－
２－ｃｏｓ狋
１００

＋（２－ｃｏｓ狋）狓１（狋－２）＋
３＋ｓｉｎ狋
４

狓２（狋－１）

　　　　－
２＋ｓｉｎ狋
２００

狔１（狋－
ｓｉｎ狋
４
）－（５－ｓｉｎ狋）狔２（狋）］

烅

烄

烆
．

由定理２．２，３．１，知道上述方程存在全局吸引的正周期解．

４　捕食食饵系统

首先，介绍一些概念，令（犡，犱）为度量犱的完备度量空间，假设Φ（狋）：犡→犡，狋≥０是定

义在犡上的犆０半流．即：Φ（０）＝犐，对狋，狊≥０，Φ（狋＋狊）＝Φ（狋）Φ（狊）．且Φ（狋）狓关于狓和狋

连续．如果在犡中存在一个非空有界集犅，对任何狓∈犡，存在狋０＝狋０（狓，犅）＞０，使当狋＞狋０

时Φ（狋）狓∈犅，我们说Φ（狋）在犡中是点耗散的．
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记ω（狓）为狓∈犡的ω极限集，珦犃＝ ∪
狓∈犡０

ω（狓）．如果存在珦犃的一个孤立覆盖∪
犽

犻＝１
犕犻，使

得犕犻的任何子集不能形成一个环，则称集珦犃是非环的．

下面讨论捕食食饵系统

狓（狋）＝狓（狋）（犫（狋）－犪（狋）狓（狋）－犪１（狋）狓（狋－τ１（狋））－犲（狋）狔（狋－τ２（狋）））；

狔（狋）＝狔（狋）（狉（狋）＋犱（狋）狓（狋－τ３（狋））－犮（狋）狔（狋）－犮１（狋）狔（狋－τ４（狋）））；

狓（θ）＝（θ）＞０，狔（θ）＝ψ（θ）＞０，θ∈ ［－τ，０］
烅

烄

烆 ．

（４．１）

这里犪（狋），犫（狋），犮（狋），犱（狋），犲（狋），τ犻（狋），犻＝１，２，３，４均是正的连续的犜周期函数，犪１（狋），犮１

（狋）是连续的犜周期函数．且１－τ犻（狋）＞０，狋∈［０，犜］，记ψ
－１
犻 （狋）为ψ犻（狋）＝狋－τ犻（狋）的反函数，

记τ＝ｍａｘ
狋∈［０，犜］

ｍａｘ
１≤犻≤４

｛τ犻｝＞０．假设

犪（狋）＞
狘犪１（ψ

－１
１ （狋））狘

１－τ１（ψ
－１
１ （狋））

，犮（狋）＞
狘犮１（ψ

－１
４ （狋））狘

１－τ４（ψ
－１
４ （狋））

． （Ｈ０）

　　由定理２．１的证明过程，可以看出，存在正常数犕，使得０≤狓（狋）≤犕．类似地，存在

正常数犖，使得０≤狔（狋）≤犖．这样，我们可以定义一个周期半流，Φ（狋）：犆（［－τ，０］，犚
２
＋）

→犆（［－τ，０］，犚
２
＋）为Φ（狋）＝（狓狋（），狔狋（）），狓０（）＝１，狔０（）＝２．令

犡０ ＝ ｛（１，２）∈犆（［－τ，０］，犚
２
＋）狘犻（０）＞０，犻＝１，２｝，

犡０ ＝ ｛（１，２）∈犆（［－τ，０］，犚
２
＋）狘犻（０）＝０，犻＝１或２｝．

则犆（［－τ，０］，犚
２
＋）＝犡０∪犡０，犡０ 关于犆（［－τ，０］，犚

２
＋）开，犡０ 关于犆（［－τ，０］，犚

２
＋）闭，

且Φ（狋）犡０犡０，Φ（狋）犡０犡０，狋≥０．当狋＞τ时，Φ（狋）是连续和紧的．下面定义Ｐｏｉｎｃａｒｅ

映射犛：犆（［－τ，０］，犚
２
＋）→犆（［－τ，０］，犚

２
＋）．

犛（）＝Φ（狀０犜）＝ （狓狀
０
犜（），狔狀

０
犜（）），∈犆（［－τ，０］，犚

２
＋），

这里狀０犜＞τ．显然，犛是一个连续的、点耗散的紧映射，且犛（犡０）犡０，犛（犡０）犡０，由文

［１６，定理２．４．７］有一个全局吸引子犃．

下面介绍一些引理

引理４．１　假设

∫
犜

０
狉（狋）ｄ狋＞０，∫

犜

０
犫（狋）ｄ狋＞０和∫

犜

０

（犫（狋）－犲（狋）珔狔（狋－τ２（狋）））ｄ狋＞０．

则存在一个δ＞０，使得对任何∈犡０

ｌｉｍｓｕｐ
狋→＋∞

狓（０，）（狋）＞δ，ｌｉｍｓｕｐ
狋→＋∞

狔（０，）（狋）＞δ． （４．２）

在这里珔狔
（狋）是下列方程

狔′（狋）＝狔（狋）［狉（狋）－犮（狋）狔（狋）－犮１（狋）狔（狋－τ４（狋））］ （４．３）

唯一的正周期解．

证　记：λ０ ＝∫
犜

０

（犫（狋）－犲（狋）珔狔（狋－τ２（狋）））ｄ狋．若（４．２）式不成立，则有

ｌｉｍｓｕｐ
狋→＋∞

狓（０，）（狋）＜
δ

１

４
， （４．４）

这里δ

１ ＞０满足

∫
犜

０

（犪（狋）＋
犪１（ψ

－１（狋））

１－τ（ψ
－１
犻 （狋））

）δ１
ｄ狋＜

λ０
４
．

　　记狓（狋）＝狓（０，）（狋），狔（狋）＝狔（０，）（狋），则存在犕１＞０，当狋＞犕１－τ时，有狓（狋）＜δ

１ ．

于是有

狔′（狋）＜狔（狋）（狉（狋）＋犱（狋）δ１

－犮（狋）狔（狋）－犮１（狋）狔（狋－τ４（狋））），　狋＞犕１．
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考虑辅助方程

狕′（狋）＝狕（狋）（狉（狋＋犕１）＋犱（狋＋犕１）δ１

－犮（狋＋犕１）狕（狋）

　　　－犮１（狋＋犕１）狕（狋－τ４（狋＋犕１））），

狕（０）＝狔（犕１

烅

烄

烆 ），

（４．５）

由于

∫
犜

０

（狉（狋＋犕１）＋犱犽（狋＋犕１）δ

１ ）ｄ狋＞０．

（４．５）式存在全局渐近稳定的犜正周期解狕（狋）．即，对任意的ε＞０，存在犜０，当狋＞犜０ 时

狕（狋）＋
ε
２
＞狕（狋）＞狕

（狋）－
ε
２
．

由微分方程解对参数的连续依赖性，对上述的ε＞０，存在δ＞０，当０＜δ１ ≤δ
时，狕（狋）＜

珔狔
（狋＋犕１）＋

ε
２
，狋∈［０，犜］．由比较定理知，存在犕２＞犕１，使得当狋＞犕２ 时，狔（狋）＜珔狔

（狋）

＋ε．选择ε＞０，使得

∫
犜

０

（犫（狊）－犲（狋）（珔狔（狋－τ２（狋））＋ε））ｄ狋＞
λ０
２
，

则当狋＞犕２ 时有

狓（狋）＝狓（犕２）ｅ∫
狋
犕
２
［犫（狋）－犪（狋）狓（狋）－犪１

（狋）狓（狋－τ１
（狋））－犲（狋）狔（狋－τ２

（狋））］ｄ狋

≥狓（犕２）ｅ∫
狋
犕
２
［犫（狋）－犲（狋）（狔

（狋－τ２
（狋））＋ε）－犪（狋）狓（狋）－犪１

（狋）狓（狋－τ１
（狋））］ｄ狋．

由此易知

狓（犕２＋犾犜）≥狓（犕２）ｅ
λ０
４犾－犅，

这里犅＝２δ

τ（犕２）ｍａｘ

狋∈［０，犜］
犪（狋）．当犾→＋∞时，狓（犕２＋犾犜）→＋∞．这与（４．４）式矛盾．类似

地，我们可以证明ｌｉｍｓｕｐ
狀→＋∞

狔（０，）（狋）＞δ．命题得证． 

同样地，可以证明

引理４．２　假设，

∫
犜

０
狉（狋）ｄ狋≤０，∫

犜

０
犫（狋）ｄ狋＞０和∫

犜

０

（狉（狋）＋犱（狋）珚狓（狋－τ３（狋）））ｄ狋＞０．

则存在一个δ＞０，使得对任何∈犡０

ｌｉｍｓｕｐ
狋→＋∞

狓（０，）（狋）＞δ，ｌｉｍｓｕｐ
狋→＋∞

狔（０，）（狋）＞δ．

在这里珚狓（狋）是下列方程

狓′（狋）＝狓（狋）［犫（狋）－犪（狋）狓（狋）－犪１（狋）狓（狋－τ１（狋））］

唯一的正周期解．

有了上面的准备，下面给出本节的主要定理

定理４．１　１）如果∫
犜

０
狉（狋）ｄ狋＞０，则系统（４．１）一致持久的充要条件是

∫
犜

０
犫（狋）ｄ狋＞０和∫

犜

０

（犫（狋）－犲（狋）珔狔（狋－τ２（狋）））ｄ狋＞０． （４．６）

　　２）如果∫
犜

０
狉（狋）ｄ狋≤０，则系统（４．１）一致持久的充要条件是

∫
犜

０
犫（狋）ｄ狋＞０和∫

犜

０

（狉（狋）＋犱（狋）珚狓（狋－τ３（狋）））ｄ狋＞０． （４．７）

　　证　我们证明１），同样可证２）．
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充分性：由定理２．１，珦犃＝ ∪
∈犡０

ω（）＝｛（０
ˇ
，０
ˇ
），（珚狓

ˇ

０ ，０

ˇ
），（０

ˇ
，珔狔
ˇ

０ ）｝．令犕１＝（０

ˇ
，０
ˇ
），犕２

＝（珚狓
ˇ

０ ，０

ˇ
），犕３＝（０

ˇ
，珔狔
ˇ

０ ），这里珚狓

ˇ

０
（θ）＝珚狓（θ），珔狔

ˇ

０
（θ）＝珔狔（θ），０

ˇ
（θ）＝０，θ∈［－τ，０］．则

珦犃＝犕１∪犕２∪犕３．相对于离散流犛＝犛｜犡０，犕犻和犕犼（犻≠犼）是不交的，是紧的、孤立的不

变集．因为∫
犜

０
犫（狋）ｄ狋＞０，∫

犜

０
狉（狋）ｄ狋＞０，∫

犜

０

［犫（狋）－∑
狀

犼＝１

犱犼（狋）珔狔
（狋）］ｄ狋＞０．由引理４．１，可

知对犡０ 的流犛，犕犻（犻＝１，２，３）是孤立的．因为，犛：犡０→犡０，犛：犡０→犡０．因此，对犡０∪

犡０ 内的流犛，犕犻（犻＝１，２，３）是孤立的．

由定理２．１知，犕１，犕２，犕３ 在犡０ 内是非环的．因此，在犡０ 上犕１∪犕２∪犕３ 是犃的

一个孤立的非环覆盖．由引理４．１知，犠狊（犕犻）∩犡０＝，犻＝１，２，３．因此，由文［１７，定理２．

２］，犛关于（犡０，犡０）是一致持久的．由文［１７，定理２．１］，Φ（狋）关于（犡０，犡０）是一致持久

的．

必要性：若系统（４．１）是一致持久的，则存在常数η＞０，对任意的狌∈犡０，ｌｉｍｉｎｆ
狋→＋∞

犱（Φ（狋）狌，犡０）＞η．也就是存在常数犿１＞０，使得

ｌｉｍｉｎｆ
狋→＋∞

狓（０，）（狋）＞犿１，ｌｉｍｉｎｆ
狋→＋∞

狔（０，）（狋）＞犿１． （４．８）

由（４．８）式知，存在犜０，当狋＞犜０－τ时

狓（０，）（狋）＞
犿１
２
，狔（０，）（狋）＞

犿１
２
．

因此

狔′（狋）＞狔（狋）（狉（狋）＋犱（狋）
犿１
２
－犮（狋）狔（狋）－犮１（狋）狔（狋－τ４（狋））），　狋＞犜０． （４．９）

考虑系统

狕′（狋）＝狕（狋）（狉（狋＋犜０）＋犱（狋＋犜０）
犿１
２
－犮（狋＋犜０）狕（狋）

－犮１（狋＋犜０）狕（狋－τ４（狋＋犜０））），狕（０）＝狔（犜０）， （４．１０）

由于系统（４．１０）存在一个全局渐近稳定的正周期解狕（狋），比较系统（４．１０）和（４．３）知道，

存在正常数ξ，使得狕
（狋）＞珔狔（狋＋犜０）＋ξ，狋∈［０，犜］．比较系统（４．１０）和（４．９）知，存在

犜１＞犜０，当狋＞犜１－τ时

狔（狋）≥狕
（狋－犜０）＞珔狔

（狋）＋ξ
２
． （４．１１）

　　因为

∫
狋

犜
１

犪１（狊）狓（狊－τ（狊））ｄ狊＝∫
狋－τ（狋）

犜
１－τ

（犜
１
）
犪１（ψ

－１（狊））
狓（狊）

１－τ（ψ
－１（狊））

ｄ狊，

注意到系统（４．１）是一致持久的，及假设（Ｈ０），由系统（４．１）第一式知道

０＝ｌｉｍ
狋→＋∞

１

狋－犜１
ｌｎ
狓（狋）

狓（犜１）

≤ｌｉｍｓｕｐ
狋→＋∞

１

狋－犜１∫
狋

犜
１

（犫（狊）－犲（狊）（珔狔（狊－τ２（狊））＋ξ
２
）

－犪（狊）狓（狊）－犪１（狊）狓（狊－τ１（狊）））ｄ狊

≤ｌｉｍｓｕｐ
狋→＋∞

１

狋－犜１∫
狋

犜
１

（犫（狊）－犲（狊）（珔狔（狊－τ２（狊））＋ξ
２
））ｄ狊
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犜
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＜
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由上面的不等式，得到

∫
犜

０

（犫（狊）－犲（狊）珔狔（狊－τ２（狊）））ｄ狊＞０，∫
犜

０
犫（狊）ｄ狊＞０．

因此，１）得证． 

利用由文［２］的定理１，类似定理４．１的必要性证明，有

定理４．２　１）如果∫
犜

０
狉（狋）ｄ狋＞０，则系统（４．１）存在正犜周期解的充要条件是

∫
犜

０
犫（狋）ｄ狋＞０和∫

犜

０

（犫（狋）－犲（狋）珔狔（狋－τ２（狋）））ｄ狋＞０．

　　２）如果∫
犜

０
狉（狋）ｄ狋≤０，则系统（４．１）存在正周期解的充要条件是

∫
犜

０
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犜

０

（狉（狋）＋犱（狋）珚狓（狋－τ３（狋）））ｄ狋＞０．

　　记
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．

　　推论４．１　如果系统（４．１）存在正周期解，并且犪＞犃１，犮＞犆１，（犪－犃１）（犮－犆１）－犇犈

＞０，则正周期解是全局吸引的．

证　只验证定理３．１的条件（Ｐ５），只要取

犮－犆１
犈

＞
α１

β１
＞

犇
犪－犃１

，

有

α１（犪－犃１）－β１犇＞０；

β１（犮－犆１）－α１犈＞０｛ ，

由定理３．１，得到推论４．１． 

推论４．１推广了文［１３，１４］的相应结论．
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