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摘 要

本文建立了一类二维非线性生灭捕食–被捕食模型. 利用概率母函数, 我们得到其均值过程所满

足的偏微分方程组, 并证明了捕食者和被捕食者以概率1灭绝.
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§1. 引 言

捕食–被捕食关系是生物链中最重要的关系之一. 最早对这种关系进行定量描述的

是Lotka-Volterra模型[1, 2]: 



dXt

dt
= αXt − βXtYt,

dYt

dt
= −γYt + δXtYt.

(1.1)

其中Xt和Yt分别为t时被捕食者与捕食者数量. α, β, γ, δ > 0. α代表被捕食者内在的繁殖

率; β代表被捕食者死率, 显然被捕食者和捕食者数量越多其死亡几率越大; γ代表捕食者死

亡率; δ代表捕食者的繁殖率, 显然其食物越丰富(被捕食者数量越多), 繁殖速度越快.

Lotka-Volterra模型非常简单的描述了捕食者和被捕食者间的交互作用. 许多学者对

此模型进行修正, 建立了各种各样的捕食–被捕食模型[3]. 在模型(1.1)中, 如果捕食者灭绝,

则被捕食者会疯狂繁殖至无穷, 受地域及食物限制, 这不太现实. 考虑到这一点, Danca,

M.等考虑了如下模型[4] 



dXt

dt
= αXt − βXtYt − µX2

t ,

dYt

dt
= −γYt + δXtYt.

(1.2)

与模型(1.1)相比, (1.2)增加一项−µX2
t , 代表被捕食者的自然死亡率. 受食物等因素限制,

被捕食者数量越多, 其死亡速度也越快, 最后达到一个平衡状态, 这是一个非常合理的假

本文2006年3月22日收到, 2008年3月13日收到修改稿.
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定. 在本文中, 我们利用一个二维非线性生灭过程对模型(1.2)进行随机化, 以更符合现实,

并分析其均值过程和灭绝性质.

§2. 随机捕食–被捕食模型

设Xt, Yt为两个取非负正数值的随机变量, 代表t时被捕食者和捕食者数量. 并

记{Px,y(t), x = 0, 1, 2, · · · ; y = 0, 1, 2, · · · }为其概率分布, 即

Px,y(t) = P[Xt = x, Yt = y], x = 0, 1, 2, · · · ; y = 0, 1, 2, · · · . (2.1)

与一维简单生灭过程一样, 我们假定当前被捕食者和捕食者数量为x, y, 在充

分小的时间段[t, t + ∆t]内, 以下五类事件有且仅有一种发生: 一, 被捕食者增加一,

捕食者数量不变, 概率为αx∆t + o(∆t); 二, 被捕食者减少一, 捕食者数量不变, 概率

为(βxy + µx2)∆t + o(∆t), βxy反映被捕食者被捕食的几率, 显然其被捕食的几率与其自

身数量和捕食者数量呈正相关, µx2反映被捕食者自然死亡率, 受地域和食物限制, 其死

亡几率以平方增加; 三, 被捕食者不变, 捕食者数量增加一, 概率为δxy∆t + o(∆t), 显然

被捕食者越多, 其食物越丰富, 捕食者繁殖越快, 故其概率与xy呈正比; 四, 被捕食者不

变, 捕食者数量减少一, 概率为γy∆t + o(∆t); 五, 被捕食者, 捕食者数量维持不变, 概率

为1− (αx + µx2 + δxy + γxy)∆t + o(∆t).

其转移概率规律也可以表述如下:

p(Xt+∆t = x1;Yt+∆t = y1|Xt = x;Yt = y)

=





αx∆t + o(∆t), 如果x1 = x + 1, y1 = y;

(βxy + µx2)∆t + o(∆t), x1 = x− 1, y1 = y;

δxy∆t + o(∆t), x1 = x, y1 = y + 1;

γxy∆t + o(∆t), x1 = x, y1 = y − 1;

1− (αx + µx2 + δxy + γxy)∆t + o(∆t), x1 = x, y1 = y;

o(∆t), 其他.

(2.2)

注: 若不做特别说明, 上式及以后考虑的均是被捕食者和捕食者未灭绝条件下的分布规律.

下面我们讨论Px,y(t)的性质. 由以上假设知:

Px,y(t + ∆t) = [1− (αx + βxy + µx2 + δxy + γy)∆t + o(∆t)]Px,y(t)

+ (α(x− 1)∆(t) + o(∆t))Px−1,y(t) + (δx(y − 1)∆t + o(∆t))Px,y−1

+((β(x + 1)y + µ(x + 1)2)∆t + o(∆t))Px+1,y

+(γ(y + 1)∆t + o(∆t))Px,y+1. (2.3)
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整理上式, 并令∆t逼近于0, 我们有

∂Px,y(t)
∂t

= lim
∆t−→0

Px,y(t + ∆t)− Px,y(t)
∆t

= − (αx + βxy + µx2 + δxy + γy)Px,y(t)

+α(x− 1)Px−1,y(t) + δx(y − 1)Px,y−1(t)

+ (β(x + 1)y + µ(x + 1)2)Px+1,y(t)

+ γ(y + 1)Px,y+1(t). (2.4)

偏微分方程组(2.4)完全刻画了被捕食者和捕食者数量随时间变化的概率规律, 但我们

无法得到此方程组的封闭解, 借助随机化技巧[5], 可以获得其数值解. 这里我们不讨论其数

值解, 而是通过概率母函数讨论其性质.

定义概率母函数如下:

Φ(z1, z2, t) =
∞∑

x=0

∞∑
y=0

Px,y(t)zx
1zy

2 . (2.5)

由方程(2.4)知道, Φ(z1, z2, t)满足如下的偏微分方程

∂Φ(z1, z2, t)
∂t

=
∞∑

x=0

∞∑
y=0

∂Px,y(t)
∂t

zx
1zy

2

= −
∞∑

x=0

∞∑
y=0

(αx + βxy + µx2 + δxy + γy)Px,y(t)zx
1zy

2

+
∞∑

x=1

∞∑
y=0

α(x− 1)Px−1,y(t)zx
1zy

2

+
∞∑

x=0

∞∑
y=1

δx(y − 1)Px,y−1(t)zx
1zy

2

+
∞∑

x=0

∞∑
y=0

(β(x + 1)y + µ(x + 1)2)Px+1,y(t)zx
1zy

2

+
∞∑

x=0

∞∑
y=0

γ(y + 1)Px,y+1(t)zx
1zy

2 . (2.6)

因为

∞∑
x=0

∞∑
y=0

α(x− 1)Px−1,y(t)zx
1zy

2 = αz1

∞∑
x=0

∞∑
y=0

xPx,y(t)zx
1zy

2 ;

∞∑
x=0

∞∑
y=0

δx(y − 1)Px,y−1(t)zx
1zy

2 = δz2

∞∑
x=0

∞∑
y=0

xyPx,y(t)zx
1zy

2 ;

∞∑
x=0

∞∑
y=0

γ(y + 1)Px,y+1(t)zx
1zy

2 =
γ

z2

∞∑
x=0

∞∑
y=1

yPx,y(t)zx
1zy

2 ;
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∞∑
x=0

∞∑
y=0

(β(x + 1)y + µ(x + 1)2)Px+1,y(t)zx
1zy

2

=
β

z1

∞∑
x=0

∞∑
y=0

xyPx,y(t)zx
1zy

2 +
µ

z1

∞∑
x=0

∞∑
y=0

x2Px,y(t)zx
1zy

2

和

∂Φ(z1, z2, t)
∂z1

=
1
z1

∞∑
x=0

∞∑
y=0

xPx,y(t)zx
1zy

2 ;

∂Φ(z1, z2, t)
∂z2

=
1
z2

∞∑
x=0

∞∑
y=0

yPx,y(t)zx
1zy

2 ;

∂2Φ(z1, z2, t)
∂z1∂z2

=
1

z1z2

∞∑
x=0

∞∑
y=0

xyPx,y(t)zx
1zy

2 ;

∂2Φ(z1, z2, t)
∂z2

1

=
1
z2
1

∞∑
x=0

∞∑
y=0

x(x− 1)Px,y(t)zx
1zy

2 ,

我们得到

∂Φ(z1, z2, t)
∂t

= (µ− αz1)(1− z1)
∂Φ(z1, z2, t)

∂z1
+ γ(1− z2)

∂Φ(z1, z2, t)
∂z2

+ [βz2(1− z1)− δz1z2(1− z2)]
∂2Φ(z1, z2, t)

∂z1∂z2

+µz1(1− z1)
∂2Φ(z1, z2, t)

∂z2
1

. (2.7)

对偏微分方程(2.7)关于z1微分, 我们有

∂

∂z1

∂Φ(z1, z2, t)
∂t

= (2αz1 − α− µ)
∂Φ(z1, z2, t)

∂z1

+(µ− αz1)(1− z1)
∂2Φ(z1, z2, t)

∂z2
1

+ γ(1− z2)
∂2Φ(z1, z2, t)

∂z1∂z2
+ µz1(1− z2)

∂3Φ(z1, z2, t)
∂z3

1

+µ(1− 2z1)
∂2Φ(z1, z2, t)

∂z2
1

+(δz2 − β − δ)z2
∂2Φ(z1, z2, t)

∂z1∂z2

· [βz2(1− z1)− δz1z2(1− z2)]
∂3Φ(z1, z2, t)

∂z2
1∂z2

.

令z1 = z2 = 1, 得
∂

∂t
EXt = αEXt − βEXtYt − µEX2

t . (2.8)

其中E(·)表示取期望.
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类似的讨论可得
∂

∂t
E(Yt) = −γE(Yt) + δEXtYt. (2.9)

我们称{E(Xt),E(Yt)}为过程{Xt, Yt}的均值过程. 由以上讨论, 我们有下述定理

定理 2.1 {Xt, Yt, t > 0}为如上定义的随机捕食–被捕食模型, 则其均值过程满足如

下偏微分方程 



∂

∂t
EXt = αEXt − βEXtYt − µEX2

t ;

∂

∂t
E(Yt) = −γE(Yt) + δEXtYt.

(2.10)

比较(2.10)和(1.2), 显然我们的生灭过程模型是(1.2)的一个随机版本.

§3. 灭绝概率

下面我们讨论随机捕食–被捕食模型的灭绝问题.

先假设没有捕食者, 则模型退化为一维生灭过程. 记Xt为时刻t的被捕食者数量, 其转

移规律可以描述如下:

p(Xt+∆t = y|Xt = x) =





αx∆t + o(∆t), 如果 y = x + 1;

µx2∆t + o(∆t), y = x− 1;

1− (αx + µx2)∆t + o(∆t), y = x;

o(∆t), 否则.

(3.1)

根据生灭过程的一般理论, 我们有如下定理

定理 3.1 设{Xt, t > 0}是如上定义的一维生灭过程, 则其以概率1灭绝.

证明: 令λi =αi, µi =µi2, ρ0 =1, ρk =
k∏

i=1
µi

/ k∏
i=1

λi =k!(µ/α)k. 容易证明
∞∑

k=1

ρk =∞.

根据具有吸收点的生灭过程的性质([6]), 我们知道{Xt, t > 0}以概率1灭绝. ¤

由定理3.1知道,被捕食者以概率1灭绝,如果被捕食者灭绝了,显然捕食者也以概率1灭

绝, 故我们有下面定理

定理 3.2 {Xt, Yt, t > 0}为上节定义的随机捕食–被捕食模型, 则其以概率1灭绝.
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In this paper, a 2-dimension, nonlinear birth-death prey-predator model is established. By generating

function, we derive the partial differential equations that the mean process of our model satisfied and prove

that the preys and predators will extinct with probability 1.
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