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摘要：讨论奇性（ｋ，ｎ－ｋ）共轭边值问题解的存在惟一性，建立了存在惟一性定理，给出了解的迭代，以及解关于参
数的连续性和单调性。
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１ 引言与准备

设１≤ｋ≤ｎ－１，考查（ｋ，ｎ－ｋ）共轭边值问题
（－１）ｎ－ｋｘ（ｎ）＝λｐ（ｔ）ｆ（ｘ），ｔ∈（０，１）， （１）

ｘ（ｉ）（０）＝０，ｘ（ｊ）（１）＝０，０≤ｉ≤ｋ－１，０≤ｊ≤ｎ－ｋ－１。 （２）
近十几年来，问题（１），（２）深受重视，出现了一系列的研究文章［１３］。这些已有的结果主要是在 ｐ（ｔ）带

有或不带有奇性情况下的解或多解存在性以及解的性质，但对解的存在性惟一性尚未给予充分研究。本文

在 ｐ（ｔ）带有奇性的情况下，对一类非线性函数项讨论了问题（１），（２）解的存在惟一性。
ｘ（ｔ）是问题（１），（２）的解是指 ｘ∈Ｃｎ（０，１）∩Ｃｋ［０，１）∩Ｃｎ－ｋ（０，１］，并且 ｘ（ｔ）满足（１），（２）。如果始终

假设：

（Ⅰ）ｆ（ｔ）为［０，＋∞）上的非负可积函数；

（Ⅱ）ｐ（ｔ）为（０，１）→（０，＋∞）上的连续函数，并且０＜∫
１

０
ｈ（ｔ）ｐ（ｔ）ｄｔ＜＋∞。其中 ｈ（ｔ）的定义见下

文，

则 ｘ（ｔ）是问题（１），（２）的解当且仅当 ｘ（ｔ）是积分方程

ｘ（ｔ）＝λ∫
１

０
Ｇ（ｔ，ｓ）ｐ（ｓ）ｆ（ｘ（ｓ））ｄｓ （３）
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在 Ｃ［０，１］中的解。其中 Ｇ（ｔ，ｓ）是对应的齐次方程的格林函数［１］：

Ｇ（ｔ，ｓ）＝ １
（ｋ－１）！（ｎ－ｋ－１）！·

∫
ｓ（１－ｔ）

０
τ
ｎ－ｋ－１（τ＋ｔ－ｓ）ｋ－１ｄτ， ０≤ ｓ≤ ｔ≤１；

∫
ｔ（１－ｓ）

０
τ
ｋ－１（τ＋ｓ－ｔ）ｎ－ｋ－１ｄτ， ０≤ ｔ≤ ｓ≤１

{
。

容易证明 Ｇ（ｔ，ｓ）满足α（ｔ）ｇ（ｓ）≤ Ｇ（ｔ，ｓ）≤α（ｔ）ｈ（ｓ），其中

α（ｔ）＝
ｔｋ（１－ｔ）ｎ－ｋ

（ｋ－１）！（ｎ－ｋ－１）！，ｇ（ｓ）＝
ｓｎ－ｋ（１－ｓ）ｋ
（ｎ－１） ，ｈ（ｓ）＝ｓ

ｎ－ｋ－１（１－ｓ）ｋ－１
ｍｉｎ｛ｋ，ｎ－ｋ｝。

对任意的 ｘ∈ Ｃ［０，１］，令 Ａｘ（ｔ）＝∫
１

０
Ｇ（ｔ，ｓ）ｐ（ｓ）ｆ（ｘ（ｓ））ｄｓ，则在假设（Ⅰ），（Ⅱ）下，Ａ：Ｃ［０，１］→

Ｃ［０，１］，并且 ＡＰ Ｐα，这里 Ｐ＝｛ｘ∈ Ｃ［０，１］：ｘ（ｔ）≥０，ｔ∈［０，１］｝，Ｐα ＝｛ｋｘ∈ Ｐ：存在 ａ＞０，ｂ＞
０，使得 ａα（ｔ）≤ ｘ（ｔ）≤ ｂα（ｔ），ｔ∈［０，１］；ｋ≥０｝，Ｐ是Ｃ［０，１］中的锥。显然，ｘ（ｔ）是问题（１），（２）的正解当
且仅当 ｘ是λＡ在Ｐ中的不动点。

对任意的 ｘ∈ Ｃ［０，１］，令 Ｂｘ（ｔ）＝∫
１

０
Ｇ（ｔ，ｓ）ｐ（ｓ）ｘ（ｓ）ｄｓ，则在假设（Ⅱ）下，Ｂ是Ｃ［０，１］上的正有界

线性算子，并且是α有界的，因此，Ｂ有惟一的正特征值λ１对应惟一的就范正特征向量φ ＝φ（ｔ），φ（ｔ）＝

λ１∫
１

０
Ｇ（ｔ，ｓ）ｐ（ｓ）φ（ｓ）ｄｓ，并且其代数重数为１。

本文中还将使用以下已知结果［４，５］：

引理 ０ 设 Ｐ是Ｂａｎａｃｈ空间 Ｅ中的正规锥，Ａ：［ｕ０，ｖ０］→ Ｅ是全连续的增算子，它满足 ｕ０≤ Ａｕ０≤
Ａｖ０≤ｖ０，那么 Ａ在［ｕ０，ｖ０］中必有最大不动点 ｘ 与最小不动点 ｘ，并且若令 ｕｎ＝Ａｕｎ－１，ｖｎ＝Ａｖｎ－１（ｎ＝
１，２，…），那么 ｘ ＝ｌｉｍ

ｎ→∞
ｖｎ，ｘ ＝ｌｉｍｎ→∞

ｕｎ。

２ 主要结论

关于非线性项 ｆ（ｕ），我们列出以下假设
（Ｈ１）对任意的 ｕ＞０，０＜ｋ＜１，都有 ｆ（ｋｕ）＞ｋｆ（ｕ）；
（Ｈ２）ｆ（ｕ）是［０，＋∞）上的增函数，ｆ（０＋）＝ｆ（０）。

引理 １ 若 ｆ（ｕ）满足（Ｈ１），（Ｈ２），则 ｆ（ｕ）是［０，＋∞）上的连续函数，并且ｆ（ｕ）ｕ 在（０，＋∞）上严格单

调递减。

证明 由（Ｈ２），对任意的 ｕ＞０，ｆ（ｕ＋０）与 ｆ（ｕ－０）均存在有限，且 ｆ（ｕ－０）≤ ｆ（ｕ）≤ ｆ（ｕ＋０）。
若 ｆ（ｕ＋０）＞ｆ（ｕ），取 ｋ＞１，使 ｋｆ（ｕ）＜ｆ（ｕ＋０），由（Ｈ１），ｆ（ｕ＋０）≤ ｆ（ｋｕ）＜ｋｆ（ｕ），矛盾。若
ｆ（ｕ－０）＜ｆ（ｕ），取 ｋ＜１，使 ｋｆ（ｕ）＞ｆ（ｕ－０），则由（Ｈ１），ｆ（ｕ－０）≥ ｆ（ｋｕ）＞ｋｆ（ｕ），矛盾。所以，
ｆ（ｕ－０）＝ｆ（ｕ）＝ｆ（ｕ＋０），即 ｆ（ｕ）在 ｕ＞０时连续。

由（Ｈ１），对任意的 ｕ＞０，ｋ＞１，都有ｆ（ｋｕ）ｋｕ ＜ｋｆ（ｕ）ｋｕ ＝ｆ（ｕ）ｕ ，所以
ｆ（ｕ）
ｕ 在（０，＋∞）上严格单调递减。

由引理１，ｌｉｍ
ｕ→０＋

ｆ（ｕ）
ｕ 与 ｌｉｍ

ｕ→＋∞

ｆ（ｕ）
ｕ 均存在（允许为 ＋∞）。以下记 ａ＝ｌｉｍ

ｕ→０＋

ｆ（ｕ）
ｕ ，ｂ＝ ｌｉｍｕ→＋∞

ｆ（ｕ）
ｕ ，则 ａ＞

ｂ。因此，在假设（Ｈ１）、（Ｈ２）之下可以得到，对任意的ε ＞０存在 ｒ＞０，ｄ＞０，Ｍ ＞０使得：
当０＜ｕ≤ ｒ时，ｆ（ｕ）＞（ａ－ε）ｕ，（这时 ａ＜＋∞）；或 （４）
当０＜ｕ≤ ｒ时，ｆ（ｕ）＞ｄｕ，（这时 ａ＝＋∞）； （５）
对任意的 ｕ＞０，ｆ（ｕ）＜（ｂ＋ε）ｕ＋Ｍ。 （６）

定理 １ 若 ｆ（ｕ）满足（Ｈ１），（Ｈ２），则对任意的λ∈ λ１
ａ，
λ１( )ｂ ，问题（１），（２）存在惟一解，并且可迭代求

解。

证明 首先由引理１知 Ａ是Ｃ［０，１］上的全连增续算子，并且由假设（Ｈ１）可以推出：对任意的 ｘ∈ Ｐα，
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０＜ｋ＜１，都存在η ＞０，使得 Ａ（ｋｘ）≥（１＋η）ｋＡｘ。

当 ａ＜＋∞时，取ε ＜ｍｉｎａ－λ１
λ
，λ１
λ
－{ }ｂ，取 ｒ＞０，Ｍ ＞０使式（４），（６）成立；当 ａ＝＋∞时，取

ε ＜
λ１
λ
－ｂ，ｄ＞λ１

λ
，取 ｒ＞０，Ｍ ＞０使式（５），（６）成立。

选取 ｋ１ ＞０使‖ｋ１φ‖≤ ｒ，记 ｕ０（ｔ）＝ｋ１φ（ｔ），则

λＡｕ０（ｔ）＝λ∫
１

０
Ｇ（ｔ，ｓ）ｐ（ｓ）ｆ（ｕ０（ｓ））ｄｓ≥λ（ａ－ε）∫

１

０
Ｇ（ｔ，ｓ）ｐ（ｓ）ｕ０（ｓ）ｄｓ＝

λ（ａ－ε）
λ１

ｕ０（ｔ）≥ ｕ０（ｔ），（ａ＜＋∞）

或者

λＡｕ０（ｔ）＝λ∫
１

０
Ｇ（ｔ，ｓ）ｐ（ｓ）ｆ（ｕ０（ｓ））ｄｓ≥λｄ∫

１

０
Ｇ（ｔ，ｓ）ｐ（ｓ）ｕ０（ｓ）ｄｓ＝λ

ｄ
λ１
ｕ０（ｔ）≥ ｕ０（ｔ），（ａ＝＋∞），

即λＡｕ０≥ ｕ０。其次，选取 ｋ２，使 ｋ２ ＞
λＭ∫

１

０
ｈ（ｓ）ｐ（ｓ）ｄｓ

（λ１－λ（ｂ＋ε））∫
１

０
ｇ（ｓ）ｐ（ｓ）φ（ｓ）ｄｓ

，并记 ｖ０（ｔ）＝ｋ２φ（ｔ）。由于

∫
１

０
Ｇ（ｔ，ｓ）ｐ（ｓ）ｄｓ≤α（ｔ）∫

１

０
ｈ（ｓ）ｐ（ｓ）ｄｓ，

ｖ０（ｔ）＝λ１∫
１

０
Ｇ（ｔ，ｓ）ｐ（ｓ）ｖ０（ｔ）ｄｓ≥ ｋ２λ１α（ｔ）∫

１

０
ｇ（ｓ）ｐ（ｓ）φ（ｓ）ｄｓ，

故有

λＡｖ０（ｔ）＝λ∫
１

０
Ｇ（ｔ，ｓ）ｐ（ｓ）ｆ（ｖ０（ｓ））ｄｓ≤λ∫

１

０
Ｇ（ｔ，ｓ）ｐ（ｓ）［（ｂ＋ε）ｖ０（ｓ）＋Ｍ］ｄｓ＝

λ（ｂ＋ε）
λ１

ｖ０（ｔ）＋λＭ∫
１

０
Ｇ（ｔ，ｓ）ｐ（ｓ）ｄｓ≤

ｖ０（ｔ）－（１－λ
（ｂ＋ε）
λ１

）ｋ２λ１α（ｔ）∫
１

０
ｇ（ｓ）ｐ（ｓ）φ（ｓ）ｄｓ＋λＭα（ｔ）∫

１

０
ｈ（ｓ）ｐ（ｓ）ｄｓ＝

ｖ０（ｔ）－ ｋ２（λ１－λ（ｂ＋ε））∫
１

０
ｇ（ｓ）ｐ（ｓ）φ（ｓ）ｄｓ＋λＭ∫

１

０
ｈ（ｓ）ｐ（ｓ）ｄ[ ]ｓα（ｔ）≤ ｖ０（ｔ），

即λＡｖ０≤ ｖ０。
所以，λＡ：［ｕ０，ｖ０］→［ｕ０，ｖ０］，故由引理０知λＡ在［ｕ０，ｖ０］中至少有一个不动点，并且若令ｕｎ＝λＡｕｎ－１，

ｖｎ ＝λＡｖｎ－１，ｎ＝１，２，…，那么｛ｕｎ｝与｛ｖｎ｝均收敛，并且｛ｕｎ｝与｛ｖｎ｝的极限都是λＡ的不动点。
下证λＡ至多有一个正不动点。设 ｘ１＝λＡｘ１，ｘ２＝λＡｘ２，则存在正数α１，β１，α２，β２使得α１α≤ ｘ１≤β１α，

α２α≤ ｘ２≤β２α，于是有 ｘ１≥α１α＝
α１

β２
β２α≥

α１

β２
ｘ２，因此若令 ｋ０＝ｓｕｐ｛ｋ：ｘ１≥ ｋｘ２｝，则 ｋ０＞０，ｘ１≥ ｋ０ｘ２。

下证 ｋ０≥１，不然若 ｋ０ ＜１，则
ｘ１ ＝λＡｘ１≥λＡ（ｋ０ｘ２）≥λｋ０（１＋η）Ａ（ｘ２）＝ｋ０（１＋η）ｘ２，

这与 ｋ０的定义矛盾，所以 ｘ１≥ ｘ２。同理可证 ｘ１≤ ｘ２，所以 ｘ１ ＝ｘ２，惟一性得证。证毕。

对任意的λ∈ λ１
ａ，
λ１( )ｂ ，以 ｘ（ｔ；λ）表示问题（１），（２）的惟一正解，那么有

定理 ２ 在假设（Ｈ１），（Ｈ２）满足时，ｘ（ｔ；λ）是关于λ的单调递增的连续函数，并且 ｌｉｍ
λ→λ１／ａ

‖ｘ（ｔ；λ）‖ ＝

０，ｌｉｍ
λ→λ１／ｂ

‖ｘ（ｔ；λ）‖ ＝∞。

证明 首先证明 ｘ（ｔ；λ）关于λ单调递增。事实上，对λ′，λ″∈ λ１
ａ，
λ１( )ｂ ，λ′＞λ″，存在最大的 ｋ０＞０，

使 ｘ（ｔ；λ′）≥ ｋ０ｘ（ｔ；λ″）。下证 ｋ０≥１，不然若 ｋ０ ＜１，则

ｘ（ｔ；λ′）＝λ′Ａｘ（ｔ；λ′）≥λ′Ａ（ｋ０ｘ（ｔ；λ″））＞λ′ｋ０Ａｘ（ｔ；λ″）＝λ
′
λ″
ｋ０ｘ（ｔ；λ″），
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这与 ｋ０的定义矛盾，所以 ｘ（ｔ；λ′）≥ ｘ（ｔ；λ″）。

其次证明 ｘ（ｔ；λ）关于λ是连续的。对任意的λ０∈ λ１
ａ，
λ１( )ｂ ，由 ｘ（ｔ；λ）关于λ的单调递增性知，在λ０

附近 ｘ（ｔ；λ）是序有界的，从而在 Ｃ［０，１］是有界的，所以对任意的序列λｎ→λ０（ｎ→ ∞），｛ｘ（ｔ；λｎ）｝（ｘ（ｔ；

λｎ）＝λｎＡｘ（ｔ；λｎ））是 Ｃ［０，１］中的有界序列，因此由 Ａ的全连续性知｛ｘ（ｔ；λｎ）｝在 Ｃ［０，１］中至少有一收敛
子列（不妨设，该子列即为｛ｘ（ｔ；λｎ）｝），设其极限为ｘ０，在ｘ（ｔ；λｎ）＝λｎＡｘ（ｔ；λｎ）中令ｎ→∞得ｘ０＝λ０Ａｘ０，

再由λ０Ａ正不动点的惟一性得ｘ０ ＝ｘ（ｔ；λ０），即ｌｉｍ
ｎ→∞
ｘ（ｔ；λｎ）＝ｘ（ｔ；λ０），所以 ｘ（ｔ；λ）在 λ１ａ，

λ１( )ｂ 中连续。
下证 ｌｉｍ

λ→λ１／ａ
‖ｘ（ｔ；λ）‖ ＝０。若 ｌｉｍ

λ→λ１／ａ
‖ｘ（ｔ；λ）‖≠０，则存在λｎ→λ１／ａ，存在τ＞０，使‖ｘ（ｔ；λｎ）‖≥

τ。由于 Ａ全连续并且ｘ（ｔ；λ）关于λ单调，故｛ｘ（ｔ；λｎ）｝在 Ｃ［０，１］中至少有一收敛子列（不妨设，该子列即

为｛ｘ（ｔ；λｎ）｝），设其极限为 ｘ０，它满足 ｘ０＝
λ１
ａＡｘ０，‖ｘ０‖≥τ。显然

λ１
ａ不能为０，即 ａ＜＋∞；同时还存在正

数δ１，δ２，使得δ１α≤ ｘ０＝
λ１
ａＡｘ０≤δ２α。由α＝α（ｔ）的定义，存在区间［η，ξ］［０，１］使α（ｔ）≥

１
２‖α‖，

ｔ∈［η，ξ］，于是，ｘ０（ｔ）≥
δ１
２‖α‖ ｒ０，ｔ∈［η，ξ］。由于

ｆ（ｕ）
ｕ 严格单调递减且 ａ＝ｌｉｍ

ｕ→０＋

ｆ（ｕ）
ｕ ，故对任

意的 ｕ≥０，ｆ（ｕ）≤ ａｕ；当 ｕ≥ ｒ０，ｆ（ｕ）≤
ｆ（ｒ０）
ｒ０
ｕ，所以

ｘ０ ＝
λ１
ａＡｘ０ ＝

λ１
ａ∫

１

０
Ｇ（ｔ，ｓ）ｐ（ｓ）ｆ（ｘ０（ｓ））ｄｓ＝

λ１
ａ∫

ξ

η

Ｇ（ｔ，ｓ）ｐ（ｓ）ｆ（ｘ０（ｓ））ｄｓ＋∫［０，１］／［η，ξ］
Ｇ（ｔ，ｓ）ｐ（ｓ）ｆ（ｘ０（ｓ））ｄ[ ]ｓ≤

λ１
ａ
ｆ（ｒ０）
ｒ０∫

ξ

η

Ｇ（ｔ，ｓ）ｐ（ｓ）ｘ０（ｓ）ｄｓ＋ａ∫［０，１］／［η，ξ］
Ｇ（ｔ，ｓ）ｐ（ｓ）ｘ０（ｓ）ｄ[ ]ｓ＝

λ１ (ａ
ｆ（ｒ０）
ｒ０
－ )ａ∫

ξ

η

Ｇ（ｔ，ｓ）ｐ（ｓ）ｘ０（ｓ）ｄｓ＋ａ∫
１

０
Ｇ（ｔ，ｓ）ｐ（ｓ）ｘ０（ｓ）ｄ[ ]ｓ＝

λ１∫
１

０
Ｇ（ｔ，ｓ）ｐ（ｓ）ｘ０（ｓ）ｄｓ (－ ａ－

ｆ（ｒ０）
ｒ )
０∫

ξ

η

Ｇ（ｔ，ｓ）ｐ（ｓ）ｘ０（ｓ）ｄｓ≤

λ１∫
１

０
Ｇ（ｔ，ｓ）ｐ（ｓ）ｘ０（ｓ）ｄｓ (－ ａ－

ｆ（ｒ０）
ｒ )
０
α（ｔ）∫

ξ

η

ｇ（ｓ）ｐ（ｓ）ｘ０（ｓ）ｄｓ≤

λ１Ｂｘ０（ｔ） (－ ａ－
ｆ（ｒ０）
ｒ )
０∫

ξ

η

ｇ（ｓ）ｐ（ｓ）ｘ０（ｓ）ｄｓ∫
１

０
ｈ（ｓ）ｐ（ｓ）ｘ０（ｓ）ｄ( )ｓ－１

Ｂｘ０（ｔ），

记ε０ (＝ ａ－
ｆ（ｒ０）
ｒ

)
０∫

ξ

η

ｇ（ｓ）ｐ（ｓ）ｘ０（ｓ）ｄｓ∫
１

０
ｈ（ｓ）ｐ（ｓ）ｘ０（ｓ）ｄ( )ｓ－１

，则由上式得

ｘ０≤（λ１－ε０）Ｂｘ０， （７）
式（７）表明全连续线性算子 Ｂ具有对应有正特征函数的正特征值λ０≤λ１－ε０，这与λ１是 Ｂ的惟一对应有
正特函数的正特征值矛盾，所以 ｌｉｍ

λ→λ１／ａ
‖ｘ（ｔ；λ）‖ ＝０。

最后证明 ｌｉｍ
λ→λ１／ｂ

‖ｘ（ｔ；λ）‖ ＝∞。容易证明在 ｂ＝０时成立，下设 ｂ＞０。若不然，类似上段的证明可得，

存在λｎ→λ１／ｂ，存在ρ ＞０，使 ‖ｘ（ｔ；λｎ）‖ ≤ρ，并且｛ｘ（ｔ；λｎ）｝在 Ｃ［０，１］中收敛到 ｘ，它满足

‖ｘ‖ ≤ρ，ｘ
 ＝λ１ｂＡｘ

，因此存在 ｔ１ ＞０，使得 ｘ ≥ ｔ１φ，令 ｔ０ ＝ｓｕｐ｛ｔ：ｘ
 ≥ ｔφ｝，则 ｘ

 ≥ ｔ０φ，下证

ｔ０≥１；事实上若 ｔ０ ＜１，则

ｘ ＝λ１ｂＡｘ
 ≥

λ１
ｂＡ（ｔ０φ）≥

λ１
ｂ（１＋η）ｔ０Ａφ≥

λ１
ｂ（１＋η）ｔ０ｂＢφ ＝（１＋η）ｔ０φ，

这与 ｔ０的定义矛盾，所以 ｘ ≥φ。由于当０≤ ｕ≤２ρ时，ｆ（ｕ）≥
ｆ（２ρ）
２ρ
ｕ＞ｂｕ，故当‖ｘ‖≤２ρ时，Ａｘ≥
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ｆ（２ρ）
２ρ
Ｂｘ＞ｂＢｘ (，因此有 取ω ＝

ｆ（２ρ）
２ρｂ

－ )１，
ｘ ＝λ１ｂＡｘ

 ≥
λ１
ｂＡφ≥

λ１
ｂ
ｆ（２ρ）
２ρ
Ｂφ ＝（１＋ω）φ，

ｘ ＝λ１ｂＡｘ
 ≥

λ１
ｂＡ（（１＋ω）φ）≥

λ１
ｂ
ｆ（２ρ）
２ρ
（１＋ω）Ｂφ ＝（１＋ω）

２
φ，…，

由此可以得到，存在正整数 ｎ，使‖ｘ‖ ≥（１＋ω）ｎ‖φ‖ ＞ρ，这与‖ｘ
‖ ≤ρ矛盾。所以

ｌｉｍ
λ→λ１／ｂ

‖ｘ（ｔ；λ）‖ ＝∞。
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