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０ 引言

一个常见的事实：一个系统在未受到外部因素（或内部因素）干扰时，系统具有的规律（系统规律）保持

稳定．如果系统受到外部因素（或内部因素）干扰时，系统具有的规律将发生紊乱．能否利用推理的方式知
道：若系统受到外部因素干扰，又受到内部因素干扰时，系统规律如何变化［１～４］？对于认识动荡的投资规律，

无疑是非常重要的．换一个说法，潜藏在系统中，还未被人们认识到的系统规律，能否利用推理的方式，把它
从系统中挖掘出来？如果这个设想能够实现，我们就能够事先知道：当系统既受到外部因素干扰，又受到内

部因素干扰时，系统规律的变化与系统规律的结构．本文给出（Ｆ，珔Ｆ）规律推理的概念，给出（Ｆ，珔Ｆ）规律推
理的规律挖掘．

函数Ｓ粗集［５，６］是用 Ｒ函数等价类［ｕ］定义的，函数 Ｓ粗集具有规律特征．函数单向 Ｓ粗集［５，６］，函数

单向Ｓ粗集对偶［５，６］是函数Ｓ粗集的两类基本形式．函数单向Ｓ粗集，函数单向Ｓ粗集对偶为本文的讨论给
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出了理论支持．本文的结果是利用函数单向Ｓ粗集与函数单向Ｓ粗集对偶得到的，它们的结构、特征见［５，６］．
约定 在１，２的讨论中，Ｒ函数等价类［ｕ］称作规律［ｕ］；函数等价类［ｕ］，规律［ｕ］，不加区别，直接使

用．α∪｛ｆ（βｉ）｝表示对α 属性补充，记作（α← ｆ）；α ＼｛ｆ（αｉ）｝表示对α 属性删除，记作（α→珋ｆ）；

α＼｛ｆ（αｉ）｝∪｛ｆ（βｉ）｝表示既对α属性删除，又对α属性补充，记作（（α→珋ｆ）←ｆ）．
在１的讨论中，给定规律［Ｕ］；［ｕ］ｉ，［ｕ］ｊ是［Ｕ］的子规律；（（α→珋ｆ）←ｆ）ｉ是［ｕ］ｉ的属性集，（（α→珋ｆ）←

ｆ）ｊ是［ｕ］ｊ的属性集；α是［Ｕ］的属性集；“”是“单蕴含”，“”是“双蕴含”．

１ （Ｆ，珔Ｆ）规律推理与规律挖掘特征

定义 １．１ 给定规律［ｕ］（（α→珋ｆ）←ｆ）ｉ，［ｕ］（（α→珋ｆ）←ｆ）ｊ∈［Ｕ］；（（α→珋ｆ）←ｆ）ｉ，（（α→珋ｆ）←ｆ）ｊ是［ｕ］（（α→珋ｆ）←ｆ）ｉ，

［ｕ］（（α→珋ｆ）←ｆ）ｊ的属性集，（（α→珋ｆ）←ｆ）ｊ （（α→珋ｆ）←ｆ）ｉ，称 ＭＩＤ（［ｕ］（（α→珋ｆ）←ｆ）ｉ）是 ［ｕ］（（α→珋ｆ）←ｆ）ｉ关 于

［ｕ］（（α→珋ｆ）←ｆ）ｊ的规律挖掘度（ｍｉｎｉｎｇｄｅｇｒｅｅ），简称［ｕ］（（α→珋ｆ）←ｆ）ｉ的挖掘度，如果

ＭＩＤ（［ｕ］（（α→珋ｆ）←ｆ）ｉ）＝ＳＵＲ（［ｕ］（（α→珋ｆ）←ｆ）ｉ）?ｃａｒｄ（［ｕ］（（α→珋ｆ）←ｆ）ｊ）＝

１－ＣＨＶ（［ｕ］（（α→珋ｆ）←ｆ）ｉ）． （１．１）

称ＳＵＲ（［ｕ］（（α→珋ｆ）←ｆ）ｉ）是［ｕ］（（α→珋ｆ）←ｆ）ｉ关于［ｕ］（（α→珋ｆ）←ｆ）ｊ的挖掘剩余（ｓｕｒｐｌｕｓ），简称［ｕ］（（α→珋ｆ）←ｆ）ｉ的挖掘剩余，

如果

ＳＵＲ（［ｕ］（（α→珋ｆ）←ｆ）ｉ）＝ｃａｒｄ（［ｕ］（（α→珋ｆ）←ｆ）ｊ）－ｃａｒｄ（［ｕ］（（α→珋ｆ）←ｆ）ｉ）． （１．２）

定义 １．２ 称ＣＨＶ（［ｕ］（（α→珋ｆ）←ｆ）ｉ）是［ｕ］（（α→珋ｆ）←ｆ）ｉ关于［ｕ］（（α→珋ｆ）←ｆ）ｊ的挖掘（Ｆ，珔Ｆ）特征值（ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃ

ｖａｌｕｅ），简称［ｕ］（（α→珋ｆ）←ｆ）ｉ的挖掘（Ｆ，珔Ｆ）特征值，如果

ＣＨＶ（［ｕ］（（α→珋ｆ）←ｆ）ｉ）＝ＧＲＤ（［ｕ］（（α→珋ｆ）←ｆ）ｉ）?ＧＲＤ（［ｕ］（（α→珋ｆ）←ｆ）ｊ）． （１．３）

这里：ＧＲＤ（［ｕ］（（α→珋ｆ）←ｆ）ｉ）是［ｕ］（（α→珋ｆ）←ｆ）ｉ的粒度
［２］．

在下面的讨论中，设［Ｕ］是Ｄ上的规律，［ｕ］ｉ［Ｕ］是［Ｕ］的子规律，［ｕ］ｉ＝｛ｕ１，ｕ２，…ｕｎ｝，ｉ＝１，２，…
ｍ；利用定义１．１～１．２，容易证明：
定理 １．１（规律单蕴含－双蕴含规律挖掘定理） 设（（α→珋ｆ）←ｆ）ｉ，（（α→珋ｆ）←ｆ）ｊ分别是［ｕ］（（α→珋ｆ）←ｆ）ｉ，

［ｕ］（（α→珋ｆ）←ｆ）ｊ的属性集

１°若（（α→珋ｆ）←ｆ）ｉ（（α→珋ｆ）←ｆ）ｊ，则［ｕ］（（α→珋ｆ）←ｆ）ｉ，［ｕ］（（α→珋ｆ）←ｆ）ｊ∈［Ｕ］的挖掘度满足

ＭＩＤ（ＩＮＤ（［ｕ］（（α→珋ｆ）←ｆ）ｉ））ＭＩＤ（ＩＮＤ（［ｕ］（（α→珋ｆ）←ｆ）ｊ））． （１．４）

２°若（（α→珋ｆ）←ｆ）ｉ（（α→珋ｆ）←ｆ）ｊ，则［ｕ］（（α→珋ｆ）←ｆ）ｉ，［ｕ］（（α→珋ｆ）←ｆ）ｊ∈［Ｕ］的挖掘度满足

ＩＮＤ
（（α→珋ｆ）←ｆ）

（ＭＩＤ（ＩＮＤ（［ｕ］（（α→珋ｆ）←ｆ）ｉ）），ＭＩＤ（ＩＮＤ（［ｕ］（（α→珋ｆ）←ｆ）ｊ）））． （１．５）

证明 １°事实上，因为（（α→珋ｆ）←ｆ）ｉ（（α→珋ｆ）←ｆ）ｊ，或者（（α→珋ｆ）←ｆ）ｉ（（α→珋ｆ）←ｆ）ｊ，则有
ｃａｒｄ（［ｕ］（（α→珋ｆ）←ｆ）ｊ）ｃａｒｄ（［ｕ］（（α→珋ｆ）←ｆ）ｉ），ＧＲＤ（［ｕ］（（α→珋ｆ）←ｆ）ｊ）ＧＲＤ（［ｕ］（（α→珋ｆ）←ｆ）ｉ）．由定义 １．２得到：

ＣＨＶ（［ｕ］（（α→珋ｆ）←ｆ）ｊ）ＣＨＶ（［ｕ］（（α→珋ｆ）←ｆ）ｉ）．由定义 １．１，有 ＭＩＤ（［ｕ］（（α→珋ｆ）←ｆ）ｉ）ＭＩＤ（［ｕ］（（α→珋ｆ）←ｆ）ｊ）；或者

ＭＩＤ（ＩＮＤ（［ｕ］（（α→珋ｆ）←ｆ）ｉ））ＭＩＤ（ＩＮＤ（［ｕ］（（α→珋ｆ）←ｆ）ｊ））．

２°因为（（α→珋ｆ）←ｆ）ｉ（（α→珋ｆ）←ｆ）ｊ，或者（（α→珋ｆ）←ｆ）ｉ＝（（α→珋ｆ）←ｆ）ｊ，则有ｃａｒｄ（［ｕ］（（α→珋ｆ）←ｆ）ｊ）＝

ｃａｒｄ（［ｕ］（（α→珋ｆ）←ｆ）ｉ），易得（１．５）．

定理 １．２（规律后件扩张规律挖掘定理） 设（（α→珋ｆ）←ｆ）ｉ，（（α→珋ｆ）←ｆ）ｊ，分别是［ｕ］（（α→珋ｆ）←ｆ）ｉ，

［ｕ］（（α→珋ｆ）←ｆ）ｊ的属性集，若（（α→珋ｆ）←ｆ）ｉ（（α→珋ｆ）←ｆ）ｊ，则［ｕ］（（α→珋ｆ）←ｆ）ｉ，［ｕ］（（α→珋ｆ）←ｆ）ｊ∈［Ｕ］的挖掘度满足

ＭＩＤ（ＩＮＤ（［ｕ］（（α→珋ｆ）←ｆ）ｉ））ＭＩＤ（ＩＮＤ（［ｕ］（（α→珋ｆ）←ｆ）ｉ∪［ｕ］（（α→珋ｆ）←ｆ）ｊ））． （１．６）
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定理 １．３（规律传递规律挖掘定理） 设（（α→珋ｆ）←ｆ）ｉ，（（α→珋ｆ）←ｆ）ｊ，（（α→珋ｆ）←ｆ）ｋ分别是

［ｕ］（（α→珋ｆ）←ｆ）ｉ，［ｕ］（（α→珋ｆ）←ｆ）ｊ，［ｕ］（（α→珋ｆ）←ｆ）ｋ ∈ ［Ｕ］的 属 性 集，若 （（α→珋ｆ）←ｆ）ｉ （（α→珋ｆ）←ｆ）ｊ，

（（α→珋ｆ）←ｆ）ｊ（（α→珋ｆ）←ｆ）ｋ，则［ｕ］（（α→珋ｆ）←ｆ）ｉ，［ｕ］（（α→珋ｆ）←ｆ）ｊ，［ｕ］（（α→珋ｆ）←ｆ）ｋ∈［Ｕ］的挖掘度满足

ＭＩＤ（ＩＮＤ（［ｕ］（（α→珋ｆ）←ｆ）ｉ））ＭＩＤ（ＩＮＤ（［ｕ］（（α→珋ｆ）←ｆ）ｊ））ＭＩＤ（ＩＮＤ（［ｕ］（（α→珋ｆ）←ｆ）ｋ））． （１．７）

定理 １．４（规律传递－后件扩张规律挖掘定理） 设（（α→珋ｆ）←ｆ）ｉ，（（α→珋ｆ）←ｆ）ｊ，（（α→珋ｆ）←ｆ）ｋ，分别

是［ｕ］（（α→珋ｆ）←ｆ）ｉ，［ｕ］（（α→珋ｆ）←ｆ）ｊ，［ｕ］（（α→珋ｆ）←ｆ）ｋ ∈ ［Ｕ］的 属 性 集，若 （（α→珋ｆ）←ｆ）ｉ （（α→珋ｆ）←ｆ）ｊ，

（（α→珋ｆ）←ｆ）ｊ（（α→珋ｆ）←ｆ）ｋ，则
ＭＩＤ（ＩＮＤ（［ｕ］（（α→珋ｆ）←ｆ）ｉ∪［ｕ］（（α→珋ｆ）←ｆ）ｊ））ＭＩＤ（ＩＮＤ（［ｕ］（（α→珋ｆ）←ｆ）ｋ））． （１．８）

定理 １．５（规律单蕴含－后件扩张单蕴含规律挖掘定理） 设（（α→珋ｆ）←ｆ）ｉ，（（α→珋ｆ）←ｆ）ｊ，（（α→珋ｆ）←
ｆ）ｋ，（（α→珋ｆ）← ｆ）ｔ分别是［ｕ］（（α→珋ｆ）←ｆ）ｉ，［ｕ］（（α→珋ｆ）←ｆ）ｊ，［ｕ］（（α→珋ｆ）←ｆ）ｋ，［ｕ］（（α→珋ｆ）←ｆ）ｔ的属性集，若

（（α→珋ｆ）←ｆ）ｉ（（α→珋ｆ）←ｆ）ｊ，（（α→珋ｆ）←ｆ）ｊ∪（（α→珋ｆ）←ｆ）ｋ（（α→珋ｆ）←ｆ）ｔ，则
ＭＩＤ（ＩＮＤ（［ｕ］（（α→珋ｆ）←ｆ）ｉ∪［ｕ］（（α→珋ｆ）←ｆ）ｊ））ＭＩＤ（ＩＮＤ（［ｕ］（（α→珋ｆ）←ｆ）ｔ））． （１．９）

定理１．２～１．５的证明与定理１．１的证明相似；定理１．２～１．５的证明，略．
定理１．１～１．５给出一个共同事实：因为对规律［ｕ］的属性集α中的属性删除，对属性α的属性补充，引

起规律［ｕ］的颗粒大小的变化，使得潜藏在［ｕ］中的规律［ｕ］从［ｕ］中被挖掘．显然，规律挖掘伴随着规律的
分辨，３中给出这些讨论．

２ （Ｆ，珔Ｆ）规律推理与规律挖掘分辨

定理 ２．１（规律挖掘的 Ｆ分辨定理） 设（（α→珋ｆ）← ｆ）ｉ，（（α→珋ｆ）← ｆ）ｊ分别是［ｕ］（（α→珋ｆ）←ｆ）ｉ，

［ｕ］（（α→珋ｆ）←ｆ）ｊ的属性集，而且［ｕ］（（α→珋ｆ）←ｆ）ｉ的属性删除（α→珋ｆ）ｉ与［ｕ］（（α→珋ｆ）←ｆ）ｊ的属性删除（α→珋ｆ）ｊ满足

ｃａｒｄ（（α→珋ｆ）ｉ）＝ｃａｒｄ（（α→珋ｆ）ｊ），若
ｃａｒｄ（（α→珋ｆ）←ｆ）ｉｃａｒｄ（（α→珋ｆ）←ｆ）ｊ， （２．１）

则［ｕ］（（α→珋ｆ）←ｆ）ｉ关于［ｕ］（（α→珋ｆ）←ｆ）ｊＦ分辨，而且

ＤＩＳ
Ｆ
（［ｕ］（（α→珋ｆ）←ｆ）ｉ，［ｕ］（（α→珋ｆ）←ｆ）ｊ）． （２．２）

证明 因为对［ｕ］（（α→珋ｆ）←ｆ）ｉ的属性删除（α→珋ｆ）ｉ与对［ｕ］（（α→珋ｆ）←ｆ）ｊ的属性删除（α→珋ｆ）ｊ满足 ｃａｒｄ（（α→
珋ｆ）ｉ）＝ｃａｒｄ（（α→珋ｆ）ｊ）；对［ｕ］（（α→珋ｆ）←ｆ）ｉ的属性补充（（α→珋ｆ）←ｆ）ｉ与对［ｕ］（（α→珋ｆ）←ｆ）ｊ的属性补充（（α→珋ｆ）←ｆ）ｊ
满足ｃａｒｄ（（α→珋ｆ）←ｆ）ｉｃａｒｄ（（α→珋ｆ）←ｆ）ｊ，则有 ＧＲＤ（［ｕ］（（α→珋ｆ）←ｆ）ｉ）ＧＲＤ（［ｕ］（（α→珋ｆ）←ｆ）ｊ）．因此，

［ｕ］（（α→珋ｆ）←ｆ）ｉ，［ｕ］（（α→珋ｆ）←ｆ）ｊ，在元素迁移 ｆ∈Ｆ的条件，关于粒度可分辨，则有（２．２）．这里，ＤＩＳ是 ｄｉｓｃｅｒｎｉｂｉｌｉｔｙ

的简写．
定理 ２．２（规律挖掘的珔Ｆ分辨定理） 设（（α→珋ｆ）← ｆ）ｉ，（（α→珋ｆ）← ｆ）ｊ分别是［ｕ］（（α→珋ｆ）←ｆ）ｉ，

［ｕ］（（α→珋ｆ）←ｆ）ｊ的属性集，而且［ｕ］（（α→珋ｆ）←ｆ）ｉ的属性补充（α←ｆ）ｉ与［ｕ］（（α→珋ｆ）←ｆ）ｊ的属性补充（α←ｆ）ｊ满足

ｃａｒｄ（（α←ｆ）ｉ）＝ｃａｒｄ（（α←ｆ）ｊ），若
ｃａｒｄ（（α→珋ｆ）←ｆ）ｉｃａｒｄ（（α→珋ｆ）←ｆ）ｊ， （２．３）

则［ｕ］（（α→珋ｆ）←ｆ）ｉ关于［ｕ］（（α→珋ｆ）←ｆ）ｊ珔Ｆ分辨，而且

ＤＩＳ
珔Ｆ
（［ｕ］（（α→珋ｆ）←ｆ）ｉ，［ｕ］（（α→珋ｆ）←ｆ）ｊ）． （２．４）

证明与定理２．１类似，证明略．
定理 ２．３（规律挖掘的 Ｆ非分辨定理） 设（（α→珋ｆ）←ｆ）ｉ，（（α→珋ｆ）←ｆ）ｊ，分别是［ｕ］（（α→珋ｆ）←ｆ）ｉ，

［ｕ］（（α→珋ｆ）←ｆ）ｊ的属性集，而且［ｕ］（（α→珋ｆ）←ｆ）ｉ的属性删除（α→珋ｆ）ｉ与［ｕ］（（α→珋ｆ）←ｆ）ｊ的属性删除（α→珋ｆ）ｊ满足
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ｃａｒｄ（（α→珋ｆ）ｉ）＝ｃａｒｄ（（α→珋ｆ）ｊ），若
ｃａｒｄ（（α→珋ｆ）←ｆ）ｉ＝ｃａｒｄ（（α→珋ｆ）←ｆ）ｊ， （２．５）

则［ｕ］（（α→珋ｆ）←ｆ）ｉ关于［ｕ］（（α→珋ｆ）←ｆ）ｊＦ非分辨，而且

ＩＮＤ
Ｆ
（［ｕ］（（α→珋ｆ）←ｆ）ｉ，［ｕ］（（α→珋ｆ）←ｆ）ｊ）． （２．６）

定理 ２．４（规律挖掘的珔Ｆ非分辨定理） 设（（α→珋ｆ）←ｆ）ｉ，（（α→珋ｆ）←ｆ）ｊ分别是［ｕ］（（α→珋ｆ）←ｆ）ｉ，

［ｕ］（（α→珋ｆ）←ｆ）ｊ的属性集，而且［ｕ］（（α→珋ｆ）←ｆ）ｉ的属性补充（α←ｆ）ｉ与［ｕ］（（α→珋ｆ）←ｆ）ｊ的属性补充（α←ｆ）ｊ满足

ｃａｒｄ（（α←ｆ）ｉ）＝ｃａｒｄ（（α←ｆ）ｊ），若

ｃａｒｄ（（α→珋ｆ）←ｆ）ｉ＝ｃａｒｄ（（α→珋ｆ）←ｆ）ｊ， （２．７）
则［ｕ］（（α→珋ｆ）←ｆ）ｉ关于［ｕ］（（α→珋ｆ）←ｆ）ｊ珔Ｆ非分辨，而且

ＩＮＤ
珔Ｆ
（［ｕ］（（α→珋ｆ）←ｆ）ｉ，［ｕ］（（α→珋ｆ）←ｆ）ｊ）． （２．８）

定理２．３～２．４分别是直接的事实，定理２．３，２．４的证明略．
利用１，２的讨论，得到
（Ｆ，珔Ｆ）规律推理的规律挖掘原理
潜藏在规律［ｕ］中的规律［ｕ］从［ｕ］中被挖掘，规律［ｕ］的属性集α ＝（（α→珋ｆ）←ｆ）与规律［ｕ］的属

性集α满足αα；［ｕ］从［ｕ］中被挖掘依赖于属性集α中的属性删除与属性补充．
（Ｆ，珔Ｆ）规律挖掘的规律分辨原理
潜藏在规律［ｕ］中的规律［ｕ］从［ｕ］中被挖掘，［ｕ］关于［ｕ］可分辨，而且

ＤＩＳ（［ｕ］，［ｕ］），
必有 ｃａｒｄ（α）ｃａｒｄ（α）．
这里：α是［ｕ］的属性集，α是［ｕ］的属性集．

１，２中给出的结果在风险投资规律分析，系统规律故障识别中的应用与应用模型，在另文中给出这些细
节，略．

３ 讨论

函数单向Ｓ粗集是依据对函数等价类（规律）［ｕ］中的元素补充（等价于［ｕ］的属性集α中的属性删除）
被提出的［５，６］；函数单向Ｓ粗集对偶是依据对函数等价类（规律）［ｕ］中的元素删除（等价于［ｕ］的属性集α
中的属性补充）被提出的［５，６］．函数单向 Ｓ粗集，函数单向 Ｓ粗集对偶都具有函数特征，函数是一个规律．函
数单向Ｓ粗集，函数单向Ｓ粗集对偶，对于寻找系统（投资系统，故障诊断系统，图像识别系统，通讯系统）中
还没有被人们认识的规律［１～３，７］的研究，提供了一个新工具．规律挖掘是函数Ｓ粗集中的一个新的研究方向．
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