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相对模的理论在研究环的性质和覆盖理论中都有重要的意义．在［１］中，Ｅ．Ｅ．Ｅｎｏｃｈｓ介绍了 Ｃｏｐｕｒｅ内
射模和Ｃｏｐｕｒｅ平坦模并讨论了与一些 ｐｒｅｅｎｖｅｌｏｐｅ的关系．ＬｉｘｉｎＭａｏ和 ＮａｎｑｉｎｇＤｉｎｇ在［２］中推广到了相对
Ｃｏｐｕｒｅ内射模和相对Ｃｏｐｕｒｅ平坦模并讨论了一些等价条件．因此讨论相对 Ｃｏｐｕｒｅ投射模对于丰富相对模的
理论是非常必要的．

１ 预备知识

设 Ｒ是一个有单位元的结合环，Ｃ是左 Ｒ模类，Ｍ是左Ｒ模．在［３］中，介绍了态射φ：Ｍ→Ｃ是 Ｃ
ｐｒｅｅｎｖｅｌｏｐｅ若 Ｃ∈Ｃ且对任意的 Ｃ′∈Ｃ，同态 ＨｏｍＲ（φ，Ｃ′）：Ｈｏｍ（Ｃ，Ｃ′）→Ｈｏｍ（Ｍ，Ｃ′）是满射；Ｃｐｒｅｅｎ
ｖｅｌｏｐｅφ：Ｍ→Ｃ称为Ｃｅｎｖｅｌｏｐｅ若满射 ｇ：Ｃ→Ｃ满足ｇφ是同构．对偶的定义了Ｃｐｒｅｃｏｖｅｒ和Ｃｃｏｖｅｒ．Ｃｅｎ
ｖｅｌｏｐｅｓ（Ｃｃｏｖｅｒｓ）一般可能不存在．但一旦存在就是惟一的．

设Ｃ是左 Ｒ模类，Ｍ是左Ｒ模．Ｍ的一个左（右）Ｃ分解［４］是一个Ｈｏｍ（Ｃ，－）（Ｈｏｍ（－，Ｃ））正合复形
…→Ｃ１→Ｃ０→Ｍ→０（０→Ｍ→Ｃ０→Ｃ１→…）

其中 Ｃｉ，Ｃｉ∈Ｃ．
若…→Ｃ１→Ｃ０→Ｍ→０是 Ｍ的左Ｃ分解，令

Ｋ０＝Ｍ，Ｋ１＝ｋｅｒ（Ｃ０→Ｍ），Ｋｉ＝ｋｅｒ（Ｃｉ－１→Ｃｉ－２），ｉ２．
第 ｎ个ｋｅｒｎｅｌＫｎ（ｎ０）称为 Ｍ的ｎｔｈＣｓｙｚｙｇｙ．
若０→Ｍ→Ｃ０→Ｃ１→…是 Ｍ的右Ｃ分解，令
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Ｌ０＝Ｍ，Ｌ１＝ｃｏｋｅｒ（Ｍ→Ｃ０），Ｌｉ＝ｃｏｋｅｒ（Ｃｉ－２→Ｃｉ－１），ｉ２．
第 ｎ个ｃｏｋｅｒｎｅｌＬｎ（ｎ０）称为 Ｍ的ｎｔｈＣｃｏｓｙｚｙｇｙ．
若Ｃ是投射模类（内射模），则 Ｋｎ（Ｌｎ）简称为ｎｔｈｓｙｚｙｇｙ（ｃｏｓｙｚｙｇｙ）．
设 Ｍ为左Ｒ模，定义ｐｄＭ为Ｍ的投射维数，Ｅ（Ｍ）为 Ｍ的内射包．设 Ｍ，Ｎ为左Ｒ模，Ｈｏｍ（Ｍ，Ｎ）

（Ｅｘｔｎ（Ｍ，Ｎ））意思是ＨｏｍＲ（Ｍ，Ｎ）（ＥｘｔｎＲ（Ｍ，Ｎ））．本文中所涉及其他定义见文献［１～４］．

２ 主要定理

定义 １ 设 Ｒ为环，ｎ是固定的正整数，Ｐｎ是投射维数小于等于 ｎ的左 Ｒ模类．左 Ｒ类 Ｍ称为

ｎＣｏｐｕｒｅ投射模，如果对任意的 Ｎ∈Ｐｎ都满足Ｅｘｔ１（Ｍ，Ｎ）＝０．
引理 １ 设 Ｒ是左完备环，若对任意的投射左 Ｒ模Ｎ，都满足Ｅｘｔｉ（Ｍ，Ｎ）＝０，１ｉｎ＋１，则 Ｍ的每

个 ｒｔｈｓｙｚｙｇｙ是（ｎ－ｒ）Ｃｏｐｕｒｅ投射模，其中０ｒｎ．特别的，Ｍ是ｎＣｏｐｕｒｅ投射模．
证明 设 ｒ是满足０ｒｎ的正整数，Ｋｒ是Ｍ的 ｒｔｈｓｙｚｙｇｙ，Ｎ是左Ｒ模且 ｐｄＮｎ－ｒ．则 Ｅｘｔ１（Ｋｒ，

Ｎ）Ｅｘｔｒ＋１（Ｍ，Ｎ）．另一方面，存在正合列０→Ｐｎ－ｒ→…→Ｐ１→Ｐ０→Ｎ→０其中 Ｐｉ是投射的（因为ｐｄ（Ｎ）

ｎ－ｒ），因此Ｅｘｔｒ＋１（Ｍ，Ｎ）Ｅｘｔｎ＋１（Ｍ，Ｐｎ－ｒ）＝０．因此Ｅｘｔ１（Ｋｒ，Ｎ）＝０，所以 Ｋｒ是（ｎ－ｒ）Ｃｏｐｕｒｅ投射模．
注 显然，０Ｃｏｐｕｒｅ投射模是Ｃｏｐｕｒｅ投射的．若 ｍｎ，则 ｍＣｏｐｕｒｅ投射模是 ｎＣｏｐｕｒｅ投射的．
定理 １ 设 Ｒ是环．则对左 Ｒ模Ｍ下列等价：
（１）Ｍ是ｎＣｏｐｕｒｅ投射模．
（２）对任意的正合列０→Ｋ→Ｐ→Ｍ→０，其中 Ｐ∈Ｐｎ，Ｋ→Ｐ是Ｋ的Ｐｎｐｒｅｅｎｖｅｌｏｐｅ．
（３）Ｍ是左Ｒ模Ａ的Ｐｎｐｒｅｅｎｖｅｌｏｐｅｆ：Ａ→Ｂ的ｃｏｋｅｒｎｅｌ，其中 Ｂ是投射的．
（４）任意满足 Ａ∈Ｐｎ的正合列０→Ａ→Ｂ→Ｃ→０在Ｈｏｍ（Ｍ，－）作用下保持正合．

证明 由定义，（１）（２）和（１）（４）显然．

（２）（３）．由条件存在正合列０→Ｋ→Ｐ→Ｍ→０，其中 Ｐ∈Ｐｎ，则由（２）的条件可得（３）．

（３）（１）．Ｍ是左 Ｒ模 Ａ的Ｐｎｐｒｅｅｎｖｅｌｏｐｅｆ：Ａ→Ｂ的 ｃｏｋｅｒｎｅｌ，其中 Ｂ是投射的．则存在正合列 ０→
Ｉｍｆ→Ｂ→Ｍ→０．因此对任意 Ｎ∈Ｐｎ，有正合列Ｈｏｍ（Ｂ，Ｎ）→Ｈｏｍ（Ｉｍｆ，Ｎ）→Ｅｘｔ１（Ｍ，Ｎ）→０．由（３）易证

Ｈｏｍ（Ｂ，Ｎ）→Ｈｏｍ（Ｉｍｆ，Ｎ）→０正合．因此Ｅｘｔ１（Ｍ，Ｎ）＝０，则（１）得证．

（４）（１）．对任意 Ｎ∈Ｐｎ，存在正合列０→Ｎ→Ｅ（Ｎ）→Ｅ（Ｎ）?Ｎ→０，诱导出正合列 Ｈｏｍ（Ｍ，Ｅ（Ｎ））→
Ｈｏｍ（Ｍ，Ｅ（Ｍ）?Ｎ）→Ｅｘｔ１（Ｍ，Ｎ）→０．由（４）注意到 Ｈｏｍ（Ｍ，Ｅ（Ｎ））→Ｈｏｍ（Ｍ，Ｅ（Ｍ）?Ｎ）→０正合．因此
Ｅｘｔ１（Ｍ，Ｎ）＝０．

命题 １ 设 Ｒ是环，则左 Ｒ模Ｍ是投射的当且仅当Ｍ是ｎＣｏｐｕｒｅ投射模且ｐｄ（Ｍ）ｎ＋１．
证明 显然．

考虑正合列０→Ｋ→Ｐ→Ｍ→０．注意到ｐｄＫｎ（因为ｐｄＭｎ＋１）．则 Ｅｘｔ１（Ｍ，Ｋ）＝０，因此上面的
正合列可列．所以 Ｍ是投射的．

下面定义ＣＰｎ为所有的ｎＣｏｐｕｒｅ投射左 Ｒ模类；Ｉ为所有的内射 Ｒ模类．
定理 ２ 设 Ｒ是环，ｎ是固定的正整数．则下列等价：
（１）（ＣＰｎ，ＣＰ⊥ｎ ）是遗传的ｃｏｔｏｒｓｉｏｎｐａｉｒ．
（２）对任意的 Ｍ∈ＣＰｎ，Ｎ∈Ｐｎ．满足Ｅｘｔ２（Ｍ，Ｎ）＝０．
（３）对任意的 Ｍ∈ＣＰｎ，Ｎ∈Ｐｎ，以及任意的 ｉ１．满足Ｅｘｔ２（Ｍ，Ｎ）＝０．
若ｓｕｐ｛ｐｄＥ｜Ｅ∈Ｉ｝ｎ＋１，则也与下列等价
（４）对任意的 ｍｎ，每个 ｎＣｏｐｕｒｅ投射左 Ｒ模是ｍＣｏｐｕｒｅ投射的．
（５）每个 ｎＣｏｐｕｒｅ投射左 Ｒ模是（ｎ＋１）Ｃｏｐｕｒｅ投射的．
证明 （１）（２）．设 Ｍ∈ＣＰｎ．则存在正合列 ０→Ｋ→Ｐ→Ｍ→０，其中 Ｐ投射的．则 Ｋ∈Ｐｎ．因为
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（ＣＰｎ，ＣＰ⊥ｎ ）是遗传的．因此对任意的 Ｎ∈Ｐｎ，可得Ｅｘｔ２（Ｍ，Ｎ）＝０．

（２）（３）．设 Ｆ∈ＣＰｎ，Ｎ∈Ｐｎ．则由定义，Ｅｘｔ１（Ｆ，Ｎ）＝０．因此由归纳，对任意的 Ｍ∈ＣＰｎ，Ｎ∈Ｐｎ，
以及任意的 ｉ１．满足Ｅｘｔ２（Ｍ，Ｎ）＝０．

（３）（１）显然．
（３）（４）．设 Ｍ∈ＣＰｎ，Ｎ∈Ｐｍ，ｍ＞ｎ．存在正合列０→Ｋｍ－ｎ→Ｐｍ－ｎ－１→…→Ｐ１→Ｐ０→Ｎ→０其中 Ｐｉ

是投射的．注意到 Ｋｍ－ｎ∈Ｐｎ，因此由（３），我们得到

Ｅｘｔ１（Ｍ，Ｎ）Ｅｘｔ２（Ｍ，Ｋ１）…Ｅｘｔｍ－ｎ＋１（Ｍ，Ｋｍ－ｎ）＝０．
其中 Ｋｉ是Ｍ得 ｉｔｈｓｙｚｙｇｙ，ｉ＝１，２，…ｍ－ｎ．因此 Ｍ∈Ｐｎ．

（４）（５）显然．
（５）（２）设 Ｍ∈ＣＰｎ，Ｎ∈Ｐｎ，则存在正合列０→Ｎ→Ｅ→Ｋ→０，其中 Ｅ内射的．由假设 Ｅ∈Ｐｎ＋１，因此

Ｋ∈Ｐｎ＋１．又由（５）Ｍ∈ＣＰｎ，因此Ｅｘｔ１（Ｍ，Ｋ）＝０，因此Ｅｘｔ２（Ｍ，Ｎ）＝０．
命题 ２ 对环 Ｒ及固定的正整数ｎ，下列等价：
（１）每个左 Ｒ模是ｎＣｏｐｕｒｅ投射模．
（２）（ＣＰｎ，Ｐｎ）是完备的遗传ｃｏｔｏｒｓｉｏｎｐａｉｒ，且Ｐｎ中的每个左Ｒ模Ｍ都是ｎＣｏｐｕｒｅ投射模．

证明 （１）（２）显然．
（２）（１）．设 Ｍ是任意的左 Ｒ模．由（２）和Ｗａｋａｍａｔｓｕ’ｓＬｅｍｍａ，存在正合列０→Ｍ→Ｐ→Ｌ→０其中Ｐ∈

Ｐｎ，Ｌ∈ＣＰｎ．则由（２）得 Ｐ∈ＣＰｎ．又因为（ＣＰｎ，Ｐｎ）是遗传的，因此 Ｍ∈ＣＰｎ．
定理 ３ 设 Ｒ是环且ｓｕｐ｛ｐｄＥ｜Ｅ∈Ｉ｝ｎ，ｎ１．若 Ｍ是（ｎ－１）Ｃｏｐｕｒｅ投射左 Ｒ模，则存在正合列

０→Ｍ→Ｐ→Ｋ→０，其中 Ｐ是投射的，Ｋ是ｎＣｏｐｕｒｅ投射模．
证明 考虑下列的ｐｕｌｌｂａｃｋ图：

其中 Ｅ是内射模，Ｐ是投射的．注意到 ｐｄＬｎ－１（因为 ｐｄＥｎ）．因此 Ｅｘｔ１（Ｍ，Ｋ）＝０（由于 Ｍ ｉｓ
（ｎ－１）Ｃｏｐｕｒｅ投射模），则０→Ｌ→Ｑ→Ｃ→０是可列的．因此 Ｍ是Ｑ的直和项．设相应的投射和嵌入映射
分别为π和ｉ．下证 ｆｉ：Ｍ→Ｐ是Ｍ的投射ｐｒｅｅｎｖｅｌｏｐｅ．

对任意投射模 Ｐ′以及映射φ：Ｍ→Ｐ′．因为 Ｅ是Ｍ的内射包，因此存在映射ψ：Ｅ→Ｐ′满足φ＝ψｇ．又
因为 ｇπ＝ｈｆ，我们可得φ＝ψｇ＝ψｇπｉ＝ψｈｆｉ．因此φ可通过ｆｉ分解．因此 ｆｉ：Ｍ→Ｐ是投射ｐｒｅｅｎｖｅｌｏｐｅ．

设 Ｋ＝ｃｏｋｅｒｆｉ，存在正合列 →０ Ｍ →
ｆｉ

→ →Ｐ Ｋ ０由定理１得 Ｋ是 Ｃｏｐｕｒｅ投射的．可以断言 Ｋ也
是ｎＣｏｐｕｒｅ投射模．事实上，设 Ｘ∈Ｐｎ．考虑正合列０→Ｄ→Ｐ（Ｘ）→Ｘ→０，其中 Ｐ（Ｘ）是 Ｘ的投射盖．则
Ｄ∈Ｐｎ－１．因此得到正合列０＝Ｅｘｔ１（Ｍ，Ｄ）→Ｅｘｔ２（Ｋ，Ｄ）→Ｅｘｔ２（Ｐ，Ｄ）＝０．因此Ｅｘｔ２（Ｋ，Ｄ）＝０．另一方面正合
列０→Ｄ→Ｐ（Ｘ）→Ｘ→０诱导了０＝Ｅｘｔ１（Ｋ，Ｐ（Ｘ））→Ｅｘｔ１（Ｋ，Ｘ）→Ｅｘｔ２（Ｋ，Ｄ）＝０．因此得到Ｅｘｔ１（Ｋ，Ｘ）＝０．
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